4 Grof3kanonisches Ensemble

Bild 4-1: Das groflkanonisch préparierte r
Quantensystem ist Teil eines groflen mikroka- : 1
nonischen. Die Trennwand (unterbrochene Li- [

nien) ld8t Energie und Teilchen hindurch.

Warum nur sollen wir die Miihsal auf uns nehmen, mit allen Details ein weiteres
Ensemble zu studieren? Das vorige funktionierte doch bestens. Nein, wir wollen
stets auf kanonischem Wege ab initio die warme Welt erschlieen. Es gibt darauf
drei Erwiderungen — mit zunehmender Gewichtigkeit. Groflkanonisch werden
die interessierenden Grofien sofort in Abhéngigkeit von nur noch kontinuierlichen
Variablen erhalten (T, V', u), kein Stirling mehr. Zweitens erlangt bei Behand-
lung mehrerer Teilchen die Erzeuger—Vernichter—Sprache grofie Bedeutung. Sie
arbeitet im ,,groflen Hilbert—Raum® aller Teilchenanzahlen N — Groflkanonik
ebenfalls, was sie zumindest als naheliegenden Weg favorisiert. Last not least
ist grofkanonisch eine exakte (und einfache!) Herleitung der Fermi- und Bose—
Verteilung moglich, kanonisch aber nicht.

Das interessierende System stehe in schwachem Kontakt zu einem ,,unendlich
grofien” Wérme-Teilchen—Reservoir (Index Bad). Schwacher Kontakt heifit jetzt,
da nur sehr selten mal eine Energie—Portion oder ein Teilchen durch die Wand
spaziert. In der Zwischenzeit behélt das System seine Teilchenzahl N. Also
mufl NV eine Erhaltungsgrofie sein (und als solche einen mit H vertauschbaren
Operator N haben, beide im groBen Hilbert—-Raum wirkend). Ist vom ,kleinen“
Hamilton-Operator zu gegebener Teilchenzahl des Systems die Rede, so werde er
mit H®™) bezeichnet. N kann groB sein oder auch klein.

4.1 Groflkanonische Verteilung

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit py g, , mit der das System bei Teilchen-
zahl N und dazu bei Energie F und dazu im v—ten Unterraum-Basis—Zustand
angetroffen wird. Ubrigens war v schon immer ein solcher ,dazu-Index“. Die
Strategie ist bereits bestens vorgezeichnet, nédmlich mit den drei Schritten am
Beginn von §3.1.
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Erster Schritt. Keine Entartung, d.h. zu jedem Paar N, FE gebe es nur einen

Zustand. Selne Energie, d.h. der zugehorlge Eigenwert von HW)_ heifie voriiber-
gehend EM st das System bei E , so hat das Bad Ngesamt — N ; Egesamt — E(N)

und Entartungsgrad g(()N) . Zun =1 gilt entsprechendes und so weiter. Bei Sum-
mation iiber n addieren sich die gy(LN) zu einem géi\g)amt. Summiert man auch
noch diese tiber N (N = 0,1,...), so entsteht der Entartungsgrad geesamt des

mikrokanonischen Gesamtsystems:

N
(N) Anzahl der Mdoglichkeiten, das System bei NNV, E7(LN) vorzufinden gﬁl ) (4 1)
p — - . .
n Anzahl der Moglichkeiten insgesamt ggosamt

Zweiter Schritt. Logarithmiere (4.1) und Taylor—entwickle Sgaq:

In(p) = —Sgesamt + Snaa( Egesamt = B, Visaa ; Nyesamt = V)
L. 0S80l by N Ngonamn — N ON S| 5 e N Ny
= constyy — BEMN + 8uN  ~  pV) ~ o BB BN (4.2)
Diesmal kam nicht nur § := 0gS® zum Tragen, sondern auch —fu := OyS™,

also zwei der drei mikrokanonischen Definitionen (2.31) bis (2.33).

Dritter Schritt. Gibt es Entartungen, so hebe sie mittels Zusatz d H™) auf,
woraufhin (4.2) zutrifft, und gehe mit §H™) wieder nach Null. Jetzt liBt sich
(wie schon im §3.1) die Notation wieder entspannen :

1 5
PNEy = Z—¢ BE-uN) (4.3)

gr.

Die e-Funktion in (4.3) heifit Gibbs—Faktor. Er verallgemeinert den Boltz-
mann-Faktor e ## . Noch vieles mehr hat die Statistik Josia Willard Gibbs
(1839 — 1903) und Ludwig Boltzmann (1844 — 1906) zu verdanken.

Erst wenn man py g, lber alle N, dazu je iiber alle £ und dazu je iiber alle v
summiert, muf} Eins herauskommen. Also erhélt man die gro3kanonische Zu-
standssumme Z,, (man darf wohl salopp auch von der grofien Zustandssumme
sprechen) per

Ze (T, V, 1) Z D e fEm (4.4)

N=0 FEyv

Wegen ,,dazu® ist hier die Reihenfolge der Summen wesentlich (auch die Summe
tiber v war (ist) zu festem E auszufithren). (4.4) zeigt deutlich die koninuierliche
Abhéngkigkeit von den Reservoir-Charakteristika 7" und p, wihrend sich wieder
die (ebenfalls kontinuierliche) V-Abhéngigkeit in den E—~Werten versteckt.
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Nicht nur die Energie des Systems, sondern auch seine Teilchenzahl ist jetzt nur
noch Mittelwert. Beide sind groflkanonische Mittel — folglich Funktionen von

TV, — und zeigen sich erstmals, wenn wir das bekannte Versprechen einltsen :
o 1 B B
See(TVop) = =) Y e P [—In(Zy) - BE + fuN ]
N=0 En 8"

e

5Egr. - BﬂNgr. + hl(Zgr.) ) (45)

Aber dies werden wir uns auch in Spur—Sprache noch einmal ansehen: (4.13).

Die Wahrscheinlichkeiten (4.3) sind den Zustdnden |N,FE,v) einer Basis des
groflen Hilbert—Raumes zugeordnet. Man kann das ,grole® H auf irgendeinen
dieser vielen Zustdnde anwenden und unter Reproduktion desselben den Eigen-
wert E erhalten (E zum N des Zustandes). Das ,kleine“ H™) weiff hingegen
nur mit seinen |N,...) etwas anzufangen (und gibt dann ebenfalls £). Weil ein
Operator durch Angabe der Wirkung auf alle Zustidnde einer Basis definierbar ist
(so klingt es seit (3.9) sehr bekannt), 148t sich zwanglos per

N|N,E,v) := N|N,E,v) (4.6)

der Operator N der Teilchenzahl definieren. Es gibt ihn, im groflen Hilbert—
Raum némlich. Und der groflkanonische statistische Operator p,. sei jener, der
die | N, E,v) als Eigenzustédnde mit Eigenwerten py g, hat:

1
Zgr.

o, = —— e PEH-N) (4.7)

Die drei Eingenschaften (3.21) eines statistischen Operators sind gesichert, denn
die grofie Zustandssumme (4.4) schreibt sich als , grofie Spur® :

Ze = Spy (e—ﬁ@f—ﬂfv)) = SN B v]e P TOIN, B, v)

N,Ev
= Y NS UN E,ve YN, E,v)
N=0 Eyv
= Z(T,V,N) N (4.8)
N=0

Weil N Erhaltungsgrofie ist, durften wir in der ersten Zeile [H, N] = 0 aus-
nutzen. In der zweiten Zeile konnten wir H durch H®) ersetzen, worauthin die
kanonischen Zustandssumme Z ins Spiel kam.

Ubung  Wie sieht die groBe Zustandssumme aus, wenn das System (statt nur N)

4/1 zwei Erhaltungsgrofien Ny und N, hat?
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Losung Das Reservoir hat dann zwei p’s: Zg. = Yy n, ., ¢ 0 EmmNimmio)

Ubung Zgy. €ines Systems aus zwei unabhéngigen Teilen sollte faktorisieren. Wie
4/2 ergibt sich dies, wenn zunéchst eine Summe iiber Gesamt—N’s voransteht ?

Losung Z,. = Y .n_o [2%1:0 Z1(Ny) Zo(N — Ny) | ePmN 0 S, 2%1:0 =
> N0 2NN, - - (wie in Bild 16-2 erklirt), Zg = >3 _o Z1(Ny) e
S nen, Zo(N = Np)P#N=N) N 5 N+ Ny~ Zy = Zge1 Zgo-

4.2 Groflkanonisch zur Thermodynamik

Wir folgen weiter dem Plan von Kapitel 3 und vermuten, dafl alle thermodynami-
sche Information auch in der groBen Zustandssumme enthalten ist. Z,, (T, V, u)
sei ausgerechnet worden. Vielleicht erweist sich auch wieder In(Z,, ) als Angel-
punkt. Also definieren wir (als Analogon zur Freien Energie) das grof3kanoni-
sche Potential

(T, V, 1) = —Tln(zgr(T, v, u)) = By — TSy — pNy  (4.9)

Die rechts stehende Version folgt aus (4.5). GroSkanonische Mittelwerte konnen
wir unverziiglich mittels Spur und p,,. studieren. N, F und p = —0yE sind
Eigenschaften eines jeden Zustandes |N, F,v):

. <1
Ng. = (N)g. = Spy,. (N 7

gr.

o~ BH+BuN ) =T, In(Zy) = —0,Q  (4.10)
Eg — pNgr. = <FI - ,UN>gr- = —0sIn(Zy.) (4.11)
Par. = (—OvH)g =Ty In(Zy) = -0y Q . (4.12)
Geméafl (3.22) ist auch die Entropie eine Mittelbildung. Dafl wirklich per

(—In(pg.)) auch groBkanonisch die Entropie richtig herauskommt, zeigen die ers-
ten beiden Zeilen der folgenden drei:

Sgr- = _Spgr. [ﬁgr. ln(ﬁgr.)] = _SP (ﬁgr. [_5FI+B,MN — ll'l(Zgr.)} )
= BEg — BuNg + In(Zy) = (4.5)
= (1-P0) n(Zy) = ... = =0r Q| (4.13)

Die nur mit Punkten angedeuteten Schritte sind mit (3.28) identisch.
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Grof3kanonisches Thermodynamisches Potential

Wegen der Parallelitdten zu Kapitel 3, einschliefSlich technischer, sind wir sehr
zligig vorangekommen. Sogar die ,,Gradient“—Relationen stehen verstreut oben
ab (4.10) bereits da. Das groflkanonische Potential Q(T,V, i) ist zugleich auch
das Thermodynamische der GroBkanonik, und 7', V', u sind die groffkanonischen
natiirlichen Variablen :

(SapaN)gr, = _(aTaaV>au)Q(Ta‘/a:u) : (414)

Eine Pause sei uns vergonnt — und schon stellen sich im Riickblick drei Ge-
danken ein. Wir waren schon zwei mal auf der Suche nach ,,Gradienten“, und es
war beide Male, vor (2.39) und vor (3.36), notwendig geworden, auf grofie Sys-
teme umzuschwenken. Aber hier — dank der von vornherein kontinuierlichen
Variablen — kam nichts dergleichen vor. Alle bisherigen Gleichungen, (4.2) bis
(4.14), gelten fiir grofie und fiir kleine Systeme am Wérme-Teilchen—Reservoir.

Damals, tief in der Mikrokanonik, hatten wir zwei Systeme nur schwach—
energetisch in Kontakt treten lassen: Bild 2-5. Lassen wir auch Teilchen hin
und wieder durch die Trennwand, dann bekommt die Betrachtung (2.24) einen
Partner:

0=y, | SN+ SN = M) | = =2h+ 22 (4.15)

Wenn sich also zwei Systeme auch per Teilchenaustausch ins Gleichgewicht setzen
konnen, werden ihre chemischen Potentiale gleich. Wird auch noch Volumenaus-
tausch zugelassen — beweglicher Kolben als Trennwand — so diirfen wir
darauf wetten (oder in Gedanken obige Rechnung mit V' statt N durchfiihren),
daf sich dann auf beiden Seiten der gleiche Druck einstellt.

Der dritte Gedanke befafit sich mit ez, int und folglich (nun also doch noch) mit
groflen Systemen. Nur noch eine der natiirlichen, grofSkanonischen Variablen ist
extensiv. Auch €2 selbst ist extensiv. Also kann man, um dies explizit zu machen,
nur noch V nach vorn ziehen. Auch lét sich kein intensives Verhéltnis zweier
extensiver Groflen bilden :

AT, V,p) = V-wTp) ~ p=—0yQ=-w, p-V=-0Q. (4.16)
Der obere Index * an €2 wurde hier nur der Einfachheit halber weggelassen.
Obacht, (4.16) ist nicht die Zustandsgleichung p = p(7,V,N). Diese entsteht
erst, wenn p = —Q(7T,V, ) /V auf die Variablen T',V, N umgerechnet wird (lose
N = —0,9 nach p auf und setze ein).
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Ubung  Adsorption. Auf den M Gitterplitzen einer Fest-

4/3 korperoberflache kann je (hochstens) ein Atom aus

einem umgebenden Gas (7', u) adsorbiert werden:

Energie —e. Es interessiert die mittlere Anzahl N
adsorbierter Teilchen. System ist die Oberfldche.

(a) Zu M = 1 hitte das System nur zwei Zustinde
und Z}'=' = 7 Mit welcher Wahrscheinlichkeit

p1 ist diese eine Mulde besetzt 7 Auf M Mulden V ener M‘ﬂdez
befinden sich also im Mittel N = 7 Atome.
(b) Kommt das (a)-Resultat auch heraus, wenn man

allgemein Z,, zu M > 1 aufschreibt und N als —0,(2 ermittelt ?

(c) Ist das Gas = ,ideal* (mit e ”* aus Ubung 3/9), wie hingt dann die
Konzentration ¢ := N/M von Gasdruck p und Temperatur 7" ab ?

Losung (a) N=0und N =1, Z}=' =1+e P p = ot N = M-p;.
Sie haben soeben die Fermi—Verteilung hergeleitet! vgl. (4.40).
(b) Zge. = (ZX=1)M, Q= —TMIn(1 + Aty Ny, = —9,0 = wie oben.
() c=p/ [p+TY2e 5 )2 ]

Ubung  Kennt man Z fiir alle N, so folgt Z,, nach (4.8) — und im Falle der ,Ide-
4/4 algas“—Konstruktion Z = Z& /N! sogar in geschlossener Form. Welcher
,Gradient® von €2 ergibt sich? Nach Eliminieren von p zugunsten von N

sollten E und p vertraute Gestalten annehmen, vgl. Ubung 3/9.

Losung Z. = e%r<™ Q= -TZpe S = (Bu—2)pQ, p=—-3Q, N=-5Q,
= —%Q. u—N—-Beziehung ist Q = —NT ~ E = %NT und pV = NT'.

Ubung  Welche relative Schwankung (AN/N),,. erleidet die Teilchenzahl eines grof-
4/5 kanonisch praparierten Systems ?

Losung Vollig analog zu (3.30), nur N statt H Sp,. statt Sp, Z,. statt Z und

T0, statt d5 ~  (AN/N)g. \/Tﬁ  Nox. / Ny = O(1//Ng.

4.3 Besetzungszahl-Darstellung

N Teilchen — wie soll das gemeint sein? Schon bei mehr als einem Teilchen
greift das Pauli-Prinzip (1.19) ein. Es verlangt als erstes eine Antwort auf die
Frage, ob es sich um unterscheidbare oder um identische Fermionen oder Boso-
nen handelt. Jenseits aller Fairness werden wir hier den identischen Fermionen
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einen bevorzugten Platz einrdumen und Bosonen nach Kapitel 9 abdridngen. Die
elementaren Bausteine unserer Materie sind quarks und Elektronen, beide fermio-
nisch. Massive Bosonen (z.B. He?') sind hingegen aus den genannten Fermionen
zusammengesetzt (ob auch das Higgs—Boson aus etwas besteht, ist wohl der-
zeit eine offene Frage). Sodann gibt es noch Eichbosonen. Sie werden von den
genannten Fermionen ausgesendet, wenn man an ihnen wackelt, wenn sie sich
beschleunigen. Licht ist wichtig — wie kdnnte man sonst diese Seite lesen —
aber wir erwidrmen es besser separat im Kapitel 8.

Dieser Abschnitt bleibt rein quantenmechanisch. Er fithrt Notationen ein, kann
der Erinnerung dienen und vielleicht auch hier und da ein wenig {iberraschen.

In allen Variablensatz—Paaren hat die Zustandsfunktion eines Mehr—Fermion—
Systems antisymmetrisch zu sein. Ein Kliimpchen, das aus einer geraden Anzahl
identischer Fermionen zusammengesetzt ist, ist ein Boson, denn Vertauschung von

Klitmpchen—Variablen, (2[4 — [12G.4) , gibt ein Pluszeichen an der Zustands-
funktion :

(1,2 3,4) = —(3,2; 1,4) = +¢(3,4; 1,2) . (4.17)

Die rechte Seite kann natiirlich auch mithsam mit vier Permutationen benachbar-
ter Variablensitze erreicht werden. KEs versteht sich, daf§ auch dann ein Boson
entsteht, wenn unterscheidbare Fermionen in gerader Anzahl einen bound state
bilden. Der Terminus ,, Variablensatz®“ ist notig, weil fermionische Zustandsfunk-
tionen unausweichlich (Vorgriff auf §7.4 und §10.1, es hilft nichts) neben der
Ortsvariablen 7 auch noch Abhiingigkeit von einer diskreten Spinvariablen o
zeigen (o0 = +1 bei Spin—3-Teilchen). Es ist also 1 := 71,01, 2 : = 79,09
und so weiter. Sei Pj, der Operator, welcher in ) die Argumente j und ¢ ver-
tauscht. Wegen der Ununterscheidbarkeit zweier gleicher Fermionen darf kein
(korrekter) Hamilton-Operator H™) etwas von solcher Vertauschung bemerken:
[ Pje, H] = 0. Wihrend der zeitlichen Entwicklung eines N-Fermion-Zustandes
bleibt er also Eigenfunktion aller Pj,, sofern er es einmal war. Das Pauli-Prinzip
ist eine ,, Welt—Anfangsbedingung* :

t =0 : graue Vorzeit , P ¢(t=0)=—¢(t=0)
™~ Pjetp(heute) = Py e~ nHwet Y(t =0) = —1) (heute) . (4.18)
So ist es ja auch um die skalaren Maxwell-Gleichungen bestellt: [PB, §11.1].

Ublicherweise hat der Hamilton-Operator eines N-Fermion-Systems die Gestalt
N 1 N,
H(N):ZH]+§Z V}'j =: HO“‘Hint ) (419)
j=1 4,0

wobei der Strich am Summenzeichen j = ¢ ausschlieBt. In (4.19) besteht
HW) aus einem Einteilchen—Operator H, und einem Zweiteilchen—Ope-
rator Hi, , der Wechselwirkung. Hat sich jemand miihsam eine Eigenfunktion
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o(1,2,...,N) seines H™N) verschafft, so muB er sie noch antisymmetrisieren,

o~ Y (D)% P(L,2,...,N) (4.20)

Permutationen

und darum bangen, daff (4.20) nicht Null ergibt. Der Operator P fiihre eine
bestimmte der N! Permutationen an 1y aus, und Zp ist die Anzahl der auf
P1)y fithrenden Zweier-Permutationen. So weit allgemein. Bis hierher bitte kein
voreiliges Wort von Determinante.

Erst wenn nicht-wechselwirkende Fermionen betrachtet werden, d.h. (4.19) keine
Vj.e's hat, wird 1y zu einem N-fachen Produkt aus Einteilchen—Zusténden ¢, ,
Hipx(1) = expa(1). Im genannten Produkt diirfen keine zwei ¢’s die gleichen
sein, weil es sonst unter Antisymmetrisierung verschwindet. Damit wandelt sich
(4.20) zur Slater—Determinante:

oan (1) oa(1) o oa(1)
1 O (2)  0a(2) o o (2)

¢>\1>\2 ..... )\N(1727 ,N) = \/W (4.21)
on(N) onN) . gae(N)

—% on () - i) o orglin) - (4.22)

Der Wert der Zustdnde (4.21) liegt nur zum Teil darin, daf sich bereits ohne
Wechselwirkung zwischen den Teilchen allerlei Physik erschliefit. Zum anderen
bilden die Slater-Determinanten eine Basis des groflen Hilbert—-Raumes, d.h. eine
Nullte N&herung fiir wechselwirkende Fermi-Systeme. Die Version (4.22) wurde
angefiigt (mit Summenkonvention in jedem j), weil dann gut zu sehen ist, was bei
Anwendung von Hj := Zjvzl H; passiert. Jeder Term gibt den gleichen Faktor
ab:

HO 'l/))q ..... AN(lﬁ"wN): ( Z 5>\> 'QDM ..... )\N(]‘7“‘7N) . (423)

die enthaltenen \’s

Slater = Konfiguration

Um eine bestimmte N x N Slater-Determinante anzugeben, sind aus dem Ein-
teilchen—Spektrum N Zustdnde auszuwéhlen. Jeder dieser Zustdnde hat sein
Strichlein im Zustédndediagramm von H;. Die getroffene Auswahl 148t sich im
Zustandediagramm markieren — durch Anbringen von Punkten auf den aus-
gewihlten Gedankenstrichen: Bild 4-2. Jeder Anordnung von N dicken Punkten



72

KAPITEL 4: (GROSSKANONISCHES ENSEMBLE

im Diagramm, jeder Konfiguration Ky, entspricht eine Slater—Determinante. Die
Entsprechung ist perfekt: eine Abbildung Eins zu Eins. Durchlaufen wir, begin-
nend bei N = 0, auch noch alle N — und stehe I fiir irgendeine Konfiguration
aus den Ky — so kommen wir bei einer Basis des grofien Hilbert-Raumes an.
Ihre Zustédnde sind indiziert mit K, respektive mit Bildern.

)

Bild 4-2: Eine Konfiguration K3 im Zustdndediagramm. Um
die ihr entsprechende Slater—Determinante zu notieren, wurden
die Gedankenstriche von unten beginnend und in jeder Zeile von

links an numeriert :
e3(1)  ws(1)  pra(1)

— | 3(2) s(2) ¢12(2)
VU1 6a(3) ox(3) 0ia(3)

¢

- — 1

¢
|
|

Mit anderen Worten, alle Zustédnde eines nicht-wechselwirkenden (,idealen*)
Fermi-Systems werden erhalten, wenn man — zu allen Anzahlen N — alle
moglichen Konfigurationen K von Punkten im Einteilchen—Zustéindediagramm
aufmalt. Zu irgendeinem N kann damit den Zustinden (4.21) die Gestalt
(1,2,... |K) =: (r|K) gegeben werden. Und der Hy—Eigenwert schreibt sich
geméfB (4.23) als Ex = ), €. Jedes K hat sein N und weifl davon. Haben
K und K’ verschiedene N'’s, so ist (K|K') =0.

Darstellungswechsel

Der harmlose Ubergang von einer Darstellung zu einer anderen, das ist nie und
nimmer eine ,zweite Quantisierung“. Ist (r| ) der Informationstriager in Orts-
darstellung (mit r := 7,0y,...), so ist (K| ) jener in ,Slater-Determinanten—
Darstellung®. Den letzteren erhdlt man mittels (IC| ) = (K|r)(r| ), wobei
(Klr) = (r[K)*.

Von einem Operator sei bekannt, wie er in Ortsdarstellung wirkt: (r|A| ) =
A(r| ). Um zu erfahren, was er in K-Darstellung anrichtet, miissen seine
Matrixelemente (K|A|K') ermittelt werden, weil sich dann die Frage (K|A| ) =
(KIAIKY(K'] ) =? beantwortet. Im folgenden bleiben wir zuniichst im , kleinen®
Hilbert—Raum zu gegebenem N (ohne dies sténdig als Index anzumerken). Wie
zu erweitern ist, wird sich am Ende herausstellen.

Sei A ein Einteilchen—Operator, habe also die Struktur A = Z;VZI Aj. Stehe

f N fiir die N Integrationen iiber 7, bis 7y und Summationen iiber o; bis ox
und bezeichne Pj den Variablensatz, welcher durch Permutation P in das j-te
Argument gelangt ist, dann haben wir
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2

(KIAIK) = (Klr) A(r[K) = (K|r) Z (rIK')

o [Z(—) PgoAl(Pl)...%(PN)]

[

*

N

ZA [Z VP ox (P) . pn (PN) | (4.24)

An der Unansehnlichkeit von (4.24) liegt es wohl, weshalb man in der Literatur
nach expliziter Durchfiihrung des Darstellungswechsels zumeist vergeblich sucht.
Man muf3 sich hineindenken.

Die dritte Zeile in (4.24) ist antisymmetrisch in allen Variablensatz—Vertauschun-
gen. Auch die P-Summe ist es. Unter [ N kénnen wir solche Vertauschungen
vornehmen und zwar z.B. so, daf jeder der Terme in der P-Summe gleich dem

ersten wird (jenem mit identischer = keiner Permutation). Dann kiirzt sich der
N!-Nenner, und aus (4.24) wird

Z/ Pa(l) - pa (N) 4 Z )77 ox (P'1)...px (P'N) (4.25)

Setzen wir einmal alle A; =1 (so dal A = N), dann sorgt die Orthonormierung
Jiea(Dea(1) = day dafiir, daB8 auch aus der P'~Summe nur der erste Term
tiberlebt und (4.25) = N dxx herauskommt — sehr verniinftig. Der Operator A;
(jetzt wieder # 1) wirkt auf den Variablensatz j , kann also in jedem P—Summen—
Term nur genau ein ¢y in eine neue Funktion verwandeln. Die anderen N — 1
Faktoren ¢, miissen ein ¢} mit gleichem Argument finden. Erstes (grobes) Fazit:
Die Konfiguration ' darf sich von K nur in einer Besetzung unterscheiden oder
in keiner. Trifft das letztere zu, dann ist ' = K, d.h. Xy =X, ... |, Ny = Ay
Die P'-Summe reduziert sich auf die identische Permutation und es entsteht

i) = 3 / #,0)4son () = 3 A
/= /dsrjz and A= G040 (@20
j - 1

Jetzt indiziert v die in K enthaltenen Zustande.

Auch wenn sich K’ von K unterscheidet, ndmlich in nur einer Besetzung, reduziert
sich die P’-Summe auf eine. Aber es ist nicht mehr die identische. Sei p der in
K zusitzlich besetzte Zustand, und v der gegeniiber K fehlende. Bild 4-3 will er-
kldren, daf die verbleibende P'~Permutation aus Z,, Zweier-Permutationen be-
steht, wobei Z,,,, die Zahl der zwischen p und v liegenden gemeinsamen Zustdnde
ist. Das Vorzeichen von Z,, spielt in (—1)%» keine Rolle.
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v M
[ S B A
K’ - + + + + + + + + Bild 4-3: Weshalb eine Permutation er-

forderlich ist, wenn ein in K’ zusitzlicher
) Zustand p vom Variablensatz des in K
K123 49 6 s zuatzlichen Zustandes v abhédngen soll. Wie
K':12 34 56738 die unterste Zeile zeigt, ist hier Z,, = 3.

Im Falle K" # IC ist also

(—1)%m A, fir K= ’C{V entleert und p gefiillt }

(4.27)
Null sonst

(el = {

Mit (4.26) und (4.27) sind alle nicht—verschwindenen Matrixelemente eines
Einteilchen—Operators A ausgewertet. Das Resultat gefillt nur noch nicht be-
sonders.

Fermi—Operatoren

Im ,groflen Hilbert—Raum lassen sich Operatoren definieren, welche von einem
Sektor in den anderen fithren. Im einfachsten Falle nimmt ein Operator b, aus |K)
die auf Strichlein v sitzende Kugel heraus: Er ist ein Vernichtungsoperator
(kurz: Vernichter). Ist aber |[KC) bei Zustand v nicht besetzt, so komme bei b,—
Anwendung Null heraus. Sei Z, die Anzahl der unterhalb v besetzten Zustédnde
in K. Und sei K°'"¢ die Konfiguration K ohne v. Damit definieren wir

(—1)%v |K°bme) | wenn K in v besetzt ist
by |K) == { 0 , wenn K in v leer ist . (4.28)
Herauszufinden, wie das hermitesch Adjungierte von b wirkt, hat nur mit
Zustdnden zu tun, die bei v besetzt oder leer sind. Darum bezeichnen wir diese
beiden voriibergehend kurzerhand mit 1) und |0) :

(160) =0 (0[f[1) =0
b|0) =0 (0[b]0) = 0 (0[b1]0y = 0 b[1) = 0 (120)
DIy =[0) ~ AP =0 ~ (AP =0 ~ o)== .
Oy =1 (1)pt]o) = +1

In der dritten Spalte steht das konjugiert Komplexe der zweiten Spalte. Er-
sichtlich ist b' Erzeugungsoperator. Mit (4.29) (und mit Plus—Kommutator
{A,B} := AB + BA) ist leicht nachgewiesen, da die Operator—Identitéten
{b,b} =0, {bT, bT} =0 und {b, bT} = 1 gelten: die Fermi-Operator—Algebra.
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Nach Riickkehr in den Raum der |[K) nehmen diese Zwischenresultate die Form

{bu,b,} =0 , {0l =0, {bu,b}} =6 (4.30)
e (=1)% JK™) , wenn K in v 1
-7 | kcm™ wenn C in v leer ist
1K) 1= !
b, IK) = { 0 , wenn K in v besetzt ist (4.31)

an. Den Kontakt zu (4.27), d.h. zu (K|A|K') mit K’ = je{v entleert und pu gefiillt} :
stellen wir jetzt ausnahmsweise riickwérts, vom Resultat ausgehend her:

</C| Z Aylulbllbwvcy entleert, gefﬁllt> _ (—I)Z“ </C| Z Awub,T,/VCV entleert>

v !

£ (=D (-1D)# A, (KIK) = (4.27) . (4.32)
Endlich wird klar, weshalb jene (—1)#—Vorzeichen allesamt erforderlich waren.
Auch (4.26), d.h. (K|A|K), kommt richtig heraus, wenn man > AV/M/bT,bu/

zwischen (K] und |K) nimmt. Dann wird nur g = v/ erzwungen, und eine
Summe bleibt stehen. Sind sdmtliche Matrixelemente zweier Operatoren gleich,
dann auch die Operatoren selber. Wir haben somit gezeigt, daf} jeder Einteilchen—

Operator A die Gestalt
A=A, (4.33)
vy

hat, und zwar im abstrakten ,groflen“ Hilbert—-Raum aller N . In diesem nennt
man die leere ,Konfiguration“ das Vakuum und bezeichnet es mit |0) . Im N-—
Sektor kann nun ein Basis—Zustand |K) und auch der allgemeine Hilbert—Vektor
| ) konkret zu Papier gebracht werden,

)y =bl, B 10) o 1) =) enan bl - b, 10) (4.34)

ebenso der Teilchenzahl-Operator N und der Hamilton-Operator H :
N=> blby , Ho=> exbiby . (4.35)
A A

Wird nun die Behandlung des Zweiteilchen—Operators Hj, in (4.19) weitere zehn
Seiten in Anspruch nehmen? Keineswegs. Aber man fiithrt zuvor besser den
Feldoperator

V) = Yo A b= / SV (4.36)

ein, woraufhin der Einteilchen—Operator die Verwandlung

A:iAj — A:/UJT(l)AluJ(l) (4.37)

j=1 !
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erlebt, und behandelt Hiy, & la (4.37) zuerst im Index ¢ und danach im Index j :

v%;’vﬂ — %A/Qw*u)w(z)mw(zw(l). (4.38)

So ist es mit vielen Dingen, welche anfangs hoffnungslos kompliziert erscheinen.
Ist die angemessene Formulierung gefunden, werden sie versténdlich und iiber-
schaubar — oder auch manchmal umgekehrt: Sind sie verstanden, findet sich
die geeignete Sprache. Stehen einmal alle relevanten Operatoren eines Systems
in W-Sprache auf dem Papier, so darf {ibrigens der Zusammenhang (4.36) wie-
der vergessen werden, d.h. W kann durch die Funktionen und Vernichter einer
anderen Basis dargestellt werden.

Ubung
4/6

Losung

Ubung
4/7

a bileA2 |0) ist N-Eigenfunktion zu Eigenwert 2. Wie kommt das heraus ?

b

~— —

Ist eigentlich b;l . .b§N|O> bereits richtig normiert ?
Weshalb ist A= [, W(1) A, W(1) mit (4.33) identisch?
Man verifiziere {W (1),W7(2)} =46(1 —2) und {W(1),U(2)} =0.

~—

(
(
(c
(d

~—

(a) Zl/ b.‘l; (51’)\1 - bT)qbV) bT)\Q‘O> = bT)qbi\Q |0> - bT)\Qbil |0> = 2 b§1b§2‘0> °

(b) (Obay - -bay By, .- BL [0) = (Olbay ... bay L, ... B3, 10) = ... = (0]0)
=1, denn b>\1b§1 =1- b;l by, — 1, weil sich wegen \; # alle anderen
bx, nach rechts bis an |0) durch tauscht.

(c) (4.36) einsetzen und sich der A, Definition erinnern.

(d) (4.36) einsetzen, Fermi-Kommutator (4.30) nutzen und zuletzt die
Vollstandigkeits-Relation erkennen: ), px(1)p}(2) = 0(1 — 2).

Hubbard chain. G Atome bilden mit Absténden a ein grofles ringférmiges
Molekiil. Stark idealisiert leben die < G Elektronen (Spin 3) auf einer dis-
kretisierten z—Achse (xr = ja, j = 1,...,G ) und haben kinetische Energie
Hy = -TY, 3. [Wi@)Wo(z+a)+Wi(2)W,(x —a)]. Variablensatz
ist 1 = o,x. Mit Ortsoperator-Eigenfunktionen ¢ (0, 2) = 05,0044 ist
W,(x) = Zs,z s0(0,x) bsy = by j, und H, 148t Elektronen auf benachbarte
Plétzte bei x £ a hiipfen.
(a) U,(x) = % > €% ¢, i (mit welchen k~Werten ?) hingegen diagona-
lisiert Hy und liefert die Einteilchen-Energien e; = ?
(b) Der Wechselwirkung 1U > > Wi (z)W T (2)V_,(2)W, () kann die
Form Hyy = UY., ny(z)n_(z) gegeben werden, nimlich mit n,(z) = ?
Das Hubbard-Modell gehort zu den wenigen wechselwirkenden Vielteil-
chen—Modellen, die exakt gelost werden konnen (Stichwort Bethe—Ansatz).
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Losung (a) k = nZ ne Z. Hy = -TY, D T 2oy €RTRIT (e 4 ik

c;kcmk/ =-T> >, 2cos(ka) c;kca,k, e, = —2T cos(ka) .

(b) Tausche W ,(z) zwei mal nach links (und einmal n, an n_vorbei):
ne(z) = Wi(z) W,(z). Wenn sie verschiedene Spinvariable haben,
verbietet Pauli zwei Elektronen nicht, den gleichen Platz einzuneh-
men. Aber Hubbard bestraft dies mit um U erhohter Energie.

4.4 Fermi—Verteilung

Es klingt wie ein Anféngerfehler. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit p, , mit
welcher auf dem A-ten Gedankenstrich im Einteilchen—Zusténdediagramm eine

runde Kugel nistet. — Nanu, wir haben doch aber gelernt, daf§ die Wahr-
scheinlichkeiten fiir Zusténde stets e ~Form haben. Von den §4.2-Resultaten
ist also auszugehen.“ — Antwort: Ein System aus identischen Fermionen im

groBkanonisch préparierten Kasten (mit N, Teilchen im Mittel) hat in der Tat
Zusténde |IC) mit Energie Ex . Fiir diese ist Eure Aussage in Ordnung: ,stets®
fiir Zusténde (!) des Systems. Wir aber fithren uns jetzt die Gesamtheit aller die-
ser Zustande mit je ihrer Punkte-Anordnung vor Augen und sehen uns zu jedem
|IC) an, ob ein gegebener Gedankenstrich besetzt ist. Das gibt eine Wahrschein-
lichkeit py fiir A-Besetzung. Ob die e #+~Regel noch gilt, wird sich zeigen. So
zu fragen, ist neuartig und etwas obskur — jedoch: wir diirfen!

Die ,,geniale* Herleitung

Die vielen, vielen Konfigurationen der Gro—-Hilbert—Raum—Basis |K) haben al-
lesamt eines gemeinsam: das Zustédndediagramm. Wir konnen es in den Kasten
malen, als ,eingefiillte Theorie* sozusagen: Bild 4-4. Das Wéarme—Teilchen—
Bad spendet und entnimmt Energie-Portionen und Teilchen. Man begreife, dafl
sich jeder Gedankenstrich A bevolkert und entleert, als wéren die anderen gar
nicht da. Sind die anderen gar nicht da, bleibt ein Kunstsystem mit nur einem
Einteilchen-Zustand A und Energie ¢ iibrig. Nennen wir es den A-Kasten.

Bild 4—4: Jeder Strich im Zustédndediagramm wird vom Wirme-Teilchen—-Reservoir
separat bedient. Es geniigt darum, einen ,\-Kasten“ grolkanonisch zu behandeln.
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Um den A-Kasten zu behandeln, greifen wir auf (4.3) zuriick und insofern auf
die e7#~Regel. Der A\-Kasten hat nur zwei Zustinde: Er enthilt entweder kein
Teilchen, so dal N =0, E = 0 ist, oder er enthélt eines, so dal N =1, F = ¢,
ist. (4.3) liefert die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten zu

1 1

Po,o = y  Pley =
Loy Lgr

e PEe-m —.p . (4.39)

Da deren Summe Eins geben muf}, folgt Z,, = 1+ e #E =% Und schon steht
sie da, die Fermi—Verteilung:
1

oy Teenm (4.40)

Py =

Merken! Sie ist also durchaus von e #~Form, denn wir haben ja in e=#(x—#) [ Zgr.
nur oben und unten mit e’ —# multipliziert. Es versteht sich, dal 1 — p, die
Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, da} der Einteilchen—Zustand A leer bleibt. Die
mittlere Anzahl (N)AKasten =y der auf \ versammelten Kugeln ist

ny = (1—p>\)'0—|—p)\-1 = Dx - (441)

Sie ist also mit der Wahrscheinlichkeit p, identisch. Vorsicht, bei Bosonen trifft
das nicht mehr zu.

Ubung Wem obiges , Man begreife“ ein allzu groBes Wagnis ist, der hat es schwe-
4/8 rer. Er sollte pc aufschreiben und alle pymic addieren (K™ =solche, die
enthalten). Welcher Zg_it—ZgEno—Zusammenhang hilft am Ende weiter 7
= —B(er— Zgt zgt
Losung (4.3): pe = i H’\GKG Blea=n) | py = D jemit p;c = Zgg,, = Zéntf_izghn .
Jeder Term in Z2 enthilt e #Er=1)  ~  Zmit — o= AlEx—m) Zohne e,

Groflkanonik des idealen Fermi—Systems

Die Idee des A-Kastens bietet nicht nur die obige kurze Herleitung der Fermi-
Verteilung (kénnen!), sondern fithrt auch schnurgerade zu allen interessierenden
GroBen des idealen Fermi-Gases als Gesamtsystem (Index id.F.). Das Gas ent-
steht durch Ineinandersetzen (jetzt darf man!) der unendlich vielen A\-Késten.
Unverziiglich kommen daraufthin — getreulich nach (1.3) — die folgenden drei
Gleichungen zu Papier :

Nid.F. — ZPA 7 (442)

EYT = > paen (4.43)
gir — % [pA In(py) + (1 —py)In(l — p)\)] . (4.44)
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Die drei ,, Trivialformeln* wollen wir sie nennen. Da die Fermi—Verteilung p, von
T und von pu explizit abhéngt und e, implizit von V| ergibt sich jede der drei
GroBlen N, E, S als Funktion von 7', V und p .

Wegen der Unabhéangigkeit der A-Kéasten — sie setzen sich unabhéngig vonein-
ander mit dem Reservoir ins Benehmen — koénnen wir auch die grofle Zustands-
summe aufschreiben, ndmlich als Produkt :

ZE =T] (1+e P&y (4.45)
A
womit die Definition (4.9) des grofkanonischen Potentials bestiickt werden kann :

QidF —TZIH (1_|_e—ﬁ(€x—,u)) — TZ]H (1 —p)\) . (446)
A A

All dies gilt (wir wiederholen uns) auch fiir kleine Systeme am Wérme-Teilchen—
Bad, beispielsweise auch fiir solche, die nur wenige \’s haben.

Der Leser moge verzeihen, dafl wir oben ein ,merken!“ und ein  kénnen!“ einge-
streut hatten. Es sind sehr wichtige Details — fiir das Verstehen von Materie.
Und die drei Trivialformeln, nun, , die schreibt man doch einfach so hin!* Er
tut das glatt, der Kandidat X in einer gewissen angespannten Situation. Wie
schén. Aber dann zogert er sehr bei der Frage, welche Aussage denn p, mache:
Wahrscheinlichkeit wofiir? — dafiir, daf8 in den unendlich vielen e# (Fx—#N)_
verteilten Slater—Determinanten des groflkanonisch praparierten idealen Fermi—
Systems der Einteilchen-Zustand ¢, enthalten ist. Sehr gut.

Ubung Kontrollgang 1. Das groBe Potential (4.46) sollte sich auch ergeben, wenn
4/9 man (4.9), d.h. Q@ = F — TS — uN, mit den drei Trivialformeln bestiickt.

Losung Esistso. 1—py=1/(14+e?C )) und py =e?C )(1—p,) helfen dabei.

Ubung Kontrollgang 2. Gegeben Q als (4.46). Wie kommen die Trivialformeln
4/10  (4.42) und (4.44) per N = =0, und S = —0r) wieder zum Vorschein ?

Losung N =), Tre=A(T f;()) =(442), S= ... ==> In(1—py)+ > prB( ), und
mit () =1In( [1—px]/ps) (s.a.Losung zu 4/9) folgt (4.44) in der Tat.

Ubung  Wie sich bei T'— 0 die groBe Zustandssumme idealer Fermionen verhélt,
4/11 st (4.45) schwer anzusehen. Aber (4.46) zeigt gern, daf§ Q4F — ? geht.

Losung In — —B( ) fiirey<p, Q9F — S0 (e —p) = Eo(u) —pN(p) , 5. (4.9) .

Nicht selten stellt sich die Frage nach dem chemischen Potential p zu gegebener
mittlerer Anzahl N von Teilchen. Der Zusammenhang von N mit p steht in
(4.42). Also ist er auszuwerten, N = N(T,V, 1), und sodann nach p aufzulésen,
Resultat p(7,V, N). Das wird zu iiben sein.
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Damit ist zu idealen Fermi-Systemen die Essenz dokumentiert, ndmlich soweit
dies moglich ist, wenn das Einteilchen—Spektrum noch allgemein bleiben soll.
Dieses Detail wird erst konkret, wenn im Kapitel 7 speziell die Elektronen in
Béndern interessieren. Aber eine Nachlese ist angezeigt — in Bildern.

1
p= 65(57:"') +1

N[

Bild 4-5: Fermi—Verteilung. ,,Was ist
w?% — die Stelle auf der e~Achse, bei
0 iz der die Wahrscheinlichkeit p = % wird.

lim p = 6(u(0) —¢)

Bild 4-6: Fermi-Eisblock. Bei T" — 0
wird p zur Stufenfunktion. Zugleich
zieht sich die Temperatur—abhingige

0 w(0) c »3-Stelle auf ihren Wert 1(0) zuriick.

N[

N
1

- Bild 4-7: T =0. Wird die Fermi-
Energie ep als das hochste noch besetz-
te € im Einteilchen—Zusténdediagramm
definiert, so liegt 1(0) entweder (linkes
Bild) bei genau er oder (rechtes Bild)
im Zwischenraum dariiber.

LXX
*¢ |
*¢

XXX
XX
X

- Nl=

Px |

bounded from below

Bild 4-8: Die ,,Staubwolke“. Temperatur wirbelt die Kérnchen auf. Der
Fermi—Eisblock hat sich in einem Intervall der Groflenordnung 7' aufgeweicht.
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Im Text zu Bild 4-7 wurde die Fermi—Energie cr definiert. Oft sagt man
auch Fermi—Kante zu ihr. Grob gesprochen: gegeben N, dann kennt man
er. Vorsicht, in den Bildern 4-7 links und 4-8 ist es nicht ganz richtig, dafl
eine bestimmte Anzahl von Teilchen zu sehen ist. Groflkanonische Vorgaben sind
ja g und T, und die Fermi-Verteilung ordnet jedem Gedankenstrich nur eine
Wahrscheinlichkeit zu, dem System folglich nur eine mittlere Teilchenzahl Ng,. .

Auch im Bild 3-2 war Wahrscheinlichkeit nach links aufgetragen. Gilt es noch ?
Aber ja!l Lediglich beziehen sich die dortigen Gedankenstriche auf N—Teilchen—
Zustédnde des ganzen Systems. Und natiirlich kann auch ein Fermi-Gas an den
Ofen gehalten werden, ohne Teilchen auszutauschen. N ist dann fest.

Bild 4-8 erlaubt eine hiibsche Uberlegung zum Verhalten von p(T') bei wachsender
Temperatur, wenn das Spektrum ein unteres Ende hat und kein oberes. Der
O(T)-Bereich vergrofiert sich. Immer mehr Staub wird aufgewirbelt — bis
sich schliellich der Fulboden zeigt, d.h. sich selbst der Grundzustand entleert.
Uberall im Spektrum sinkt die Wahrscheinlichkeit weit unter 1. Die p = %—Stelle
p muf sich also tief in den Keller begeben haben: pu(7T) — —oo.

Ubung 7 = 0. Mehrere nicht-wechselwirkende Spinf%fFermionen (m) sind an eine

4/12  Kugeloberfliche (R) gebunden. Die Grundz.-Energie ist Ey = 42 5 nﬁ#

Welche Fermi-Energie er wird erreicht und wie viele Teilchen sind es?

L%, E, = 2mR2£(£+ 1). Ey =0 hat 2 Strichlein, E; = 25

2mR?

hat 10 (je die tiefsten im Bild 1-4). 0-2+2-6 +

Losung H = 2mR2
hat 6 und Es = 65—

21‘%2

6-{n="7} 242 A n=5, ep= RQQ , und es sind 13 Teilchen.
Ubung  Zwei Niveau System. Der N-pZusammenhang :
4/13  werde nach p aufgelost. N gegeben (0 <N <2). € S
Wie verhalt sich u(T") bei ' — oo 7 Und wie bei 0
T — 07?7 Wenn aber genau N =1 ist, dann ... _EJ(
Losung N = 5.5 + oo ist (zu losende) quadratische Gleichung in z := e ##.
,u-—Tln( Nch(Be) + N\/l— sh256)+1>.T—>oo:,u—>ﬂ:oo,

T—0:pu—+e, jetzu N21. Aber N =1 gibt u(T) = 0 fiir alle T'!

Fiigt man in Gedanken weitere solche Strich-Paare hinzu, so wird klar, dafl
jedes um £ = 0 Teilchen—Loch—symmetrische, halb gefiillte Spektrum p =
0 hat fiir alle T'. So ist es bei einem reinen Teilchen—Loch—symmetrischen
Halbleiter und beim Dirac—Spektrum: ,, Welthalbleiter*, s.§7.4 und §7.5.
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Die (b'b) —Herleitung

Noch einmal und ganz von vorn. Statt nach der Wahrscheinlichkeit p, zu fragen,
kann wegen (4.41) auch die mittlere Anzahl von Kugeln auf Gedankenstrich A
untersucht werden. Die folgende kurze Betrachtung hat ihre eigene Eleganz und
steht dem , genialen“ Weg kaum nach.

Wir erinnern uns der Operatoren (4.35), N = > b;bA und Hy = > 5Ab;b,\.
In Besetzungszahl-Darstellung kann aber auch jedem einzelnen \—Zustand sein
Teilchenzahl-Operator zugeordnet werden, ndmlich bi\bA =:7n, . Der grofSkanoni-
sche Mittelwert ny = (7))g. wird gesucht:

1 ol 1 7N
ny, = 7 SPy. <e—6(Ho—uN) b;b,\) = Spy:. (e—ﬁ(ax—u) b:f\ o~ B (Ho—pN) b>\>
gr. gr.
1 N ~
— e sp, (e ), babl =1 b{ by
gr.
— G_B (ex—w) (1 -n ) ey ny = 71 (4 47)
A AT Bl 1 '

Fertig. In der zweiten Zeile fanden Sp(AB) = Sp(BA) und die Fermi-Algebra
(4.30) Verwendung. Die letzte Zeile diirfte dann klar sein. Aber was ist in der
ersten passiert 7 Wir haben lediglich méchtig nachgedacht. Die Spur besteht aus
Matrixelementen (K|...|K). In by|K) ist A leer, und in blby|K) ist A besetzt.
Wird nun der Operator e=BHo—1N) wischen bL und by gesetzt, dann liefert er
den Faktor e #(x=#) nicht. Also schreiben wir ihn explizit dazu. Schwer? Aber

gut gedacht! Wir notieren die Behauptung noch einmal als Operator—Identitit :

o~ B (Ho—pN) bi\ of (Ho—pN) _ (B (ex—p) b; ‘ (4.48)
In dieser Form kann sie mittels

1
eABe‘A:B+[A,B]+§[A,[A,B]]+...:e[A’ 'B (4.49)

nachgepriift werden. Der Herleitung von (4.49) widmet sich Ubung 13/5 (a).

Ubung  Vorgriff-Angebot. Ideale Bosonen diirfen ihre Strichlein mehrfach besetzen.

4/14  Die b, b' in (4.47) werden zu Bose Operatoren a, al mit [ay,al,] = oy

Welche mittlere Anzahl nf*°® von , Kugeln“ auf X ist die Folge?

Losung  Mit a statt b bleibt die erste Zeile von (4.47) richtig, ebenso die erste Hélfte

der zweiten. Aber nun folgt ny = e #Ex=1 (14n,) ~ nboe = m .
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Die kanonische Herleitung

Es ist nicht wahr, dal die Fermi—Verteilung etwa nur grofkanonisch zu erhalten
wére. Auch ganz im kanonischen Ensemble ist das moglich. Es entsteht iibrigens
weiter kein Schaden, wenn sich der Leser — dies noch vernommen habend —
hier schon aus Kapitel 4 verabschiedet. Die dritte Herleitung hier zu behandeln,
das hat etwas mit Herausforderung und mit Hartnéckigkeit zu tun, und auch ein
wenig damit, dafl sie sonst nirgends steht.

Fiir kleine Systeme geben die verschiedenen Ensembles verschiedene Antworten.
Die Fermi—Verteilung gilt groBkanonisch exakt. Wir erwarten also, dafl sie ka-
nonisch erst im Thermodynamischen Limes zum Vorschein kommt. Wir sind
neugierig darauf, wann und wie das geschieht.

Am Ofen (T') hangt das gesamte ideale Fermi-Gas im Kasten V' und mit Teilchen-
zahl N. Die Wahrscheinlichkeit gx, es im Zustand |KC) bei Energie Ex vorzufinden

— wir sparen den Index N an I ein, benétigen ihn aber an Z — ist
1 .
g = ——e P mit Zy =) e P =yt g el (4.50)
ZNn =

Rechts in (4.50) haben wir die Zustandssumme aufgespalten in Konfigurationen,
welche einen bestimmten Einteilchen—Zustand A enthalten und jene, die ihn leer
lassen. Gegeniiber der gesuchten Wahrscheinlichkeit p,, eine A-Besetzung anzu-
treffen, ist g winzig. Vielmehr miissen wir alle gx aufaddieren, in deren |K) der
Zustand A enthalten ist :

Z Zmit 1 (4 51)
bx = dk = mit ohne ohne : '
Icmit Z _'_ Z %T + ]'

Nicht wahr, es duftet bereits stark nach Fermi—Verteilung.

Da die Summe 3_°"™ alle e=##x’s mit K ohne X addiert, ist sie die Zustandssumme
eines anderen Systems, welches den Einteilchen—Zustand A gar nicht enthélt, aber
dennoch N Teilchen hat: Zy . In der Summe S_™" enthilt jeder Term den Faktor
e P21 Ziehen wir ihn nach vorn, dann ist der andere Faktor die Zustandssumme
des soeben genannten anderen Systems, aber mit einem Teilchen weniger: Zy_1 :

S =Zy , S =PIy o~ Iy=Iyte Iy . (452)

Mit den beiden Bezichungen links in (4.52) formen wir (4.51) um,

1 . Zy-1
= mit Uy i= —— (4.53)
efex ﬁ +1 In
und aus der Rekursionsformel rechts in (4.52) gewinnen wir
~ 7 Z _ A Bex
Zy N A uy=ZNL_dn & TuN (4.54)

T ltePuy Zn Zy ePan 4 un_g
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KAPITEL 4: (GROSSKANONISCHES ENSEMBLE

Bis hierher gilt alles auch fiir ein kleines System. Ach, wenn doch uy irgendwie
zu e’* werden konnte! Dann wiire (4.53) links die Fermi—Verteilung. Aber in der
Kanonik kleiner Systeme gibt es kein g .

Offenbar ist der Moment gekommen, an dem die Beschrinkung auf ein grofles
Fermi-System unumgénglich wird. Natiirlich schielen wir jetzt auf die uy—
Formel rechts in (4.54). Deren erster Faktor 148t sich durch die Freie Energie
F(T,V,N) = =T In(Zy) ausdriicken,

ZN-1 — B [F(T,V,N) - F(T,V,N—l)]

4.
5 , (4.55)

denn wenn F extensiv wird und somit kontinuierlich N-abhéngig, trifft (3.35) zu,
d.h. Oy F = p. Schon der erste Faktor in (4.54) rechts fiihrt also das Wunschre-
sultat herbei. Damit der zweite Faktor Eins wird, miiiten uy und uy_; gleich
werden. Gemif Definition (4.53) und mit (4.55)-analoger Uberlegung werden sie
zum e’ des Kunst-Systems ohne ) :

/Bﬁ(T7V7N)

Uy — € beziehungsweise

Un_y = PATV.N=D) _ BETVN)=NFTV.N -] g [1+0(1)] . (4.56)

weil Oy nur noch eine Juint-Bildung ist. Ubrigens durfte man bereits zu den
links in (4.56) erscheinenden beiden e-Funktionen argumentieren, dafl der fithren-
de Term der intensiven GréBe u nichts von einer intensiven Anderung (um —1)
der extensiven Variablen N bemerken konne. Riickblickend auf (4.54) wird ferner
klar, daf} kein Unterschied mehr zwischen urspriinglichem System und Kunst—
System besteht. Der Thermodynamische Limes macht unempfindlich gegen Her-
ausnahme eines Einteilchen—Zustandes. Herleitung gelungen.



