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Von Pauli—Villars bis Callan-Symanzik !

Renormieren lernen am konkreten Beispiel einer beobachtbaren Grofie,

dem Druck p des masselosen ¢*-Systems in 3-Loop-Ordnung

. Pauli—Villars

. Counterterms

. Der Druck p bis mit g*
. Basketball-Diagramm
. Unabhéngigkeit von M
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. Callan—Symanzik
Zum Gebrauch Anhang A bis G: Integrale
neben Lehrbiichern Anhang H: Zeta-Funktion

Vor langer Zeit, im Sommer 1997, war eine Vorlesung iiber ,, Quantenfelder am Wéarme-
bad“ in arge Schwierigkeiten geraten. Gegen Ende sollte noch der Druck p des masselosen
¢*-Systems bis Ordnung g* (3-loop) an die Tafel. Die Stimmigkeit der Renormierungs—
Prozedur sollte sich an diesem Beispiel erweisen. Die folgenden Notizen (samt Anhéngen,

nachtréglich entstanden) zeigen, wie utopisch dieses Ansinnen war.

Uber z.B. Lehrbiicher wie etwa [1, 2] sei der Leser einigermaBen mit Feldtheorie ver-
traut. Er weifl von Green’schen Funktionen (kurz: Greensfunktion), welche in Diagrammen
die Linien sind, und dal aus n—Punkt—Funktionen jegliche Physik folgt. Wenn ihn sodann
bei der Rezeptur, mit der aus der (divergenten) Theorie meBbare Groen destilliert wer-
den, ein gehoriges Unbehagen verblieben ist und ihm ein ,schade” auf den Lippen liegt,

dann ist er hier herzlich willkommen.

Die mefibare Grofle, an welcher das Rezept illustriert werden soll (wenigstens das),
ist eine thermodynamische: p = —0y F'. Das Spektrum des Systems beginne bei Ener-
gie Null, so dafl mit 7" — 0 (f — oo) die Freie Energie F' = —T'In(Z) verschwindet,
weil dann Z = Sp (e‘ﬁH ) — 1. Ohne Anregungen kein Druck. Der extensive Anteil F'*
von F' ist proportional zu V' [3]. Meist 1t man den Index ,ex* klammheimlich wieder
entschwinden. Lebend mit dieser Unsitte, schreiben wir p = —F/V nieder. Die Stérungs-
entwicklung von F' besteht aus beinlosen Diagrammen (F' ist die Null-Punkt—Funktion).
Alsbald wird der Druck p als asymptotische Entwicklung hinsichtlich kleiner g vorliegen

2

(einschlieBlich g*-Term)2. J e d e r Term der asymptotischen Entwicklung ist Mefgrofie.

Also bekommen wir sogar mehrere beobachtbare Grofien in die Hand.

! hschulz@itp.uni-hannover.de
2 Dieser scheinbar etwas exaltierten Sprechweise geben wir hier den Vorzug, weil es sich im allgemeinen

nicht um eine Potenzreihe zu handeln braucht. Bei QCD hat p unter anderem einen Term g* In(g) .
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Quantenfeldtheorie braucht zuallererst eine Einbettung, d.h. eine Abwandlung zur
physikalischen Seite hin mit Parametern, welche die spétere Riickkehr zur urspriinglichen
Theorie ermdéglichen. Kein Schritt weiter, bevor eine solche Regularisierung nicht bedacht
ist. Die Lagrange-Dichte der masselosen ¢*-Theorie

e

__1 2 _J 4
L=—5000— L0 (0.1)

ist zwar hiibsch kurz und zeigt Feld—Inhalt und Wechselwirkung an, aber ansonsten ist

(0.1) nur ein plakatives, undurchfithrbares Etwas.

Die eingebettete Theorie verordnet beobachtbaren Gréflen ein hartes Leben. Diesen
Groflen ist auferlegt, endlich zu sein und einen angebbaren Zahlenwert zu haben. Sie
diirfen folglich nic ht abhingen

e von der Art der Einbettung (Regularisierung), nach Renormierung in ihr und

sodann Riickgdngigmachen von ihr,
e von den cutoff’s der Regularisierung, und zwar weder von In(A) noch A? o. i.,
e von etwaigen endlichen Parametern einer Regularisierung (wie etwa Ay /Ay),
e von der Skala M (Renormierungspunkt), an welcher die Kopplung definiert wird ,
e von ggf. Eichfixierungsparametern ,

e von der Art der Resummation der Storungsreihe. Beispielsweise erfordert ein ,fal-
scher® = ungeschickter IR—Regulator lediglich, die Stérungsreihe so weit zu treiben
(0o weit 7), daf sich alle Beitriage zu einem gewiinschten Term der asymptotischen

Entwicklung aufsammeln lassen .

Im folgenden werden nur Resultate produziert, welche langst wohlbekannt sind, speziell
jene in [4]. Ein gewisser Wert liegt vielleicht darin, daff die Bekanntheiten auf ungewohnten
Wegen (insbesondere mittels Pauli-Villars—Regularisierung) erneut herauskommen. —

Es schafft allemal Vertrauen, wenn ein paar Zweifel zerstreut werden koénnen.



1 Pauli—Villars

Die auf Pauli und Villars [5] (kurz PV) zuriickgehende Regularisierung ist eine sehr anstén-
dige Einbettung. Demgegeniiber muf} sich die dimensionale Regularisierung (Dim.Reg.)

die folgenden Anwiirfe gefallen lassen:

(a) sie erfait nur die logarithmischen Singularititen und ordnet quadratischen (~ A2)
eine Null (!) zu. Mit anderen Worten, Dim.Reg. ist eine fragwiirdige Einbettung
weil mit Spriingen behaftet, unendlichen sogar. Nur jemand, der auf anderem Wege
bereits weif}, dafl die Spriinge an den physikalisch relevanten Stellen (geniigend rasch)
verschwindende Faktoren erhalten werden, darf Dim.Reg. benutzen. Furchtbar, nicht
wahr 7!

(b) sie ,verstiimmelt die Bose-Funktion* : (3 — 2¢)—dimensionale Integrale iiber n(p) ge-
ben O(e)-Zusétze (siche (c)) und auch Endliches. Demgegeniiber fiithren die Kor-
relatorterme bei PV nur zu vernachlédssigbaren n(SA)’s. Allerlei (aber nicht alle)

Eulerkonstanten, log’s und zeta’s werden sich als Dim.Reg. Kunstprodukte erweisen.

(c) sie verlangt grofie Sorgfalt bei Faktoren (1+O(¢)), deren O(e) via L - (1+O(e)) noch
zum Leben erweckt werden konnte (und kann). Bei momentum cutoff Regularisierung
kénnte das Analogon A? - (14 1/A?) lauten. Dies wird jedoch nicht eintreten — wir
achten darauf.

(d) sie erschwert (gegeniiber PV) die natiirliche cutoff-Anschauung zum Verhalten ein-
zelner Betrége zu p.

(e) sie verletzt (sagt Flurnachbar Prof. N. Dragon) die Lokalitét der Theorie (Lokalitéit ~
Mikrokausalitit). Man ahnt, wie das gemeint ist. Moglicherweise kann (b) als Beispiel

dienen.

Die etwaige Kritik an PV, sie verletze Eichsymmetrie und Ward-Identitéten trifft nicht :

Itzykson und Zuber [1] sind mal wieder besser als man glaubt, insbesondere in § 8-4-2.

Pauli-Villars—Regularisierung heifit zunéchst, zur Greensfunktion Propagatoren grofler
Masse(n) derart zu addieren, dafi das Resultat (=: Gg) bei P? > Masse(n) mit hinrei-
chend hoher Potenz von 1/P? abfillt. Um zur ¢*-Theorie den Terminus ,hinreichend*
zu ergriinden, blicke man auf Y Gy ~ PG, (power counting). Hierfiir (und auch im

folgenden) geniigt es offenbar, Gy — 1/P° bei P — oo zu fordern :

1 A B
= — — . 1.1
GO P2 P2 + A2 + P2 + I‘Z ( )

OBdA sei I' > A. Unverziiglich bringen wir (1.1) auf Hauptnenner und erkennen der

Forderung wegen den Zwang zu
A= —— |, B=—1— | (1.2)

woraufhin

Go = (1.3)



wird. A und B erfiillen die Relationen

A—B=1 , AAN*=BI? |, AI?—-BA?’=T?2+A% . (1.4)

(1.1) wurde mit Euklidischen Impulsen (P? = PZ + p?, alle reell) formuliert. Der
Zusammenhang mit Minkowski-Impulsen ist Pg;,, = (iw,)? — p? = —P?. Unter 9* wird

im folgenden —93 — A verstanden.

Obiges Festmachen einer Regularisierung am Propagator ist etwas arg technisch und
somlt cin wenig geféihrlich. Lagrange-Dichte bitte! Jene zu Propagator 1/P? ist $(9¢)? =
—100%¢. Und welches ist jene zu (1.1) ?? Es gibt zwei mogliche Antworten (zweite
Antwort am Ende des Abschnittes). Wir werden der folgenden ersten Moglichkeit den
Vorzug geben :

£ 2 50@r0 - 50" = 50 f G P (1 ) (1 1) 3P - Gy
_ __¢a2 (1+i2) (1+?—Z) ¢ — g—iqs‘* . (L.5)

Die runde Klammer nach erstem Gleichheitszeichen ist wie in [6] gemeint, Fourier—isch
nédmlich. Aber bei (1.5) kénnen wir nicht bleiben (darum das —) In der ,nackten* Theo-
rie mufl ein Massenterm angefiigt werden, damit am Ende zur tatsédchlich masselosen
¢*Theorie iibergegangen werden kann. Die urspriingliche (Index ,ur“, nackte, unrenor-
mierte) Lagrangian hat Masse®. Wir werden sehen. Also starten wir mit

N 2 2 2
c:——¢a2(1+i2)( 8)¢>—— ¢2—%¢4 o (1.6)

Die zu (1.6) gehorige nackte Greensfunktion verallgemeinert (1.3) und ist

B 1

Gm(P) ; 2
m2 + P2 (1+5) (1+%)

(1.7)

Die obigen Fragezeichen iiber Gleichheitszeichen sollen andeuten, daf selbst (1.6) und

(1.7) noch unzureichende Plagiate sind. Der Blick voraus auf (2.9) und (2.2) zeigt es.

Wie angekiindigt, sei auch noch kurz die zweite Moglichkeit (Index (b)) bedacht,
eine Lagrangian zu konstruieren. Sie besteht darin, separat jedem (1.1)-Term ein Feld

¢; (j=0,1,2) zuzuordnen:

L) = %(8%)2—% [(01)® — A*7 ] +% [(D¢2)? —T2¢2] — Z- (Z @) . (1.8)

3 Der bereits regularisierten Lagrangian einen Massenterm anzufiigen, ist ersichtlich nicht dasselbe
wie etwa in jedem der Nenner von (1.1) ein m2, zu addieren. Es diirfte eine Vielzahl von PV—Versionen
geben. Unsere wird sich jedenfalls als recht gescheit erweisen (man denke an Add— und Subtraktion eines
IR-Regulators).



Am Vertex verknoten sich vier Dreifach—Linien—Propagatoren. Wir fiigen einen Massen-
term hinzu, lassen aber den hierbei uninteressanten ¢*~Term weg (darum der Index Null
am L ). Das gibt:

) b0 1 0 0 0 0 0 111 bo
on ()03 ) (0 ) (] () o
o)) 0 0 + 0 0 =% 11 1 b2

Die zugehorige nackte Greensfunktion ist Matrix :

2 2 2 2
mur + P mur mur
-1 _ 2 2 A2 P? 2
Gy (P) = me, mg, — S me, . (1.10)
2 2 2 r24p2
mur mur mur + B

Ob sich (1.7) aus dieser Matrixversion erhalten 148t 7 Eine Dreifachlinie kommt stets

nur in der Kombination ), j (G(b))ij vor, weil sie am Linien-neutralem 4-Vertex enden

koénnen mufl : 1 1
Y (Gw),, = (1) Gy (P) (1) = ... = Gu(P) . (1.11)

1,5 1 1

Rechts steht bereits die Antwort. Um die Rechnung an der punktierten Stelle zu leis-
1

. - 1
ten, kann man sich den Vektor b := Gy, (1) aus dem Gleichungssystem G(_bl) b :<1>
1 1
bestimmen und sodann (1.11). bilden.

2 Counterterms

Wir sind bei T' = 0. Eine Lagrange-Dichte ,,weifl nichts von Temperatur®. Sie legt den
Theorie-Inhalt eines Volumens V' fest (vor oder auch nach dessen Ankopplung an Wérme-
bad). Theorie-Inhalt — Spektrum. Alles {iber Lagrangians (effektive ggf. ausgenommen)
ist 7' = 0-Physik. Aus einer e-mail (8. 9. 97):
As for the problems at finite temperature, I strongly encourage you to compute the counterterms
in the zero-temperature theory and to use the same counterterms at finite temperature.

The presence of a finite temperature will itself break scale invariance (except just at T.).

Good luck!
Michael Peskin

2.1 Reihenfolge. Wie Z’s ins Spiel kommen

e Regularisierung, L, = £, (1.6), oder = L) (je mit Masse my,),

e Divergieren-Wollendes® in Z-Faktoren (sowie dm?) verstecken,

4 es sind nie ,Divergenzen“! Die Theorie ist ja regularisiert. Vielmehr reden wir hier von Termen,

welche erst mit I', A — oo iiber alle Grenzen anwachsen. Ab und zu nennen wir solche Terme , riesig®.

Alles ist endlich, manches riesig, g? winzig. Auch 1/riesig ist winzig, aber ggf. > ¢2.



e die Relationen zwischen ur—Groflen mit renormierten in L, einsetzen. Es entsteht
Ly = L, + counterterms =: £ mit £, := 3(9¢)* — 3m*¢* — (¢*/24)¢* . Kein Index

heiBt renormierte (= meBbare, mit cutoff — oo endlich bleibende) Grofe.

e L[ per Storungsrechnung ~ Z’s, ém? an d any physics.

Tun! Regularisierung im vorigen Abschnitt erledigt. £,, — und schon wird ein
Versdumnis erkennbar. Ob da nicht, wenigstens nachtréaglich, einige ur-Indizes anzubrin-
gen sind ?! Ja. Die gescheit eingebettete (urige) Theorie hat Lagrangian (1.6). Ihr nackter,
uriger Propagator ist (1.7). IThren vollen Propagator nennen wir G, . Mit A, ' endlich,

und g2 geniigend winzig, hat die Lagrangian
1 2 0 0 L 5 9o 4
ur — — 5 Pur 1 ) 1 Ty ur T A — == s 2.1
eine Stérungsentwicklung und insbesondere eine Selbstenergie IT,.(P?; A,T). Via Dyson—
Gleichung G, = G, — G I1,,G,, entsteht

1 1
e g . 22
w2+ PR+ 2 (14 B+ T (PEAT) FP?) (2.2)

ur

Gefahr bemerkt ? Ublicherweise wird der Umstand, da8 eine Theorie regularisiert sei, so
ganz beildufig in Worten angefiigt. Grundsétzlich: wir m i s s e n bei Z-Produktion
von (2.2) ausgehen. Wie harmlos die Gefahrenstelle ist, zeigt sich, bittesehr, erst danach

(ndmlich in (2.6), (2.7)). Wir sehen sie uns am Beispiel dm? und Z, an.

Der iibliche Weg. Damit (2.2) nach analytischer Fortsetzung iw, — FE + ie, d.h. mit
P2=p2 . =P = —(iw,)?+p? — p?—E?, einen Pol bei £? = m?+ p? bekommt
Eukli Minko
(wobei m? die renormierte, mefibare, tatsichliche Masse ist), muf} in der Entwicklung von
F(P%* um P? = —m?,
F(P?*) = F(—m?*) + (P*+m?*)F'(-m?) + (P* + m*)*C(P?) (2.3)
1
mit C(P?) = 5F”(—m2) +O(P* +m?)

der erste Term verschwinden :
2 2
m (1 B %) (1 a %) = m121r + Hur(_m2§ AT (2.4)

Aaaha: mit oder ohne runde Klammern bleibt die linke Seite unter A, I' — oo endlich.
Bei der Kompensation von Riesigkeiten bleiben die beiden Terme der rechten Seite unter
sich. Beide runden Klammern kénnen entfallen. Damit geht (2.4) {iber in

m?, =m? — ém? mit om? = Iy (—m* A T) . (2.5)

ur

Allerlei Vorzeichenunterschiede im Vergleich mit Literatur beruhen nur auf unserer Eu-

klidischen Version und mogen die Aufmerksamkeit erhohen. Das Weglassen der runden



Klammern war ein partielles Ausfithren von A, I' — oo. Solcherlei kommt noch o6fter (z.B.

im néchsten Schritt).

Fiir den zweiten Term in (2.3) entnehmen wir aus (2.2), daf

2 m2 m4

m
F'(—m?) = II' (—m* A, T) + 1 — QF — 2ﬁ + 3F2A2 ,
ist. Die Vernachlassigbarkeit der letzten drei Terme ist offensichtlich. Aufregung umsonst
(die unter (2.2) notierte). Resultat :
Z¢ mit Z¢ = ! .
P+ m?) [1+ (P2 + m))Z,C(P)] T+ 1T, (—m% A,T)

(2.6)

GYur -

(2.7)

Bei diesem Einstieg erscheint es wie ein notwendiges Ubel, ein verindertes , Gewicht®
(Wellenfunktionsrenormierung) des Propagator—Pols in Kauf nehmen zu miissen. Es ist
darum sehr sehr beruhigend, wenn man vorher (oder nachher) einmal jene Betrachtung
(zum exakten Propagator mittels exakter Spektralfunktion) gesehen hat, bei welcher diese

Gewichtsabnahme in Strenge zum Vorschein kommt: § 7.1 in Peskin und Schoeder [2].

Wie man auch noch das Divergieren—Wollen vierbeiniger Greens (6-beinige sind super-
ficially endlich: D =4 — E) in ein Z, abdréngt, und daff man aus jeder Linie artig je ein
\/Z an g2, heranholt, das sei hier getrost den Lehrbiichern {iberlassen. Die unphysikali-
sche (wiewohl urige) Start—Theorie wollen wir baldigst verlassen. Einmal eingefiihrt, wer-
den die Objekte dm?, Z,, Z, (,es gibt sie” ist das Fazit der Urigkeiten) zu Bestandteil von
L (siehe Reihenfolge und (2.9)). Und mit £, der renormierten und counterterm—bestiickten
Lagrangian, werden tunlichst alle Rechnungen angestellt, einschliefllich der Bestimmung

von 0m?, Zy, Z,. Zu bewahren bleiben allein die folgenden drei Zusammenhénge :

A
¢ur =V qu ¢ s m121r = m2 — 5m2 , ggr = Z—g g2 . (28)
]

Die dritte Gleichung ist besonders wertvoll. g2 hiingt nicht von A, T ab (sie ,,weifl noch
nichts“ vom spéteren Menschenwerk der Einbettung). Also macht die dritte Gleichung
(2.8) eine Aussage iiber die A-I'-Abhéngigkeit renormierter Objekte.

Setzt man die Zusammenhénge (2.8) schlicht in (2.1) ein (£ ist Ly ), dann entsteht

E:—EZ b O 1_|_8_2 1_1_8—2 ¢—1(m2—5m2)Z ¢2—g—22¢4 (2.9)
9 “o A2 2 2 ¢ 24 7Y . '

Es ist Pauli und Villars hoch anzurechnen, dafl mit ihrer Regularisierung das Eingebet-

tetsein einer Lagrangian auch explizit sichtbar wird.

2.2 Masselose ¢*

Es ist anders als bei Eichbosonen mit ihren Ward-Identitdten. Wenn die Skalare der

¢t als Spielzeug fiir erstere herhalten sollen, dann miissen wir (kiinstlich sozusagen) fiir
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deren Masselosigkeit s or g e n . Das geschieht durch Nullsetzen von m? in (2.9).
Nur ein einziger Term entfillt dort. (2.5) reduziert sich auf m2 = —dm?. Alsbald wird
sich dm? als ,riesig” erweisen, also braucht die urige Kunst-Theorie ein minus-riesiges

Startmassenquadrat m?,.

Mit Blick auf Stérungsrechnung sollte £ (zu m? = 0) geeigneter aufgeschrieben werden.
Da aus Storungsentwicklung entstanden (egal ob nach g, oder g), reduzieren sich bei
Abschalten der Kopplung Z, und Z, auf Eins, und ém? auf Null:

L = Lo+ Ly
1, o2 o
b e (108) (142) 4

2
Ling = %gb [5m2z¢—(Z¢—1)a2(1+%§)(1+%§)] ¢ — %ZQ& . (2.10)

Dies ist noch immer £, — nur anders aufgeschrieben. Nichts dagegen, den zwei Wech-
selwirkungen nun je ein Diagramm—Symbol zu geben, etwa ein eingekreistes Kreuz X}
fiir die eckig—geklammerte Masseneinsetzung®, und einen Dick—Boller—Vertex » fiir den
Zgverzierten 4-Vertex, siehe z.B. Peskin+Schroeder [2], Figure 10.3.

2.3 Renormierungsbedingungen

Dies ist deshalb eine schwierige Materie, weil sich der Sinn der Einstiegs—Gleichungen
(2.11) bis (2.13) erst enthiillt, wenn man mit ihnen ein Stiick weit gerechnet hat. Die
(vorerst also nur verbal motivierbaren) Renormierungsbedingungen werden es erlauben,
die counterterms Z,, Z,, dm? eindeutig als Reihe in ¢g? Term fiir Term zu bestimmen.
Erst danach ist £ ausreichend , bestiickt“ und bereit fiir Herausmelken von physics aller

Art, einschliellich thermischer.

Counterterm—Bestimmung ist Stérungsrechnung an £ und Physik aus £ zu holen
ebenfalls. An den eigenen Haaren aus dem Sumpf? Langsam. Um des Himmels willen
wollen wir nicht mehr zur urigen Theorie zuriick. Die counters sind riesig werdende Zah-
len (besser : Funktionen von g und A, I'), und einige Integrale bei Diagramm—Auswertung
ebenfalls, und zwar zusétzlich. Die Riesigkeiten haben sich zu kompensieren, wobei es
ausreicht, nur die anwachsenden Terme der groB—A—Asymptotik sich wegfressen zu lassen.
Na also, wir wissen ja etwas. Um diese Philosophie ins Konkrete zu iibersetzen (und zwar
eindeutig), geniigen drei Forderungen. Die Theorie soll Ordnung fiir Ordnung masselos
bleiben (siehe (2.11)). Wir diirfen auch ruhig verlangen, daf§ der Propagator G Ordnung
fiir Ordnung Residuum 1 hat und behlt (sieche (2.12)). Wir bestimmen einfach die coun-

ters so, dafl dem so ist (man hat einige Freiheit in der tatsdchlichen Durchfiihrung, vgl.

® Diagrammatisch ersetzen sich in der eckigen Klammer die 9 durch Q2. Sie wird dann ein Y (Q) in
den Regeln bei Reinbach und Schulz [6].



Resummierung). Und dann ist da die Kopplung g?. Was soll das sein? Die mufi man

messen (siche (2.13)). Soso.

Aber nun wirds kriminell. Die Leute, welche mit bestimmten Ein— und Ausgangsim-
pulsen (etwa alle vier von GréSenordnung M?) einen Zweierstol verfolgen, die reden von
einer anderen Kopplung als jene, die das Experiment bei M’ % ausfithren. Die Zeiten der
absoluten , Elektronenladung® die sind vorbei, weil die Zeiten eines Lebens ohne Dirac—
See vorbei sind. Abschirmeffekte ([2], Figure 7.8) lassen sich aus einer solchen Welt nicht
wegschaffen (Elektronen nicht aus dem Welt—Halbleiter herausholen). Ist da Kopplung,
ist da auch See-Effekt. Gott wiirfelt nicht (QM), er bastelt nicht (STM), er wurzelt nicht
(Allg.Rel.), sehr erstaunlich, wenn er besondere Vorliebe fiir Hosen hitte (Strings), er
renormiert wohl auch nicht, aber er 148t uns armselige Menschlein héngen in einer ,ef-
fektiven Theorie“, in einer mittleren Skala, und baumelt mit der Planckschen in grofier
Ferne. Schiebt sie mal schén dort hin, eure cutoffs. Tschja, Demut, nicht wahr, wird uns

auferlegt, wohl weil wir gegen diese im téglichen Leben so sehr verstoflen.

Rein technisch gilt es vorauszuahnen, dafl es genau die Selbstenergie-Ableitung und
der amputierte 4-Vertex sein werden, welche einen In(Q?) enthalten. Und das kann nicht
sein : er braucht eine Skala, einen weiteren In . Zunéchst wird das ein In(A?) sein. Aber nach
Abdriingen solcher Riesigkeit in counters mufl etwas bleiben: In(M?). Ansonsten lassen

wir uns von Adam Riese beruhigen : drei unbekannte counters — drei Bedingungen.

Die drei Renormierungsbedingungen sind dem Buch von Zinn—Justin [7] entnommen :
GIn. (10.58-60) und (25.37). Das dortige I'® ist [T+ P? und IT natiirlich die Selbstenergie

(1PI), zu ermitteln per Stérungsrechnung an (2.10). Die drei Bedingungen lauten

H( Q2 — 0 ) — 0 (211)
H/( Q2 — M2 ) =0 (212)
F(4)(s:t:u:M2):—£ - (2.13)

Der Strich steht fiir Differentiation nach @? (Euklidisch). '™ ist die beinamputierte
4-Punkt-Funktion, und s = (Q;+Q2)% t = (Q1+Q3)% u = (Q,+Q4)?* sind die

—

Mandelstam—Variablen (alle @; einlaufend).

Zur Notation: wir schreiben Grofbuchstabe mit Pfeil (z.B. Cj ) fiir euklidische 4—Vek-
toren und meinen mit PQ nur das Produkt der beiden Betriige. Bei Q* = 62 Cj = Q3+ ¢*
macht dies noch keinen Unterschied zur herkémmlichen Bezeichnungsweise. Aber es ist
nun 13 Cj = PyQo+ pq nicht gleich dem Produkt PQ der beiden Betriige.



(2.13) ,,definiert” die Kopplung® bei Skala M . Die Kompensation riesiger Terme wird

durch (2.11) — (2.13) implizit erzwungen. Dies einzusehen, lernt man durch Spielen :

Beispiel 1 (billig) :  f(z,A) = g(z,A) — Z(A) . Die Bedingung f(M,A) = 0 liefert
Z(A) = g(M,A) und somit f(xz,A) = g(x,A) — g(M,A). Sind die riesigen Anteile in
g unabhéngig von x, so bleibt f endlich, wenn A — oo. Die Konstante Z scrollt den

Bildschirm bis der Funktionsverlauf zu sehen ist.

Beispiel 2 (bereits recht gute Simulation fiir den néchsten subsection, Z;=dm?) :
II(z*) =2 fOAdy—yzzfxz + 2272y — 7y = N2+ 22 In(2?/N?) + 222y — Zy — 22 In(1 + 22 /A?) |
und der letzte Term kann natiirlich im Vorwegausfithrungs—Sinne entfallen.

(211) : Z; = A* | (212): Zy = —1 —In(M?/A?) . Soweit conditions — nun
physics :  II(2?) = —2% + 2?In(2?/M?) = endlich (d.h. beschriinkt bei A — o00).

2.4 Counterterms als Reihen in ¢?

Der nackte Propagator Gy zu (2.10) ist (1.1). Die counters setzen wir als Potenzreihen
an: dm? = §; + &, (Index = g-Potenz). Im Sinne einer Annahme, deren Konsistenz sich
alsbald erweisen wird, gehen wir von Z, — 1 ~ ¢* und Z, — 1 ~ g* aus. Damit ist klar,

welche Diagramme (bei 7" = 0) zu studieren sind :
I = 2 -12@ -2 0 —144 8 -96 O +0(g% , (2.14)

' = w 41249 41230 +12 > + 0% . (2.15)

Die IR-Divergenzen (diesesmal echte) im dritten und vierten I7-Beitrag werden sich als-
bald kompensieren und somit keine IR-Regularisierung notwendig werden lassen. Von
den Beinen, wiewohl amputiert, muﬁ man noch wissen, daf} j jene an '™ einliefen und im
mathematisch positivem Sinne Ql bis Q4 trugen (links oben Ql) Die I1-Beine liefen

durch (links ein, rechts aus).

Kombinatorische Faktoren sind in (2.14), (2.15) so angegeben, daf der Rest den [6]-
Regeln folgt. Auf dafl man (zu I7) diese Regeln noch am Werke sehe :

24

) o)

Hierin ist
oz/PGO,/P::(2)/d4P (@) //GO Go(P —K) Go(K) . (2.17)

6 Speaking loosely, we say that we are ,,defining the theory at the scale M“, so Peskin und Schroeder,
[2], unter (12.30). Nebenbei: In der ersten der 3 Bedingungen (12.30) bei [2] sollte es ,,at p? = 0“ heifien.

Q) = —[azm—<Z¢—1>@2<1+§—§><1+?—§>}—12( QZ)bo
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Bei T — 0 geht die thermische Summe 3-p, := T3, o5 L [d3p direkt in / iiber (w, = P,

euklidisch). Also ist by der T'= 0—Anteil von b := )" GO DaB by ,,quadratisch divergent*
ist, zeigt der Blick voraus auf (2.22).

Die Bedingung (2.11) ist Ordnung fiir Ordnung zu erfiillen (hier in ¢ und ¢*). In
Ordnung ¢? hiingt IT gar nicht von Q? ab. Also ist (2.12) in dieser Ordnung trivial erfiillt.

(2.11) besagt

| 1
e = 0 ~ o B=g0h (2.18)

Und das ist fein, denn mit diesem do,—Wert werden die beiden IR—Teufel, 24—er und 144—er
Term, entgegengesetzt gleich (Vorhersage eingetroffen). Es bleibt

e :—64+;g< — 1bo + Q*( ¢—1)(1+‘Xz)(1+%>—%94X<Q2> (2.19)

und ist diesesmal beiden I7-Bedingungen zu unterwefen: 2 Gleichungen fiir die 2 Unbe-
kannten 84 und Z,, denn Z, wird sich aus der dritten Bedingung (2.13) ergeben. Man
ahnt, dafl die drei Bedingungen in héheren Ordnungen wild verkoppelt und nichtline-
ar werden konnen. Hier bleibt die Sache jedoch einfach. Wir werfen zuerst (2.19) in die
Ableitungs—Bedingung (2.12) ,

M? M? M* )

(Zy—1) (HQFH_HAW

1 !
_6g4X/(M2) = 0 ’

vernachléssigen Winzigkeiten und erhalten

1
Zy =1+ 2g' (M) (2.20)

(Start-Annahme zu Zj erfiillt). SchlieBlich fithrt (2.11) in Ordnung g* auf

1 1
0y = 592 (Zg_l) bo — 6949((0) . (2-21)

Die Dinge warten nun ersichtlich auf Z, und auf Auswertung von by und x(Q?).

Wir beginnen mit by, weil es nur einen Zweizeiler braucht und die PV-Einbettung

illustriert :
1 >0 1 A B
= —Q PP = —
bo /PGO 16 4/0 d (P2 P2+A2+P2+F2)
1 [ AAN* BI? 1 T2A2 I
= d - = In(—] . (222
167r2/0 g (r TA T r +F2) 167212 — A2 <A2) (2:22)

Um die zweite Zeile zu erhalten, wurde aus (A .5) die 4D Kugeloberfliche €y = 272 ein-

gesetzt (allgemein: Q,, = 272 /T'(n/2) ), P? = r substituiert, ein r in die runde Klammer
geholt und diese mittels A— B = 1 vereinfacht. Die Gleichheit von AA% mit BI'? | s. (1.4),
enthiillt sodann die UV-Konvergenz des Integrals. Mit I' ~ A — oo wiéchst by quadratisch

all.
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Um zu Z, kliiger zu werden, ist '@ auszuwerten, d.h. die loop-Integrale von (2.15).
Moge die untere runde Linie im Loop & nach rechts laufen und Impuls 13 tragen, dann
ist an der hnkslaufenden oberen P — (Q1 —i—@ ») anzubringen. Die P-Integration wird eine
Funktion von (Ql —I—Q2) : Q? liefern

wO(Q2):/PGO(P)GO(§—@) =:  Perle* . (2.23)

Solche Perlen mit ihren paarigen Enden kann man zu einer Kette aufreihen — Perlen-
ketten, Wiirstchenringe, der Appetit auf letztere hat einmal zum Buchstaben w gefiihrt.

I'® hingt offenbar tatséchlich nur von den Mandelstam—Variablen ab :

s s 2\ 2
F(4)(Q1,Q2,Q3,Q4):—g—42 +12(§’4) (wols) +wo(t) +wo(w)) . (2:24)

Bitte jetzt keine Unterbrechung durch ldngliches Integrieren. Also entwenden wir kurzer-

hand wy (in der relevanten Version) aus dem néchsten Abschnitt :

1

w(@) = 152

(LN-In(Q*)) + O <f\22) = (2.44) siehe unten

(wobei LN eine Bildung aus A, I' ist, welche bei I' ~ A — oo logarithmisch anwéchst, s.
(2.46)), setzen wy in obiges I'™ ein und sodann dieses in die dritte Bedingung (2.13) ,

2 4 3 2

g g 2 ! g
Iz LN — In(M = L
21 %t 51 355 ( n(M*) o4
und erhalten Z; zu
- 3g° 2 4
Z, = 1+ (LN —In(M?)) + O(g") . (2.25)

3272

Die drei Renormierungsbedingungen sind abgearbeitet. Nur noch Auswertung der
Funktion x(Q?) aus (2.17) steht aus. Ist nicht das zugehorige setting sun Diagramm
eine Perle, von deren 4 Beinen zwei entfernte miteinander verbunden wurden ?! Gewif3,
(2.17) zeigt es:

V(@) = /P Go(@ —P) wn(P?) . (2.26)

Einmal mehr wollen wir jetzt nicht in Integrationsdetails ertrinken. Sie seien im Anhang

B abgelagert. Von dort stammen also die folgenden Resultate :

X(@) = x(0) + x1(@) + x2(Q°) mit (2.27)
1 1
1(@2) = wo(P2) (ﬁ - —2) (2.28)
! /P (P-Qp P
= (3;2)2 (Qzln (@) - & {LN%D , (2:29)
2 2 A B :
x2(Q°) = PwO(P ) <P2+A2 P dltOP_> ﬁ—@) (2.30)
— (3;) cQ* + O (Q ) , = 0() . (2.31)
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Die drei Anteile in (2.27) sind nach abnehmender Groe geordnet. x(0) divergiert qua-
dratisch, x; logarithmisch und x gar nicht. Mit der Auswertung von x(0) lassen wir uns
Zeit, bis dieser nur in ém? vorkommende Term von selber stirbt (an cancellation: siehe
(4.22) bis (4.24)). Auch x2(Q?) macht Schwierigkeiten (im Anhang B). Aber es geniigt
die Struktur (2.31). Weshalb wir den Koeffizienten ¢, fiir den Druck p bis mit g* gar nicht
auszuwerten brauchen, steht im Text zwischen (3.8) und (3.9). In x(0) sowie in y. ist die
klein—Q?~Version von (2.44) unzureichend, weil Beitriige von P? ~ A? wesentlich werden.
Ganz anders steht es um x;(Q?): es ist mit (2.44) zufrieden und iiberhaupt ein liebes
Méuschen. Mit (2.27) bis (2.31), d.h. mit x/(Q?) = dg2 [x1(Q?) + x2(Q?)] ergibt sich

X (M?) =

< In(M?) — LN — E + ¢o ) : (2.32)

(3212)2 2

Die Resultate dieses langlichen Abschnitts verdienen eine kurze Zusammenfassung :

1 1
om?* = 2g* Zyby — 694X(0) + O(¢°)
3 2
Z, = 1+ 32i2 (LN—ln(M2)> + O(gY)
_ 1 9’ ’ 2 1 6

Die Riesigkeit aller drei Counterterme versteckt sich in LN (logarithmisch) und by (qua-
dratisch). Spéter werden wir von Z; nur die 1 bendtigen — aber hier wollten wir
unbedingt wissen, wie die erste Korrektur aussieht und wie sie ,divergiert®. Es ist der
Wechselwirkungsterm L;,, in der Lagrangian (2.10), welcher auf die eingerahmten Be-

stimmungsstiicke gewartet hatte.

2.5 Eine Perle bei T'=0

Die Uberschrift verweist schlicht auf w(Q?). Wir haben das Integral (2.23) auszuwerten
und mindestens die Klein-@Q*-Asymptotik (2.44) herzuleiten (um das geheimnisvolle LN
endlich kennenzulernen). (2.44) wird sogar ausreichen, wenn spéater das Basketballdia-

gramm (()) zu schlachten sein wird.

Gy enthélt 3 Terme, wy also 9. Um rentabel mit diesen umzugehen, definieren wir
einen Operator U, (den ,,Villars-Einbetter®) :

U, f(t) == f(0)— A f(A*)+ B f(I?) | (2.34)
so daf
1 1 1
Gy =71, TP und  wy(Q?) = /P’Ut V. o . (]3 _@)2 ) (2.35)
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Esist Uy 1=1— A+ B=0.Und falls f(¢,7) = f(7,t), dann

V.U, ft,7) = £(0,0) =24 f(A*,0) + 2B f(I'*,0)
+ A®f(A* A+ B* f(T? T?) —2AB f(A*T?) . (2.36)

Zu (2.35) ist Winkelmittelung keine schlechte Idee. Hier aber empfiehlt sich die Feynman—

Parametrisierung

Wenn ab positiv 1 / ! 1 / > 1
’ — = dz = dv ——— ,  (2.37
nur dann ab 0 [az +b(1 — ) ]2 o [a—l—bv]2 ( )

und zwar ausnahmsweise die iibliche mittlere Version von (2.37):

2y — lx t Ur 1
wo(Q7) /od /PUU [(t+p2)x_|_(7-—|—(13—§)2(1—$)r

(2.38)

Verschiebung ]3 — 13 +(1 - ZL’)@ unter dem P-Integral tilgt aus der eckigen Klammer
die Skalarprodukte. Sie wird zu [ P? 4tz + 7(1 — z) + Q*x(1 — x)] , und wir erhalten

1 N .
2y _
wol@) = 1672/0 dr U UT/O o [r+te+7(1 —2) +Q%(l —2)]* (2.39)

wobei N — oo auf U-Anwendungen warten mufl.

wo(Q) = 1617r2 U U /Oldx {m (tx+7(1 —a:)N+ Q22(1 —g;)> N 1} - (240)

Hieran sieht man schén, wie die Regularisierung greift. Wegen U, 1 = 0 kénnen wir in der

eckigen Klammer In(/N) weglassen, ebenso die —1 , und schliellich auch noch In(z(1—x))

addieren. Es ensteht

1 , !
62 UV, V. f(t,7) mit f(t,T)—/Odzln(l

t
-

wo(Q?) = — + g + Q2) . (2.41)

Substitution x — 1 — x zeigt, dal obige Funktion f unter ¢+ 7 symmetrisch ist, so dafl

wir wg mittels (2.36) auswerten diirfen.

Erstaunlicherweise werden wir wq(Q?) nur bei kleinem Argument Q? (klein gegen A?,
['?) explizit bendtigen. Im Anhang E und F zeigt sich dies. Die in (2.36) vorkommenden
Argumente ¢t und 7 sind entweder beide Null oder wenigstens eines hat Ordnung O(A?).

Im letzteren Falle kénnen wir rechts in (2.41) jenes + Q? streichen. Fazit :

2
f(0,0) = In(Q% und ansonsten  f(t,7) = g(t,7)+ O (%)
! t tIn(t) — 71
wie o) = | d:cln( +1) _ th@ i) (2.42)
0 l—2 = t—1
Hieraus ergeben sich die fiir (2.36) bendtigten speziellen g—Werte
g(A%0) = In(A*)+1 , g(A*A*) = In(A*)+2 |
g(A%2T?) = Aln(T?) — Bln(A%)+1 . (2.43)
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Die linke Gleichung (2.41) wird mit (2.36), (2.42) und (2.43), mit etwas Rechnung und
Ausnutzen von A — B = 1 schlief8lich zu

1

wO(Q2):167r2 (LN-In(Q%)) + O(F) . (2.44)

Dabei kommt natiirlich auch die Konstante LN explizit heraus. Wir geben ihr drei ver-

schiedene Gewéander :

LN = In(A*) [24—A*-2AB*] — In(I'*) [2B+ B*>—24’B| —24B , (2.45)

= In(T'A) —2AB+ (A+ B)(2AB —1)In (%) ,
— w n (A2 w L (r2) ﬂ
G SE In (A%) + (A2 T2 In (I'?) 2(p2 myerl (2.46)

Wie erwartet, ist LN unter A-I'-Vertauschung invariant. LN enthélt sowohl logarithmisch
,divergente“ als auch beschriankt bleibende Terme (letztere zeigt die mittlere Zeile beson-

ders deutlich). Seine Grenzfélle sind

LN —In(A%) (I"—>o00) und LN—>1n(A2)—% (T2 =A%) . (247)

Die beiden cutoff’s A und I' aber lieber allgemein zu halten, das finden wir besonders

sinnig : soo viel redundante ,, Information“ hat sich aus Physik fernzuhalten !

Ganz nebenbei sei angemerkt, daf wy(Q?) in Strenge explizit ausintegriert werden
kann. Hier sei nur das Detail
2 — A2 r W Q* +T?2+ A2+ W
In + 1

f(A27F2> = ll’l(FA) - QQ N 2@2 n Q2 + 12 + A2 W

X (2.48)

notiert, wobei W := \/(Q2 + 12+ A2)2 — 4I2A? ist. f(A%0) = ln(A2+Q2)+g—z ln(l—l—%)
folgt aus (2.48) per I' — 0, und natiirlich ist f(0,0) = In(Q?).

Fiir den Fall, da8 das Argument Q? in der Nihe von A%, I'? liegt, werden wir an zwei
spateren Stellen nur noch die Gréflenordnung von wy (némlich 1) bendtigen. Dies kann
man aus (2.48) ergriinden. Aber wir gehen besser von (2.41) aus, ziehen die U-Operatoren

unter das Integral, benutzen dort (2.36) und schreiben

1 [t 1 [l
’UJ(](Q2> = A dx Integrand (LU) —/0 dx [Integrand (SL’) -+ Integrand (1 — .CL’)] . (249)

Y ) :87T2

Die eckige Klammer ist eine Linearkombination von Logarithmen. Weil 1 —2A+2B+ (A —
B)? = 0 ist, diirfen wir von jedem dieser Logarithmen ein In(Q?) subtrahieren. Addieren

wir auch noch je ein In(z) so bleibt
L
wy(Q?) = —/ dr n(z) {-A+ B+ (A-B)’}+0(1) = 0(1) , (2.50)
0

872

Es spielt schon keine Rolle mehr, dafl die geschwungene Klammer Null ist.
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Abschlieflend interessiert uns noch, wie wohl wy(Q?) bei grofen Q? abfillt: Q? >
A? | T2, Statt sich hierzu an (2.48) zu quiilen, blicken wir besser auf (2.35) zuriick. Im
euklidischen 13 ~Raum sind zwei Bereiche relevant. Solange P? < ? ist, kann der zweite
Nenner zu 7 + Q? vereinfacht werden. Aber es kann auch P nahe Cj liegen. Per P -
13 +C§ wird klar, da sich dann der erste Nenner zu t + Q? vereinfacht. Dies erkléirt den
Faktor 2 in

1 1
(@) =2 [ Uit Ul = 26u@) [GoP) . (251

Das P-Integral ist by, siehe (2.22). Und wie sich Gp(Q?) bei Q* — oo vereinfacht, ist

(1.3) direkt anzusehen. Der asymptotisch fithrende Term ist also

1
wo(Q?) — 2by I2A? 05 (@ — ) . (2.52)
Soweit waren die Bemiithungen auf Temperatur Null beschrankt und insofern etwas
langweilig (?7!). Falls hier jemand ,,die Kunst des Integrierens“ anklingen horte: das war

noch gar nichts.

3 Der Druck p bis mit g¢*

Die Thermodynamik des masselosen ¢*-Systems wurde bisher, soweit bekannt, nur in di-
mensionaler Regularisierung behandelt, in 1994 von Arnold und Zhai [4] bis ¢*, spéter bis
g° und ¢%In(g) und schlieBlich neuerlich von Gynther et. al. bis ¢° in [8]. Das Resultat in
[4] enthélt Ableitungen der Zetafunktion sowie die Euler—Konstante. Das macht ein we-
nig mifftrauisch (es wird sich doch nicht etwa um Kunstprodukte der Methode handeln).
Noch mehr irritiert der Umstand, dafl in diesen Rechnungen die quadratisch divergente
Startmasse —dm? gar nicht erst in Erscheinung tritt. Wer da aber noch lernt, der sucht
Vertrauen und will sehen , wiees wirklich zugeht, wenn die Renormierungs-

prozedur vonstatten geht.

Eine Einfithrung in Feldtheorie bei Temperatur (Matsubara—Kontur) ist nicht Gegen-
stand dieser Notizen. Kapitel 16 in [3] kann als solche dienen. Einschldgige ,,Sonderblatter®

finden sich auf der home page www.itp.uni-hannover.de/~hschulz .

Hier bringen wir unverziiglich die bis mit ¢* relevanten Null-Beiner zu Papier und
ibersetzen sie mit Diagramm-Regeln in Beitrdge zum Druck p = —F/V = 1n(Z2)/(BV).
Aber es ist die Grofle In(Z) = —fF =: f, zu welcher die Diagrammregeln [6] Beitrége
liefern. F ist die Freie Energie und T' = 1/3 die Temperatur. So wie die ¢*~Theorie ihre
Lagrangian hat (noch bevor sie an den Ofen gehalten wird), so hat das Warmebad seine
Temperatur (noch bevor es mit irgendeinem bekannten Spektrum Entartungsgrade aus-
tauscht). Temperatur ist der mikrokanonisch per 1/0gS(E, V, N) berechenbare Parameter
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des (eines) oo grofen Reservoir-Systems (aber ,,Ofen® war auch nicht tibel. Bald kommt
der Winter, 22. 9. 97).

Um IR-Singularitdten zu kontrollieren, braucht die Lagrangian (2.10) der masselosen
¢* einen Regulator, welcher zu £, addiert und von L;,; wieder subtrahiert wird : Resum-
mation der Stérungsreihe. Der Regulator ist ein Massenterm. Bis mit ¢g* wird sich eine
konstante ,thermische Masse*“ m? als ausreichend erweisen (zum allgemeinen Fall eines
Impuls-abhéngigen Regulators siehe [6]). m? wird in (3.7) festgelegt werden. Die regulierte
Lagrange—Dichte ist

0? 0?

1 1
;C == 'CO_I_'Cint 5 £0 - —§¢82 <1+F) (1—‘—?) ¢ - §m2¢2 y (31)

1 2
Lo = 50 |02, = (2, 0P 1+ %) 1+ &) +m? | o — 226" . (32)
Vergleich von (3.1) mit (1.6), (1.7) zeigt, wie die nackte Greensfunktion aussieht, d.h. jene
zu Loy . In (1.7) ist lediglich der Index ,jur“ zu streichen :
1

(%w>:7ﬁ+PHH§QO+%)' 33)

3.1 Diagramme der Thermodynamik

Diagramme bestehen aus Linien und Vertizes. Natiirlich stehen Linien im folgenden fiir
den massiven Propagator (3.3). Wir bleiben auch bei einem Kreuzchen ) fiir die nun um
+m? erweiterte eckige Klammer in L;y , (3.2) (siehe auch (2.14) und Text unter (2.10)). In
dieser Notation und mit der Konsistenz-Annahme m? ~ ¢? (sowie Z,—1 ~ ¢*, Zs—1 ~ ¢*

im Hinterkopf) wird klar, daf§ bis mit g* die folgenden Diagramme zum Druck beitragen :

(® (%)
1

N©

Verdient das Basketballdiagramm eine Zeile fiir sich 7 Nein, aber es wird ohnehin noch

Seiten einnehmen (und es hat auf der Zeitachse schon Wochen verschlungen).

Die drei Diagramme der mittleren Zeile sind besonders angenehm. Weil jeweils auch
ein anderer g?-Vertex vorhanden ist, diirfen ihre Kreuzchen auf ihren g?-Anteil reduziert
werden, d.h. auf d + m? = g?by/2 + m?, siehe (2.18). Die Regeln verlangen einen Faktor

1/2 pro Kreuzchen, einen overall factor 3V und thermische ,Summation® iiber innere
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Impulse. Der am gleichen Vertex endende loop (der ,einfache Loop*) ist also
d3p 1
b:= m(P it = — , .
> Gn(P) i B = Tl (35)
)
und die Diagramme (3.4) der mittleren Zeile geben
2
_ 2 2 2
P mittlere Zeile — 36 (_ﬂ) b Z G + 12 ( ) b— 52 + m Z G
1 2
+ 7 [82+m’] }:G
= 17ﬁ—lgb—b }:@ (3.6)
4 2 0 . .

Die Bildung Y~ G?, wiirde nach Auswertung die stérungstheoretische Ordnung (g* in (3.6))

erniedrigen (und g3 geben). Genau dies ist aber verboten, sofern die Stérungsreihe unter
Auswertung direkt in die klein—g asymptotische Entwicklung von p iibergehen soll (mehr
hierzu in [6]). Also treffen wir nun die gescheite Wahl fiir den bislang nicht festgelegten
Spielzeugparameter m :

1
m2 = 5 92 [ b — b(] ] = = g2 bT . (37)

by ist der T'— 0-Limes von b. Also ist m? in der Tat eine rein thermische Masse. Dafl
sich in der eckigen Klammer auch gleich noch quadratische Riesigkeiten (von denen in
Dim.Reg. nichts zu sehen ist) wegheben, das gefallt. Mit der Wahl (3.7) entschwindet die
mittlere Zeile aus (3.4). Und das gefillt ebenfalls.

Der erste Term in (3.4) ist der Druck py des Lo—Systems, also der Druck von freien
Skalaren mit Masse m. Man erhélt ihn durch Ausintegration des Funktionalintegrals fiir
die Zustandssumme (s. Anhang A von [9]) als py = § > In(G,,)+const . Dies geniigt bereits,
um 0,,po = —m b einzusehen. Andererseits mufl py bei m — 0 in den Druck einer halben
Hohlraumstrahlung ppen = 7274/90 iibergehen. Sofern wir also b als Funkton von m in
den Griff bekommen, ist nur noch Aufleiten angezeigt :
2T

90

Po = +(=mb)™ (3.8)

wobei mit (—mb)*®! die Stammfunktion von —mb gemeint ist, welche mit m — 0 ver-
schwindet.

Wie jetzt die verbliebenen Druck—Beitrédge zu Papier kommen, kann als ,,gebremstes
Verfahren“ bezeichnet werden : langsam und schrittweise. Wie sich ndmlich die counter-
term—Riesigkeiten mopsig machen und Term fiir Term die per Diagramm-Auswertung
entstehenden , Divergenzen“ vertilgen — nun, das gilt es zu genieflen. Die folgen-
den Formelzeilen mogen ohne Worte versténdlich sein, ausgenommen der Schritt vom
zweiten zum dritten Gleichheitszeichen in (3.9). Dort wird erstens dm?Z, auf dm? re-
duziert (weil Unterschied~ ¢°) und zweitens der Term —3(Z, — 1) > G,, [P*( )( )] =
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—2(Zy—1) (—m*b+ > 1) einfach weggelassen. Oh. m?(Zs — 1) ist ~ g% und der andere
Anteil enthélt keine Temperatur. Tatsichlich war unsere PV-Regularisierung (1.1) un-
zureichend. Weitere ,, Geist“-Propagatoren waren erforderlich, um auch > 1 einzubetten.
Hier sei jedoch darauf verzichtet, reine T'= 0—Anteile in der Freien Energie zu studieren
(Energieskala—Verschiebungen, Renormierung der kosmologischen Konstanten). Wir las-

sen sie einfach weg. Auf diese unhéfliche Weise hat sich nun Z aus unseren Betrachtungen

verabschiedet :
i (B 200 «n (@)
— ”;? + (—mb)™ + ZG [5m2Z¢ +m? —(Z, -~ )P+ )1+ £) ]
+3< 2;)2 b%é—é@
_ ”;34 — (mb)™ + 2m2b + 5 %p — %gngbZ 126%/@
= W;Zf — %m2bo — (mbT)auf + %meo + %meT + §6m260
+ % Bgngbo— ég‘lx(o)} br — %QZZg (65 + 2bobr + b7) + 125%/@ (3.9)

Ersichtlich wurde die erste Zeile von (2.33) benutzt. Im néchsten Schritt werden nun alle
restlichen 7'=0-Terme weggelassen. Die zwei Terme ~ Z;bybr in (3.9) kompensieren sich,
und zwar samt der in ihnen enthaltenen A? (1 + O(A~2))-Gefahr!

2T
90

o 1 1 1
— (mby)™" + 2m2bT — 159 4x(0) by ggngb?p 125—‘/@ (3.10)

p:

Die thermische Grofle by, auf welche nun alles wartet, wird einen g% Beitrag haben. Qua-
dratische Riesigkeiten verbergen sich in x(0) und im Basketball, logarithmische in allen

Termen (aufler natiirlich dem ersten).

3.2 Der einfache Loop : by = b— b

Der folgende Unterabschnitt handelt von Frequenzsummen, asymptotischer Entwicklung
und Integrierkunst. Die Spezialitdten, welche der PV-Regularisierung eigen sind, halten
wir fiir wichtig. Sie sind moglicherweise neu und gehéren somit (mainly) in den main
text. Der letzte Integral-Klumpen (er heifit c¢y) wird aber regularisierungs—unabhéngig
sein und in den Anhang B verfrachtet werden. Das Resultat dieses Unterabschnitts findet

sich eingerahmt an dessen Ende.

Ein paar Terme der asymptotischen Entwicklung zu produzieren, eines gegebenen Aus-

drucks und hinsichtlich eines kleinen Parameters, das ist das, was die Leute immer nicht
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konnen. Der interessierende Ausdruck ist by. Der kleine Parameter ist m?. b, stand in
(2.22).

bT:ZG /GO_ZGO—/GO+Z m — Go]
ohne ohne

e Sl e[ o

Mit m — 0 verschwindet der zweite Term. Falls es einen m®-Term gibt, ist es also der
erste. Generell sei eine Summe mit Index ,,ohne“ als die Differenz rechts in (3.11) definiert.
Enthélt aber der Summand (hier Gy) neben w,, = 27nT" keine weitere Temperatur 7', so

darf der Index auch als ,,ohne T"= 0—Term“ gelesen werden.

Zu Frequenzsummen gibt es ein ,Sonderblatt® (ungekiirzt im Anhang G wiedergege-

ben), aus welchem wir

TZ 1 _ i dZ n(z)ignorepoles _ () . (312)

— 2%+ w;, 2mi 2% — a2 2z x

iibernehmen. n(z) = 1/(e’* — 1) ist die Bose-Funktion. Der wegzulassende T = 0-Term
ist 1/(2z) im dritten Ausdruck. Jenes Euklidische P? in Gy ist per P? = p? 4+ w? mit
Matsubara—Frequenzen w, = 27nT zu bestiicken. Also nimmt = der Reihe nach die

Werte p = |p|, \/p? + A2 und /p? + T2 an:
ohne / d3p n(p) n( /p2_|_A2) n( /p2+1"2>

G B a + B
2.6 @m? | » NI NS
1 o _ T? _
= 92 dppn(p) + O (™) = =+ O (e ™) . (3.13)

Da ist er, der vorhergeahnte m"-Term. Bose-Funktionen von Riesenargument kénnen
natiirlich im Vorwegausfiithrungs—Sinne wegfallen. Dies ist (wie schon irgendwo in der
Einleitung bemerkt) eine sehr gesunde Eigenschaft der PV-Einbettung. Uninteressante
Vorfaktoren wie ~ v/A" etc. sind iibrigens im Argument der obigen zwei O( ) unterschla-

gen.

Nach dem asymptotisch fithrenden Term kommt ein néchster. Thn préaparieren zu wol-
len, heifit einfach, nach der Asymptotik der Differenz by — T?/12 zu fragen:

T2 1 1
by — — = — . (3.14)
12 ; m2+ P21+ )1+ 8y P14+ 2y (1+ 1)
Fiir die thermische Summe wiirden wir gern erneut (3.12) benutzen und sind darum an
Partialbruchzerlegung interessiert. Jene fiir den rechten Bruch ist (1.1). Auch fir den
linken Bruch gibt es eine,
2 A2 I A B’

— - 1
WP L P+ ) P arep e 0 G19)
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wobei die gestrichenen Massenquadrate im Nenner die Losungen der kubischen Gleichung
m2A?T? — (A% —z)(I'? —z) = 0 sind. Da8B es drei reelle solche Lésungen gibt, wird anhand
einer Verlaufsskizze klar. Bringt man die rechte Seite von (3.15) auf Hauptnenner, so muf

der Zahler dem der linken Seite identisch gleich sein, = I'?A? also. Hieraus erhiilt man die

Koeffizienten
, ['2A2 , ['2A2
1 - (A/2 _ m/2) (F/2 _ m/z) ) A = (A/z _ m/2) (F/2 _ A’2) )
F2A2 A B =1
o — B = und
B N (F/2—A/2) (T’Z—m’Q) = A/2A1_F/2B/ :m/21/ ' (316)

Man mache sich irgendwie klar, daf§ die gestrichenen Massen gréflenordungsméflig in der
Néhe der ungestrichenen liegen. Ehe wer 12 Stunden am Lésen einer kubischen Gleichung
absitzt, rechne er besser erst einmal weiter. Vielleicht (Prinzip Hoffnung) werden die

Details gar nicht benotigt.

Die thermische Summation ), in (3.14) zerféllt wieder in ihren 7"= 0-Teil [, und
den Rest:

T2 ' ohne
br — 7 = co + or mit ¢ = ;[ Klammer wie in (3.18) } und (3.17)
c —/ LA 5 1, 4 B (3.18)
0 — P m'2 + P? A2 4 p2? 2 + p2? P2 A2 + P2 2 + p2 : )

Der Blick auf diese Partialbuch—Version macht nun klar, daf3 der thermische Teil ¢ keine
Regulatorterme braucht. Er wiirde sie nur ins e=#*~Jenseits verbannen. Kurz, der Sum-
mand von c¢r ist jener von (3.14) zu I'; A — oo. Kubischer Beigeschmack bleibt also nur

an (3.18) hdngen. Und dies integrieren wir erst einmal aus, ndmlich mittels:

1 1 N r 1 N
- d = N —d%ln | — ) 1
/Pa2+P2 167r2/0 "2t T Tem [ ¢ n<a2)} (3:19)

Dank der Relationen (3.16) entfallen in (3.18) sowohl die N— als auch die a?In(N)-Terme,
und wir kommen an bei

o = L [ 'm?In (m'?) — A’A”?In(A"?) + B'I"?In(I'"?)

1672
+ AN In(A*) - BI*In(I?) | . (3.20)

Falls nun (gleich zeigt es sich) der relative Unterschied zwischen gestrichenen und ungestri-
chenen Massen nur ~ O(m?/A?) ist, dann kénnen im ersten Term von (3.20) die Striche
entfallen. Und im zweiten sowie dritten Term braucht jedes Strichménnchen nur seine
erste Korrektur.

An der kubischen Gleichung m?A%l'? — z(A% — 2)(I'? — z) = 0 Stérungsrechnung erster

Ordnung zu treiben (statt sie zu losen), ist ein billiges Unterfangen. Wir bedienen sie mit
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den Ansiitzen x = m? +n, x = A*> + 1, x = I'* + 7, unterstellen je (Konsistenzannahme),
daBl n eine Ordnung kleiner als der fithrende Term ist, und erhalten

2
m'? =m? {1+(9(7€2)} , AN*P=A —m?PA | T?=T? + m*B . (3.21)

Die Koeffizienten (3.16) lassen sich nun zu

2

=140 @2) A= Agm? %(1—32) . B =B4+m? QF—f( _ A2 (322)
vereinfachen. Mit diesen Ausdriicken in (3.20) zu gehen (also dort alles wegzulassen, was
~ 1/A? abfillt), erscheint gefiihrlich, weil ja co nicht Resultat ist sondern nur Bestandteil
des Faktors by. Die Frage, ob im Druck (3.10) endliche Reste aus A% - O(1/A?) entste-
hen kénnen, bekommt jedoch eine klar abschlagige Antwort. Entweder hat dort by keinen
A*-Vorfaktor oder es reduziert sich wegen voranstehendem g* auf 72/12 . Gefahr hinweg-
diskutiert. Resultat :

m2

G = 163 (2In(m) + 1 — LN ) . (3.23)

Jaja, nach allerlei Kleinarbeit an (3.20) mittels (3.21), (3.22) kommt tatséichlich das be-

reits bekannte LN—-Gespenst erneut zum Vorschein (aber wir kénnen doch hier nicht aus

jedem traumatischen Erlebnis eine bunte Illustrierte machen).

Noch ist der Loop by nicht komplett, denn es fehlt der Beitrag cr, siehe (3.17) und
Text unter (3.18). Mittels (3.12) ist die Frequenzsumme kein Problem :

:Z[ N R K, ”m2+p>—”<p> (329)

m2+P2_ﬁ m2+p P

An genau dieser Stelle zweigen wir ab in den Anhang C (und wiederholen (3.24) dort). cr
enthélt keine UV—cutoft’s mehr. Aber einfach gestaltet sich die Auswertung keineswegs.
Sie liefert ¢z bis mit g2 . Das Resultat ist (C.17), ndmlich

2
op = L, m l1_27+21n<4”T” . (3.25)
m

A7 1672

Nun sind nur noch ¢y und ¢r in (3.17) einzusetzen :

b T2 mT N m2
T~ 19 Ar 1672

(21n<47rT) LN + 2 — 27> (3.26)

Zwischen ¢ und cr hatten sich zuletzt zwei In(m)-Terme kompensiert. Die klein—m Asym-
ptotik von by besteht also nur aus Potenzen (es mufite keineswegs so ausgehen). Obiger

In (T") sucht nach einer Dimensionskorrektur und findet sie in LN.
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[rgendwie ist es amiisant, nun einmal nachzusehen, wie wohl der thermische Loop bei
den Dim.Reg.—Leuten zu Papier kommt. Gleichung (2.12) bei [4] (Terme zu Vergleichs-

zwecken leicht umgestellt) sieht so aus:

2

e 1 T2 mT m 1
=t 21n (4nT) — = — 2ln () — 2 2
; e - e T g |2 UaT) - o =2 () =2y ) (3.27)

>~ 5 steht hier fiir die thermische Summe in 1 + (3 — 2¢) Dimensionen. Die linke Seite ist
b (nicht br). Also fehlt rechts der quadratische Riese by . ¢ ist ein bekannter endlicher
Zusatz, welcher wegen spiterem (1 + eu.) nicht vergessen werden darf ([4] betonen das,
danke). Arnold und Zhai’s O—Angabe braucht Vieles: O (m?*/T? | emT ,e*T?) . Statt des
LN in (3.26) steht +Endliches in (3.27). Naja, wenigstens sind logarithmische Riesen

keine Nullen.

Mit (3.26) ist auch die thermische Masse m spezifiziert. Vorsicht! by ist Funktion von

m?, und somit ist m? = ¢%*br/2 eine fiir m zu l6sende Gleichung. Allerdings zeigt sich

alsbald im néchsten Unterabschnitt, dafl bereits der erste Term in
g2 T2

2 _ 3
vollig ausreicht. me= Ty + 0(g") (3.28)

3.3 Zwischenbilanz

Der vorige Unterabschnitt hat uns mit by die eine von zwei Groflen beschert, welche im
vorldufigen Resultat (3.10) fiir den Druck benétigt werden. Auch ohne die zweite Grofie,
den Basketball (~ g*), kommen wir mit by—Kenntnis ein gutes Stiick weiter, nimlich bis
g% . In Ordung ¢g* bekommen wir eine Vorstellung davon, was der Basketball ,zu leisten

haben wird“, ein Wahrnehmungsraster sozusagen.

Erst einmal schreiben wir uns (3.10) erneut auf:

T at M2 gh, g g g*
90 (mbr)™ + TbT - gb?r - EX(O) br — g(zg —1) b?r + E[ball - (3.29)

Lediglich wurde Z, in 1 + (Z, — 1) aufgespalten und fiir den Basketball die Notation

p:

1

g2 2 g4
125—‘/@ =: 12 (_ﬂ) Lan = 4—8[ba11 (3.30)

aus [4] {ibernommen. Die letzten drei Druck-Terme haben g*-Faktoren, so dafi dort nur

by = T?/12 eingeht. Variiert man m, so spiiren das nur drei Terme :

1 1
p(m?) = —(mby)™ + §m2bT - §g2 b2 + consty,
1 g° 1
/ 2 - 2 _b - mb ) ' 1
= p'(m?) 2m<m 2T)2a T (3.31)
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Diese Variation ist kiinstlich, denn nach dem bisherigen Gang der Dinge ist p nur dann
der (richtige) Druck, wenn in (3.29) die Losung von m? = ¢%br/2 eingesetzt wird. (3.31)
hilft aber bei der Frage, ob die Niherung m? ~ m2 := ¢g>T?/24 ausreicht. Die Funktion
p(m?) hat laut (3.31) an der ,,wahren“ Stelle m? = ¢?br/2 ein Extremum. Folglich gibt
es in der Entwicklung

p(mg) = p(m?) + (mg —m?) p'(m*) + O(¢°) = p(m*) + O(g°) (3.32)

keinen linearen Term. Man sieht es nun: im Druck bis mit g* darf m? = ¢°T?/24 gesetzt

werden.
Im n#chsten Teilschritt setzen wir by aus (3.26) und

272 3T 4
(m bT)auf - m24 B TQW * 6T7T2IC , K:=2In(4nT) —LN+2 -2y (3.33)

in (3.29) ein und sortieren nach g-Potenzen. m? ist jetzt g>T?/24, so daB sich ein m37T—

gegen einen g?>mT3-Term kiirzt, und ein m*X gegen einen ¢?>m?*T%K :

w2t g [ T? > omdT
_ _ 2 ([ - it .34
P 00 8 <12) Ty T . (334)
2 2 4 2 2\ 2 4 2 4
g? (mT m g T g T g
(I e Sy (B C Lol £ L (335
ba 8 (47r) oimz ~ 5% )<12) 12X (035 g for - (3:39)

Nie weifl man, wie man es aufschreiben soll. Ohne py macht jedenfalls (3.34) den Druck
bis mit ¢ explizit. Darin ist der zweite Term das Resultat erster Ordnung Stérungs-
rechnung — welche oft qualitativ recht gute Aussagen macht. Man spekuliere, dafl bei
einer gewissen stéarkeren Kopplung das System . klumpt“. Druck — 0 signalisiert einen

Phaseniibergang.

Der Druck hat bis mit ¢ ersichtlich keine Erinnerung mehr an Regularisierungsdetails
(siche Einleitung). (3.34) ist auch unabhéngig von der Wahl des Renormierungspunktes,
aber in einer arg trivialen Weise. Diese Abhingigkeit wird ndmlich (wie wir noch sehen

werden) im Sinne g% — ¢ + ¢g* f(M?) erst in Ordnung g* sichtbar. Kein Wunder.

In py hingegen, da tummelt sich in der Tat das ganze Gelichter : LN-Gespenst, In(7T),
M?-Skala und ein ganz falscher Hund, der vorletzte Term (~ A?T?). Wir setzen in (3.35)
zuerst m* = ¢?T?/24 ein, dann K und schlieflich (Z, — 1) aus der zweiten Zeile von
(2.33). Sodann spalten wir aus den ersten drei Termen einen gemeinsamen Faktor U ab
(er steht unten mit im eingerahmten Block (3.36)) : erster Term = —0 - 36, zweiter Term
= —0-3K, dritter Term = —0-9 [LN — In(M?)] . Der x(0)-Term ~ A% hat Kompensation
ganz besonders notig, also schreiben wir ihn besonders nahe an Iy,;. Damit bekommt der
g*-Anteil des Druckes die folgende vorliufige Gestalt :
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pp = O ( —61n(47T) + 31n (M?)
g4 T2
+ 61n (M?) —6LN—42+67) + 2 <Ibaﬂ—§><(0)> (3.36)
4 2\ 2
. 9 (LT
mit 0= 75 (47r 12)

Einen Rahmen verdient dieses Zwischenresultat wohl kaum, aber vielleicht freut es
sich dariiber. Die Logarithmen wurden so in Zeilen verteilt, daf§ die dimensionsméafige
Kompensation sichtbar wird. Die zweite Klammer mit Iy,,; mufl also separat dimensi-
onsméfBig in Ordnung sein. Sie sollte einen Faktor so absondern, dafl sich auch dort ein
O bildet. Sodann muf} sie + 6 LN liefern (auf dafl sich Divergenzen wegfressen), sowie
—121In (47T, damit alle bereits vorhandenen In(M?)’s wieder ein Zuhause finden. Das

war das Wahrnehmungsraster.

Wegen D = 4 — E = 4 fiir Null-Beiner, wird [,y sogar einen A*Term enthalten,
der sich aber (erwartungsgemif}) als T—unabhéngig (somit weglaBbar) herausstellen wird.
Irgendwann in der Anfangsphase der Bemiithungen gab es einmal ein Dilemma. Die Ei-
genschaften des Basketballs waren aus Grobiiberlegungen klar, aber kein kompensieren-
der g*A%*T? fand sich in den einfacheren Beitrigen. Messerscharf war dimensionsméBig
zu schlieflen gewesen, daf8 dieser in dm? zu stecken habe: alle Jm? Beitrige sind ~ A2,
und andere counters nicht. Der Fehler: das setting sun Diagramm safl in der falschen
In(A)-Schublade. Anfinger sind schwankende Gestalten.

»Anfanger“ oder fishing for compliments? In Sachen Feldtheorie bei Temperatur gibt
es am Ort einen ganzen Sack Erfahrung [10]. Jedoch wurde fast ausschlieBlich die ther-
mische Selbstenergie I7 (Polarisationsfunktion) untersucht, eine dynamische Grofie also.
Uber Ordnung ¢° (der asymptotischen Entwicklung von IT) sind diese Rechnungen nicht
nennenswert hinausgekommen. Aber bis zu dieser Ordnung ist die Renormierungsprozedur

trivial — doch Anfénger.

4 Basketball-Diagramm

Der Basketball ist eine Kette aus zwei Perlen. Der erste Schritt, der diagrammatische, ist
mit Blick auf

Wie ein 4-Vektor @
im Uhrzeigersinn
durch eine Perlenkette 1duft
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sehr einfach : iiber das Q—Argument zweier Funktionen w(Q?) ist thermisch zu summieren.
Mit (3.30) und den Diagrammregeln entsteht direkt

Lan = ZW(QQ) w(@?) . (4.2)
Q

Im Unterschied zu (2.23) befinden wir uns aber jetzt in einem wohltemperierten ¢*-Ba-
dewasser, und die ,,Perle bei T # 0% ist

ZGO )Go(P —Q) = wo(@®) + wr(Q?) (4.3)
mit (fGO GO P Q) . (44)

Damit zerfallt [, in drei Anteile

Ihan = Ioo + Ior + Ipr ) (4.5)
Ibo = :E::lug s ]b]‘ = 2 EE::QUQ wT 5 ]jYF - :E::lU%‘ . (4‘6)
Q Q Q

Man kann jetzt sehen, was zu tun sein wird. Zuerst miissen wir die Integranden kennen.
wo(Q?) ist aus § 2.5 bekannt, aber die Funktion wr(Q?) wird noch zu studieren sein

(s. §4.1). Jede der drei @—Summen in (4.6) werden wir dann geméf

ohne

Z / Z m I =1 +1" (4.7)

zerlegen. Man blicke voraus auf (4.18), (4.22) und (4.28). Die oberen I-Indices [ und ,,oh-
ne* beziehen sich auf die abschlieBenden ()—Summationen in (4.6). Wegen T—Abhéngigkeit
der Summanden von Iyr und Irr hat hier der /-Index f nichts mehr mit Préparieren

eines T'=0-Anteils zu tun.

Mit der Aufspaltung (4.7) weichen wir hier bereits ein wenig von Arnold und Zhai’s
Vorgehen [4] ab (dort wird z.B. einmal der Term )y = 0 aus der Frequenzsumme abge-
spalten, hier nicht). Nichtsdestoweniger war der Umstand auBerordentlich hilfreich (z.B.
bei IR-Gefahr-Erkennung), dafl [4]’s Basketball-Auswertung in Dim.Reg. bereits vorlag.
Auch wird neidlos anerkannt, da8 das, was die Briider da an manchen Stellen (/7r) ma-

chen, verdammt gut ist.

4.1 Eine Perle in der Siidsee : wr(Q?)

Die Siidsee ist ein Warmebad bei Temperatur 7". Nach Blick auf (2.35) und (4.4) schreiben
wir den Ausgangspunkt in der Form

ohne

1 1
Zu Ry (4.8)
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auf. Die generelle ,,ohne“-Definition »_3"° = 3", — [, ist nun ernst zu nehmen, denn der

Summand hiingt auch iiber Qy = w¥ = 2an?T von T ab. Unter >, ist Py = w,, aber

unter |’ p wird 5 zur Integrationsvariablen, die wir pyp nennen. Das gibt

1 1
wr(Q?) = (27r)3/d3p U, . {TZ P FNTI>

iy 1 1
[ p —
o Pt R A2 T4 (po— w?)? A+ K2

1

T — (iwy — iwP)? + K2

| el

Im ersten Term der eckigen Klammer lesen wir das Produkt der beiden Briiche als F'(iw,,)

und ziehen fiir die Summe (G .2) mit n = 1 zu Rate:
-1
1. Term = —,[?{sz(z)n(z)} : QZ G+D
2mi ohne n—Pole

—1

- — [/Ddz (F(z) n(z) — F(—2) n(—z))]
S [ /Ddz (F(e) + F(=2)) n(z)] LI P T N VRT)

271 271 D
ohne n—Pole

Der Halbkreis im letzten Integral hat Null-Beitrag. Substitution z = —ipy 148t dieses

ohne n—Pole

Integral zu i f dpo F(ipg) werden. Und nun sieht man, dafl es den zweiten Term in der

eckigen Klammer von (4.9) perfekt kompensiert. Aus (4.9) wird damit

1 1
wT(Qz) — /d3p Ut vq— % /D dz n(z)ohnc Pole

2y

1 1
: + dito . 4.11
t+p*— 22 ( T+ K2 — (2 — w2 1 wg_)_w’?) (4.1)

n

Was hier soeben in (4.10) und (4.11) passierte, hatte nur wenig mit der konkreten Funktion

F(z) zu tun. Die Verallgemeinerung lautet

%:ef(Po,ﬁ) - [ (%) [ e (Fr ) o

Die z—Integration in (4.11) erledigt nun der Residuensatz. Per p — ¢ — p unter [d®p

F(2) = f(~iz,p)
(4.12)

ohne n—Pole

kann in einzelnen Termen des Resultates p in x (und zugleich & in p) verwandelt werden.
Ebenso sind ¢ und 7 austauschbar. Ferner ist n(iw® +...) = n(...). Und schliefilich hat

man

2 1 /3 <n(\/m) 1 ' )
= d’p U, U, + dit
wr(Q7) (27)3 LS VTHDT 2= (VT H PP —iwg)? HOuome?

1 n(p) < 1 . )
= dBp =22 — + dito. . ) 4.13
(27?)3/ b D ' t+q%2—2pqg — (iwg)2+2piwg ( )

auf dem Papier. Die zweite Zeile entsteht, weil bei Anwenden von U; iiber zweiten und

dritten Term von (2.34) Regulatoren in das Argument der Bose-Funktion gelangen und
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dadurch vernachlissighbar nur O(e~#") beitragen: U, anzuwenden heifit hier also 7 = 0

zu setzen.

Diein [d®p enthaltene Winkelintegration wird Logarithmen geben. Aber eine gescheite
Integraldarstellung wire uns lieber. Wir substituieren —2pq = 2pqu , kiirzen den Rest im

obigen Nenner mit x ab und nutzen

2pq/_11du Fpqu+a) — /j:du fluta) = (/_;—/2:) du f(x + )

= [Tl =20~ St e 2] = A, [dufro—20) @19
0 0
aus, wobei der Operator A, beziiglich ¢ antisymmetrisiert :

A fla) = fla) — f(—=q) , (4.15)
Ay A, flap) = flap) = f(=q,p)— flg,—p) + f(—q, —p)

Die beiden Integrale bis oo in der ersten Zeile von (4.14) miissen separat existieren (sonst
wére der Schritt zur dritten verboten). Im vorliegenden Falle sichert dies der Villars—
Operator U, ab. Mit (4.14), (4.15) nimmt wy die Form

1
u+t— (iwd —p)> + (p — q)?

1 o0 o0
wr(Q?) = d du U, )
Q) / p () Ay A, / (4.16)

- 8n2gq
an. Nicht klagen bitte: das ist einfach. Man ahnt nun recht gut, wie wy bei groflem Ar-
gument ? faktorisieren wird. Dann moéchten némlich die ,,festgehaltenen® p’s im Nenner
entfallen. Aber Vorsicht, es ist A,1 = 0, so dafl zuvor A, anzuwenden und auf Haupt-
nenner zu bringen ist. Letzterer erlaubt p — 0, aber der Zéahler ist ~ p. Wird auch noch

A, angewendet und das u—Integral ausgefiihrt, so entsteht schlieflich

jﬁ2

- Go(Q?) (4.17)

wr(Q?) — wi(Q*)  mit  wi(Q?) =

4.2 ITT = Z wT Wwr
Q

Der Ubersicht halber und, um rasch zum Ball-Resultat zu gelangen, bleiben die folgenden
drei Abschnitte von Detailrechnungen verschont. Die teils anstrengende Integrierarbeit ist
in den Anhiéingen D, E und F expliziert. Hier findet sich, was die Uberschriften versprechen,

jeweils alsbald weiter unten eingerahmt.

ohne
ohne

I ohne I
]jfr — ]djr _F ]dir 5 ]djr — ‘/’1 zUj“lU]’ y ]jjr — :E:::QU]“QU]“ . (4;:[8)
@ Q
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Der erste Anteil enthélt die Pauli-Villars—Regulatoren und divergiert mit diesen logarith-
misch. (D.23):

1 T2\?2 76 . (-3
JJ{T:(EE) {4LN—81n(47rT)+823+1—5 mit = S (419)

Beziiglich ,,LN* sei an (2.45) und (2.46) erinnert.

Wie bei Arnold-Zhai [4] braucht der Anteil Ij. keine Regulatorterme. Bei seiner
Auswertung gehen wir im Anhang D eigene Wege (u.a. ohne den Qg =0-Terms aus Fre-

quenzsumme abzuspalten). Das Resultat ist natiirlich mit jenem in [4] identisch. (D .56):

1 72\? 168 . ¢'(~1)
]TT = (E E) |i 2421 — 2423 — E :| mit Z1 = C(—l) . (420)
Resultat :
= (L T2V LTN — 8 In(4rT) + 242 — 1625 — 2 (4.21)
Tr — Ar 12 n(4m Z1 zZ3 15 .
4.3 IOT =2 Z Wo W
Q
ohne
ohne ohne
@ Q

Wiihrend sich hierin Ion durchaus anstéindig verhilt, siehe (4.26), spaltet I}, auf in einen
T*Term (anstéindig) und einen A*7%-Term, und dieser ist genau so unanstéindig wie der
in (3.36) subtrahierte %2 (0)-Term. Was treiben die beiden miteinander ? cancellation!
Dieses Detail ist erstaunlich einfach einzusehen, ndmlich indem man beziiglich A — oo den
asymptotisch fithrenden Anteil von IéT prapariert. Dazu skalieren wir per () — A(Q) und
blicken auf I(“)rT =2\ [ QwO(AQQz) wrp(A2Q?) . Im relevanten Q*-Bereich ist hierin nach
(2.50) wo(A%Q?) = O(1), wihrend gemif (4.17) wr(A%Q?) asymptotisch das gewiinschte
1/A? vorzeigt. Es ist also

[, A2Term

T2 T2
I
or 6

=2 [ @) vi(@) =2 m(@) FGl@) = Fa0) (@2

wobei wir zur Identifizierung ganz rechts lediglich (2.26) bei Cj = (0 angesehen haben.
Es zeigt sich, dafl keiner der anderen I-Anteile einen A?~Term hat. In (3.36) gehéren
also die folgenden beiden zusammen :
2

e = x(0) = 2 [ @) [wr(@) - wp@)] = &' @2
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Die Auswertung von A’ fithrt im Anhang E auf

;o T? 1 T2\ 12 24 24 18
Lyp——x(0)=[—— 2N+ = IndrT) — S - 2| 4.2
or — —3x(0) <47T 15 7 LN+ — In(dnT) — — 2z — — (4.25)

Fiir den , anstindigen® Anteil Ig;* wird im Anhang E

ohne 1 T2 2 136
Iy = (E E) { 4 LN — 8 In(47T) + 8z + = } , (4.26)

erhalten, s. (E.14). Zusammen mit (4.25) kommen wir an beim Resultat

T° 1 72\* [8 16 16 82
Tor — — = [— — — LN — — In(47T — — 4.2
0T BX(O) (47r 12) {5 5 n(4m )+523+15} (4.27)
4.4 I()() = Z Wo Wo
Q
; ; ohne
ohne ohne

I(]O = IOO + IOO y IOO = /U)Ow(] y IOO = ZU)O’UJO . (428)

Q Q

Wie schon einmal erwéhnt, enthilt der Anteil Iéﬁ keine Temperatur mehr. Er entféllt also

(sieche Kommentare vor (3.9)). Wie der verbleibende Beitrag aussieht, zeigt

unabhingiges E E 5 5 5 15

emperatur— 1 T2\* [ 2 4 4 1
Iyo = <T perat )+< ) {—LN——ln(47rT)+—23+—6] (4.29)

4.5 Ball-Resultat und Vergleich mit Dim.Reg.

Die erste Erfreulichkeit, welche wir in den drei eingerahmten Zwischenresultaten erkennen,
ist der Vorfaktor. Zusammen mit g*/48 in (3.36) gibt er den Eimer-Faktor U, s. (3.36).
Aber wirklich spannend wird die Angelegenheit bei Erinnerung der anderen Details des

unter (3.36) beschworenen Wahrnehmungsrasters. Addieren wir also die drei I-Beitréige

mit Gemdiit :
9 Ly = G 4IN 8 I(A7T) + 242 — 1625 — o2
4—9 ™ = n{4m 21 zZ3 1—5 )
4 2
g T 8 16 16 82
I (Ir—=y(0)) = U | SLN= 2 In(rT) + — 2 + 22
48(0T 3X()) {5 5 mUrT) + et = |
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\ _
g 2 4 416
I I = U | ZLN = - In(4nT) + = 23 + —
48 5 5 UrD) +pantp |

4

T3 [ 2
2_8 (Iball — ?X(O)) = U | 6LN—12In(4nT) +242 — 1225+ R ] . (4.30)

Die richtige Anzahl Divergenzenfresser (6 LN) ist ebenso herausgekommen, wie die richtige
Anzahl von In(477T")-Termen. Was braucht man (vorerst) mehr zum Gliick. Mit (3.36) und
(4.30) liegt das Endresultat fiir den Druck jetzt natiirlich vor. Wir geben ihm zu Beginn

des néchsten Abschnitts einen wiirdigen Rahmen.

Wie der Mensch ist, schielt er nun auf anderer Leute Resultate. Andere Leute ha-
ben ausschlieflich dimensional regularisiert. Folglich wissen sie nichts von einem Term
x(0) ~ A?. Ferner haben sie ihre Skala 7z, welche In(T") braucht, auf etwas andere Wei-
se ins Spiel gebracht. Die Anzahlen ihrer 1/¢ Divergenzen sollten allerdings perfekt mit
unseren Anzahlen von LN’s iibereinstimmen. Die Diskrepanzen liegen im Endlichen. Last
not least, erst in mefBbaren physikalischen Groéfien (d.h. Term fiir Term der asymptoti-
schen Entwicklung fiir den Druck) haben sich solche endlichen Diskrepanzen gefélligst

(auf wundersame Weise) in Nichts aufzulésen. Mal sehen.

Die Basketball-Resultate finden sich bei [4] in den Gleichungen (2.35), (D.20), (D.21)
und (2.36), wobei (D.20) zum Vergleich einen Faktor 2 braucht :

4 _
g dim.reg. 1 268
=1 = U |4-4+24L+4+402%z — 16 —
48 1T R AT
4 -
g dim.reg. 8 1 48 8 206
= ] = 0 | --+—L+8 — —
48 T FotE Tt ATER TS
4 r _
g dim.reg 2 1 12 12 72 /,L
— 1 =0 | --+—L+— — L:=In|-—
48 100 5: 5 TERTE ’ "\ anT
A _
g dim.reg. 1 182
@Ibau £ =0 _6g+36L+48z1—1223+? : (4.31)
Es steht bestens um die Anzahlen von %’s — wie erforderlich sogar termweise. Aber

ansonsten sehen wir uns einer Zahlenmystik ausgeliefert.

Besonders beunruhigen konnte der Unterschied 36#12 in den Logarithmen von 477 .
Tatséchlich (private Historie) lag im PV-Fall zuerst (4.30) vor, noch bevor klar wurde,
dafl dies a u c h stimmt. Aus dieser Historie stammt die phénomenologische Gleichung
,LN—2In(47T) - 24 6L+ 4z + 6 * welche (4.31) in (4.30) iibersetzt, Dim.Reg. in
PV also. Sie iibersetzt auch separat Ipp, (4.21), in Arnodl-Zhai’s (2.35). Diese ,Regel®
hat moglicherweise keinen tieferen Sinn, es sei denn man kriecht (was wir hier nicht
tun wollen) in technische Details hinein, um die Entstehung des Unterschieds zwischen
den beiden Regularisierungen genauer zu begreifen. Grob: Dim.Reg. hat Bose-Funktion

kaputt gemacht.
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Zur Dimensionalen Regularisierung ist das zugehorige ,, Wahrnehmungsraster® nachzu-
tragen. Arnold-Zhai’s b hatten wir schon in (3.27) zum Vergleich angesehen. Fiir das dorti-
ge Subjekt ¢, haben wir inzwischen die geeignete Notation beieinander: . = 2L+2 2+ 2.

Die Terme bis mit g* stimmen mit jenen in (3.34) iiberein. Und das Aquivalent von (3.36)

lautet : . .

P =0 | —6- —18L - 2421 + 67— 60| + Z—S Lo . (4.32)
Es hat natiirlich die richtige 1-Anzahl, zum Gefressen-Werden durch (4.31). L ist bereits
inclusive Skala i definiert. Woher z; 7 — ausschliellich iiber das Subjekt ¢, und dieses

vom Bose-Kaputtmachen. Bose in I, kaputt und ,,entsprechend kaputt® in den anderen
Termen. Ubrigens bleibt . ausschlieBlich via é(l +et.) am Leben. Die oben im Text

genannte ,, Regel® ist fiir das Gesamtresultat nun falsch.

Wenn denn also — wie sich gleich zeigt — der Druck zu beiden Einbettungsarten
gar schlicht der selbe ist, dann sollte (wird) sich ein Zusammenhang zwischen Skala M
und Subjekt Nummer zwei, 1z, dingfest machen lassen. Man blicke ruhig nach unten auf
(5.3). Selbstverstandlich kann die M-f—Beziechung auch dadurch erhalten werden, da8
man mit dimensional gerechneten T'=0-Groflen die Renormierungsbedingungen (2.11)—
(2.13) bedient. Der Test wurde durchgefiihrt, (5.3) stimmt.

5 Unabhingigkeit vom Renormierungspunkt M

Das Endresultat fiir den Druck, gerechnet in Pauli-Villars-Regularisierung bis mit g¢*,
war im vorigen Abschnitt mit (4.30) bereits erreicht. Lediglich der letzte Schritt fehlte,
namlich die Druck—Gleichung (3.36) mit I,,; auch wirklich zu bestiicken. Eine gewisse

Feierlichkeit ist jetzt angezeigt :

T2T4 g2 <T2)2 m3T
p g

90 s \ 12 127
M 118 (5.1)
18| — ) — 1 Uz — 12z — —=
+ 0O [ 8 n<47TT) 8 + 6v + 21 23 :

In der Einleitung war das schwere Leben von Megrofien beschrieben worden. Zweites
und drittes Erfordernis (Unabhéngigkeit von cutoffs und von endlichen Details der Ein-
bettung) sind bereits erfiillt. Der Druck darf auch nicht (erstes Erfordernis) bei PV oder
Dim.Reg. verschieden herauskommen. Also stellen wir (5.1) Arnold und Zhai’s Resultat
gegeniiber. Es folgt per Einsetzen von (4.31) in (4.32):

dim.reg.

p —_=

27T g2 T2 2 m3T
(f2) +or *

90 8 \12 127
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R 9, M8

Genau hinsehen, bitte. In (5.1) scheint eine —18 iiberzéhlig zu sein. Und (5.2) hat im Loga-
rithmus einen anderen Skalenparameter stehen. Die Ubereinstimmung wird also perfekt,

wenn man identifiziert

M =17 ¢ : (5.3)

Und das wars dann, sieche Komentar am Ende des vorigen Abschnitts. Der Druck ist
unabhéngig von der Art der Einbettung bei Durchfiihrung der Feldtheorie. Ein wenig darf
allerdings erstaunen, dafi mit all ihren Méngeln (siehe § 1) sogar auch die Dim.Reg. etwas
Richtiges geliefert hat. Mit (5.1) ist im {ibrigen klar, dafl auch bei Pauli-Villars Euler—
Konstante und logarithmische Zetafunktions—Ableitungen im Endresultat stehen bleiben
(in irgendeinem Lehrbuch stand Gegenteiliges zu lesen) und nicht etwa nur Dim.Reg.—

Kunstprodukte sind.

Die Uberschrift dieses Abschnitts verweist natiirlich auf das vierte Erfordernis. Der
Druck p (Term fiir Term seiner asymptotischen Entwicklung) darf auch nicht von der
Skala M abhéngen, an welcher in § 2.3 | die Theorie definiert“ wurde. Im Resultat (5.1)
erscheint dieser Parameter M explizit (,,welches M 77!1“) — aber auch die Kopplung g
héngt von ihrer ,Definition“ bei M ab. Gréflen, welche vom ,, Theorie-Definieren* noch
nichts wissen, fanden sich zuletzt in § 2.1. g2, wuflte nichts. Die interessante dritte
Gleichung in (2.8) lautet mit (2.33)

z, ,  1tas (LN-mOs) + o

=59 = (M) . 4

Nun ist hierin g,, unbekannt, wiewohl M —unabhéingig. Und das geniigt. Wir wollen ja nur
sehen, dafl jedes Um st eigen von der einen g—Definition (bei M) zu einer anderen
(bei M’) keinen Einflul auf Mefigrofien hat. Die M—Unabhéngigkeit von g,, ist also als

142200 (IN = m(0?)) 1200 (IN - m(e?)
o 00 L oo SO0 L (69
zu formulieren. (5.5) 148t sich bequem auflésen nach
3 M2
FOr) =200+ 0o (55 ) + 00N . 69

wobei sich (wie erhofft) die LN-Riesigkeiten davongestohlen haben (in O(g®) verfliichtigt).

Letzteres geschah im Iterationssinne per

g =g = (#—9¢7) (¢°+d7%) = 0" , aber
4 r4 4 14
gr—git = -0y + L) = - 1) + O)

mit ¢ = In(M?), ¢’ = In(M"?) . Die Auflssung von (5.6) nach g?(M) gibt natiirlich erneut
(5.6), aber zu M ~ M’. Und in g* ist das M—Argument irrelevant.
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Irgendwelche Leute aus Thailand werfen nun ein paper auf den Markt (zum Druck
des ¢*-Systems), welches von einer ganz anderen Theorie-Definition ausgeht. Sie haben
némlich die Bedingungen (2.11-13) mit einem Parameter M’ bestiickt. Da die Leute rech-
nen konnen, sind sie bei ,,fast“ (5.1) angekommen. Die beiden relevanten Terme von (5.1)

lauten bei ihnen namlich

_9 (é”/) <%) + 90 (M?) (5.7)

Der dritte Term ~ m? ist bereits uninteressant, weil er unter (5.6) wegen
¢ = [@#+0")]" = $1+0(?) = ¢+ 0(g)
bis mit ¢g* keine Anderung produziert. Um nun mit ,, unserer Druckformel (5.1) zu verglei-

chen, rechnen wir (5.7) mittels (5.6) auf M—Abhéngigkeit um. Dabei kommt der Eimer-

2
Faktor per (%) =7 g* =90 ins Spiel. Resultat

3/2

2000 /T2\ 2
(5.7) = —% (E) + 90 [-In(M'?)+ In(M?*)] +90 In(M'?) . (5.8)
Ist es tiberdeutlich zu erkennen ?! (5.7) (zuztiglich der unverénderten Terme) ist (5.1)!

An welcher Stelle M auch immer man seine Theorie definiert, man erhélt das gleiche

Resultat. Das ist schén : Feldtheorie funktioniert .

Die im § 2.3 noch etwas willkiirliche erscheinende Prozedur bekommt ihren vollen Sinn.

Umsteigen von einer Skala der Theorie-Definition zu einer anderen ist Gegenstand der
Renormierungsgruppe. Der Anhang . gruppe® klingt irgendwie arg hochtrabend. Selbst-
verstandlich kann man mehrere solche Umsteigereien hintereinander ausfiithren, ebenso

wie Drehungen oder Lorentz—Transformationen.

Fiir die Experten scheint Obiges zu den Trivialitdten zu gehoren. Jedenfalls meinen
Arnold und Zhai in ihren Schlulkommentaren nicht mehr dieses schone Tatséchlich—
Funktionieren von Feldtheorie. Sie spielen vielmehr nur herum mit Fragen, wie gut etwa
Einzelterme der asymptotischen Entwicklung bereits zu wie-guten numerischen Resul-
taten fithren. Aber das interessiert die wahren Theoretiker in Hannover eigentlich kaum

noch.

Eine restliche Frage konnte offen geblieben sein. Irgendwer muf} irgendwie einmal aus
Experiment auf ein ¢*(M) geschlossen haben, mit Zahlenwert und unter Angabe von M.
Wie mag das zu tun sein 7 In (2.13) (der dritten Bedingung) waren Quadrate von Summen
Euklidischer Impulse auf M? > 0 gesetzt wurden. Bei realen masselosen Teilchen (on
shell) wire hingegen (Q$" + Q5")? = (¢1+ ¢2)* — (E1 + E2)* = (¢1+ ¢2)* — (1 + @2)* =
2¢1q2 — 2q1q¢2 < 0. ,on shell (but unphysical)* steht bei Itzykson und Zuber [1] vor
Gleichung (8-35), und diese ist (2.13). Die Antwort” fillt umwerfend einfach aus: Man

gebe sich einen Wert M vor, woraufhin die counters (2.33) als Funktionen von g festliegen.

" Dankenswerterweise hat Prof. N. Dragon mit der Antwort ausgeholfen.
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Nun rechne man mit Lagrangian (2.10) eine geeignete Mefgrofie aus und entnehme g* aus
Vergleich mit Experiment. Dies ist ¢?(M). Punkt.

6 Callan-Symanzik

Die Uberschrift [11] fiihrt in eine Materie voller Eigenartigkeiten und voller Wortgeklingel.
Wir ndhern uns mit grofler Skepsis. Was man zu einer Physik per Storungsrechnung
in Erfahrung bringen kann, diirfte in den vorangegangenen Abschnitten bereits stehen.
Was denn noch 77! Die Koeffizienten in der Callan-Symanzik—Gleichung gewinnt man
aus Bisherigem. Und bei Losen der CS—Gleichung, kommen Dinge heraus, die wir schon

kennen. Im Kreise herum ?

Als erstes setzen wir g =: X (reine Notation), um besser mit Literatur vergleichen
zu konnen. Die Lagranian £ (nichts wissend von Temperatur) ist (2.10), bestiickt mit
bekannten counterterms (nicht enthaltend die Temperatur). Den amputierten n—beinigen
Vertex nennen wir I'™. Bei T' = 0 hingt '™ — ausgewertet zu £ bis zu einer bestimmten
Ordnung in A — ab von einem Satz {Q; } einlaufender Impulse, von M (via counters) und
von A (bei T # 0 iiberdies von T). I'™ ist endlich ( := nicht-riesig). Dieser n-stiimpfige
Klumpen hat sein Gegenstiick ' in der urigen Theorie. Letzteres ist riesig, unmefibar
und unphysikalisch, aber eines hat es: Unkenntnis von M. Stattdessen enthilt es cutoffs
A. Vor Amputation hatte es keine \/Z —Faktoren aus den n Beinen abbekommen. Bei
T = 0 gilt also

T ({Qi} A M) = Z"2 (A/M, ) -T™ ({Qi}, M, ) . (6.1)

OK, das ist vielleicht recht schlau. Zy ist dimensionslos, weshalb die Abhéngigkeit von A
und M als Verhéltnis geschrieben werden durfte. Natiirlich 1duft der Index ¢ von 1 bis n.

Gibt es mehrere cutoffs, so stehe A fiir den Satz derselben.

Vielleicht ist eine Riickerinnerung angezeigt, wie wir in den Abschnitten 2 (Coun-
ters) und 3 (Druck) gearbeitet hatten. Zunéchst erscheinen die Einbettungsparameter I',
A an allen Ecken und Enden. Viel von diesen Abhéngigkeiten wurde dann im Limes—
Vorwegausfiihrungs—Sinne unterdriickt. Nur Divergieren-Wollendes war zu prédparieren
(in den Z’s) beziehungsweise zu kompensieren im Druck. Statt Druck stehen in (6.1) die
ebenfalls endlich-zu-bleiben-habenden I'™ . Enthiilt eine Grofie keine A’s mehr (Druck,
'™ | CS-Gleichung (6.5)), so ist der Limes ausgefiihrt.

In (6.1) haben wir zunéchst an n > 4 Bein-Stiimpfe gedacht. Die Frage, was denn
I'® zu sein habe, d am it (6.1) auch zu n = 2 gilt, ist durchaus etwas nervig und
fithrt in § 2.1 zurtick : (2.2) = (2.7). Bei Abschalten der Kopplung reduziert sich (2.7) auf
Go=1/[P%( ) ()] (jetzt vorsichtshalber wieder mit den regulierenden Klammern). Mit
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Wieder-Einschalten der Kopplung nimmt einerseits Z; Terme auf. Unabhéngig davon (!)
generiert andererseits die Storungsrechnung an (2.10) additive Zusétze im Gy—Nenner.
Diese Zusitze bilden IT (die Dyson-Gleichung lautet G = Gy — GolIG). Also haben wir

zu setzen

1

m2, + P2 (1+22) (1 4+ &) + MW (P2 AT, Ay
Zy (A/M,T /M, \)

P2(1+23) (1+ ) + 11(P2, M, \)

Gur =

= ZyG (6.2)
Der Vergleich mit (6.1) zu n = 2 zeigt, dafl die obigen beiden N en n er mit r?
bzw. T'® zu identifizieren sind. Ubrigens kennt man solche I'® auch als jene, die das
1PI-erzeugende Funktional produziert (aber wer wagte denn, vorweg zu behaupten, dafl

es die selben seien).

6.1 Herleitung der CS—Gleichung (7 =0)

Der erste Schritt in Richtung Nutzen von (6.1) ist ganz klar. Keine der Grolen auf der
linken Seite von (6.1) (auch Ay, nicht) ,,weifl von M. Was wir wissen ist, dafl sich diese
M-Unabhéngigkeit auf der rechten Seite von (6.1) erst dadurch ergibt, da§ auch A mit
M variiert : ,,implizite Abhéngigkeit“. Um bei Differentiation nach M links eine Null auf-
schreiben zu diirfen, muf} also die ,totale Ableitung® dj; genommen werden ( := jene,
welche auch die M—Abhiingigkeit von A ,sieht* )®. Es ist auch sicherlich gescheit, die Glei-
chung 0 = dj/(6.1) mit einem Faktor so zu multiplizieren, dafl sich f~*0f* = adlIn(f)
ausnutzen 1af3t :

0= 2Z}* Mdy (6.1) = [M&M + {Mdp\} Oy —n{%MdM ln(Zd))} } r® . (6.3)

Die beiden geschwungenen Klammern bekommen nun erst einmal ihre {iblichen Namen,

Mih = 60) . SMdyin(Zy) = () (6.4)

und die CS—Gleichung ihre elegante Form
Moy + B\ 9y — m(x)] rm = o . (6.5)
Vielleicht hat es keiner bemerkt — wo hierbei geschummelt wurde: bei Verfiigen der

nur-von-A-Abhéngigkeit der Koeffizienten in (6.4). Ein Problem bereitet 5(\) dann nicht,
wenn man darauf vertraut, daf§ es in beliebig hohen Ordnungen ebenso zugeht wie in (5.6) :
A(M) enthilt keine cutoffs mehr, sondern neben M nur noch endliche Parameter, wel-
che fiir Dimensionslosigkeit sorgen. Dies ist letztlich das Resultat des Renormierbarkeits-

proofs, siehe Literatur. Wenn die dimensionslose, endliche Funktion A = A(M) nach M

8 Ein Dankeschén an den Herrn Collins [12], § 7.3.1. Der CS-Paragraph 12.2 bei Peskin und Schroeder
[2] wire mittels dps viel klarer ausgefallen.
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aufgelost werden kann, dann kénnen wir die dimensionslose, endliche Bildung Mdy;\ als
Funktion von A auffassen. Jetzt blicken wir auf die CS—-Gleichung (6.5). Auch die Losung
'™ ist mit obigem gut-geh-Argument endlich (niemand hatte protestiert, als rechts in
(6.1) kein Argument A mehr erschien). Aber nun gibt es in (6.5) bis auf v '™ nur noch
endliche Terme. Folglich gibt es kein A in -, und ergo kann es nur von A\ abhéngen. Punkt.
Mit den Geschichten in [2] (Ende von § 12.2) kann jetzt wer vielleicht etwas anfangen.

Immerhin, Z; enthélt Riesigkeiten, aber «(\) nicht mehr.

6.2 Fiihrende Terme der Koeffizienten

Um B(\) und () ein paar A-Ordnungen weit auszuwerten, greifen wir nattirlich (!) nach
ihren Definitionen (6.4)°. Um $(\) per Mdy ) zu erhalten, wenden wir Mdy, auf (5.4)
an, d.h. auf A\, = A\Z,;/Z7 . Das gibt drei Terme,

Z, A \Z

und aus unserer Z—Kenntnis (2.33) ergénzen wir dies um
MdyZ, = Mdy (=2 [IN—2m(M)] + O(\?)
3272
3 3A 9
MdyZy = Mdy O(N) = O(N\?) (6.8)

Ersichtlich kann Mdy—Operation die A-Ordnung aufrechterhalten (if In(M) behind), so
daB wir in (6.8) sehr kurz bleiben konnten. Wir wollten wissen, ob unser Informationsstand
mehr als den fithrenden S-Term zu bestimmen erlaubt
BZ, 32 36
Z; 167227  327m%7;

( (6.7), (6.8) in (6.6) gibt 0 = [LN — 2In(M)] + OO®) ) ,

aber die Antwort ist Nein:
3

B = g X+ O = gt O (69)

(6.4) verkniipft y(\) = 2 MdyIn(Z,) direkt mit Zy, (2.33), und wir wissen nun schon,

wie sich die A-Ordnung aufrecht erhélt :

V) = —L My (1( A )2 [ln(Mz)—LN—%%—Cz} - O(A?’))

27, 3 \ 3272
1/ 2\’ . 1/ g%\’ 6
= Slgmm) O = S(5m) + 06 (6.10)

9 Es erstaunt ein wenig, daf in [2] etwas anderes getan wird und daf dies tatsiichlich a uc h geht.
Peskin und Schroeder [2] schreiben erneut Diagramme der 2— und 4-Beiner auf, lassen die CS—Operation
(6.5) auf sie los und erhalten Gleichungen fiir 8 und . OK. Vorteil : eine nicht—,ur“ige Methode, Nachteil :

erneute Diagrammatik.
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Z4 war riesig, 7(A) ist es nicht mehr.

6.3 Losung der CS—Gleichung (7 = 0)

[ MOy + B(N)Oy — ny(M\)]T™ = 0 ist eine homogene!'® lineare (!) partielle Dgl in zwei
Dimensionen. Der Koeffizient an 0y hdngt nur von A\ ab, jener an 9y, nur von M. Ist das
aber einfach! Wer in Hannover durch die , Rechenmethoden® gegangen ist, der 16st so

etwas zu Fuf.

Der genannte Fuligidnger hat die folgenden drei Ideen :

1. ( neue Variable ) Sicherlich kann man eine neue Variable (die Stammfunktion von 1/M ist
t = In(M) ) so einfithren, daf die erste Operation ein 0, wird. Dann entsteht eine spezielle
zeitabhéngige Schrodinger—Gleichung mit ¢—unabhéngigem Hamiltonian. Anfangswert—

Problem abstrakt 16sbar per e-Funktion.

2. ( neue Funktion ) Der Zusatzterm vI'™ (man denke an ub = (H + const )1)) re—skaliert

nur und kann mit Abspalten einer e-Funktion beseitigt werden.

3. ( schwingende Saite ) Auch der 0\—Term muf} sich irgendwie in ein d, verwandeln lassen
(Stammfunktion von 1/8(\) ?!). Also entsteht'! [9; + 0, ] f(¢,z) = 0. Und hiervon ist die
allgemeine Losung f(t,z) = eine beliebige Funktion von (t —x) =: bel. (z —t). Fein. Alles

im Griff. Aber soweit nur ,,ideell® .

Der Variablensatz {@Q;} spielt nicht mit in der CS—-Gleichung (ist nur Parameter), also:
'™ (M, \). Die Assoziationen mit Schrodinger-Gleichung lassen wir wieder beiseite (es
lohnt nicht). Konkret beginnen wir mit der , Beseitigung® des —ny—Terms. Da (), sollte

dies der 0y Term bewerkstelligen. Wir brauchen die Stammfunktion nicht nur von 1/
sondern auch von v / { und schreiben solcherlei salopp als

/AdX (A / 5w /AdX / 5 - (e

Die Rest—Funktion f nach Abspalten des geeigneten Exponenten (siehe unten) definieren

wir nun gleich als abhédngend von d e n geeigneten neuen Variablen ¢ und z:

Ay A 1
TN = 5 f(t: In(M), x :/ - ) . (6.12)
g
Anwenden des CS—Operators auf (6.12) gibt nun in der Tat (9, + 9,.)f(¢t,z) = 0. Somit

ist f(t,2) = bel. (z —t), und
PN = 75 bel. ( /A Lo ) (6.13)

10 Zu massiver ¢*—Theorie ist sie inhomogen, siehe z.B. Cheng and Li [13], Gleichung (3.51), wird aber

homogen in the deep Euclidean region: ibid. Gl. (3.57)
1 Das ist bereits nur noch ein Halbschritt zur schwingenden Saite [0; + 0. ] [0y — 0. ] y(t,z) = 0.
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ist die allgemeine Losung der Callan—Symanzik—Gleichung (der masselosen ¢*~Theorie

bei Temperatur Null).

Bei (6.13) sind wir ohne besondere Miihen angekommen. Aber nun hiufen sich Fragen.
Was all das soll, ist wohl die schlimmste. Mit einer beliebigen Funktion kann man nicht
leben. Kénnten wir I'™ exakt ausrechnen, gut, dann wiire auch bel. bekannt. Aber dann
wiirde sich niemand mehr fiir letztere interessieren. Die einzige Weisheit in (6.13) scheint
in dem speziellen Argument von bel. zu liegen. Wir kénnen das Variablen-Paar M, ), so
veriinderen, daB sich bel. gerade nicht &ndert. Wir gehen dann auf einer Linie im
A iiber M Diagramm spazieren, auf einer Aqui-bel. ~Linie sozusagen. Die Linie beginne
an jener Stelle M zu welcher der zugehorige Wert A irgendwie experimentell ermittelt sei.
Andere Punkte \, M auf der Linie folgen dann aus

A A(M,M,X) _
/ Lo = / %— In (M) . (6.14)

Ersichtlich kann (6.14) unverziiglich umgeschrieben werden auf

X(M,M,A)l Wi
— = In(— , 6.15
L sm(w) 619

woraufthin nun wohl in das iibliche Geplapper einzustimmen ist, A sei die ,,running coup-

ling“. Soso. Da runnt sie also dahin auf der Aqui-bel. Linie.

6.4 ,running coupling® = bei M definierte Kopplung

Bei aller seelischer Zerrissenheit um das Thema dieses Callan—Symanzik—Abschnitts, einen
besonderen Reiz mag es wohl haben. Es handelt von der verzweifelten Bemiihung um

Aussagen jenseits der Storungsrechnung, um die Struktur der exakten Theorie.

Wir beginnen mit der rechten Hilfte der Uberschrift und rekapitulieren, was wir iiber
eine bei M’ definierte Kopplung A(M’) =: X wissen. Die Renormierungsbedingungen
(2.11)—(2.13) liefern Z,; und Z, als Funktionen von M, A. Mit diesen Funktionen Z konn-
ten wir die Beziehung zu A, bestiicken, so geschehen in (5.4). Der Abbruch der Stérungs-
reihe konnte dort natiirlich auch weit oberhalb A\? liegen. Sodann hatten wir, in (5.5),
M—-Unabhéngigkeit von A, ausgenutzt. In irgendeiner beliebig hohen Abbruchordnung

heifit das
Zg (A, M, N) B Zy (A, M N,

Ay = 2000y o Zedbno )
Z2 (A, M, N) Z2 (A, M, X))

(6.16)

Ist ein A bei M experimentell bekannt, so gibt das rechte Gleichheitszeichen X' . Das linke
Gleichheitszeichen hatten wir ein weiteres mal benutzt (in (6.6) im Abschnitt 6.2), um
uns die f—Funktion zu verschaffen. Auch diese Prozedur héngt natiirlich nicht an der
Abbruchordnung. Auch die Information iiber F()) ist also in (6.16) enthalten. Na gut,
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wiederholen wir auch noch die Definition (6.4) der f—Funktion:
B(A) = Mdy ANM) = diy A(M) . (6.17)
Es ist augenfillig, dafl (6.17) durch Trennung der Variablen aufintegriert werden kann :

AM A\ Mo M M

Das war, was wir schon wufiten : alter Tee.

Und nun blicken wir auf (6.15) zuriick, wie dort eigentlich das Objekt \ definiert war.
Sieh einer Kuckuck, (6.18) und (6.15) sind identische Gleichungen (M ist M'). Zwischen
N und X gibt es keinen Unterschied. Verdammt noch mal, ihr elenden Schreiberlinge mit

eurem nebulésen Wortgeklingel !

Vielleicht ist hierbei auch klar geworden, dafl wir uns von den Herren C und S hiibsch
im Kreis herum haben fiihren lassen — allerdings nur in bezug auf A(M) . Wie sich A mit
M &ndert, das steht schon im ,alten Tee“ (6.16). Und eine Abkiirzung fiir die Ableitung
MdpA(M) hitte uns schon im § 2 in den Sinn kommen kénnen. Aber mit Bezeichnungen

soll man sparen (sagt irgendwer in Wien).

6.5 Skalierung der Eingangs—Impulse

Wir kehren zu (6.13) zuriick, um etwas aus der allgemeinen Losung zu lernen, etwas
immerhin iiber den Satz der oo vielen I'™. Ubergang von A\, M zum Variablenpaar \, M
dndert bel. genau dann nicht, wenn (6.15) erfiillt ist (wihle z.B. M, bestimme zugehoriges
). Mit solcher Begleitmusik ist also

e E TN = e F TN (6.19)

oder unter Hinzunahme der bislang nur parametrischen Abhéngigkeit von den n Beinim-
pulsen @), -
POQ} MA) = e RETO({Q;} MLY) (6.20)

Sie sind gefdhrlich, diese scheinbar billigen Umformungen; darum die Ausfiihrlichkeit. Die
I'™ haben Dimension. Um selbige zu ergriinden, geniigt es, ein Diagramm exemplarisch

anzusehen (n Beine, n/2 Propagatoren) :

) =[O L) - 7] )

Mit einer dimensionslosen Funktion f,(x,y) kénnen wir nun (6.20) auch schreiben als

g, (191 0) = ey, ((9)5) 622
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Wir mochten gern einen Zusammenhang herstellen zwischen I'™ bei grofen Impulsen und
z.B. kleiner Kopplung mit '™ bei entsprechend umgekehrten Daten. Dazu multiplizieren
wir alle Q’s mit dem gleichen Faktor M /M , auf beiden Seiten von (6.22) natiirlich. Rechts
erscheint dann f,, mit den Argumenten {Q;/M} und X. SchlieSlich kehren wir von f, zu

'™ zuriick. Damit das rechts geht, ist zuvor mit M"* zu erweitern :

o) ({2, ) M) = (%)4_" e RE T ((Q}, MY (6.23)
Cheng + Li [13] handeln die gesamte Thematik auf wenigen Seiten ab (chapter 3, Re-
normalization group)'?. (6.23) ist dort Gleichung (3.68). Im Vergleich dieser beiden fehlt
jedoch noch eine Kleinigkeit, nédmlich eine mogliche Umformung des Exponenten in (6.23),
d.h. von f/\’\d)\’ v(X)/B(N) . Dazu ersetzen wir in (6.15) A\, M durch X', M’ und benutzen
diesen Zusammenhang, um von A zur neuen Integrationsvariablen M’ iiberzugehen :

N /
r M , 1 , bei N = \ wird M’ = M,
N n (ﬁ) = IN= g0 N X wivd v — T (6:24)

Ergo kiirzt sich $()’), und wir bekommen

—~
SN
~—

5N / M In
/A AN ;gi% - /M dM’% y(N(M')) = /0 dt v (N(Me")) . (6.25)

wobei t = In(M’'/M) . Es war ungeheuer anstrengend (Alterserscheinung denkbar).

Lassen wir doch abschlieBend einfach Cheng und Li zu Wort kommen [13]. Das Ver-
héltnis M'/M heiit dort o. Ferner bezieht sich der Kommentar (er folgt unmittelbar auf
(6.23)) auf massive Theorie, welche erst in einem asymptotischen Sinne (o — o0) in die

hiesige masselose einmiindet :

In this form the asymptotic solution I‘az) has a simple interpretaion. The effect of rescaling the

momenta in the Greensfunction I'™ is equivalent to replacing the coupling constant A\ by the effective
coupling A, apart from some multiplicative factors. The first factor o*~" in (6.23) is the canonical di-
mension coming from the fact that T(™) has dimension 4 — n in units of mass. The exponential factor
in (6.23) is the anomalous dimension term which is the result of summing up the leading logarithms in
perturbation theory. This factor is controlled by the y—function. Thus ~ is often called the anomalous

dimension (Wilson 1971).

The result in this section may be viewed as follows. The expectation that in the large-momentum
limit masses become negligible and theory should be scale-incvariant is too simple. Even without phy-
sical masses the renormalizable theory still has an energy scale as we must always impose normalization
conditions at some mass scale. Thus naive dimension analysis is generally inadequate and scale invarian-
ce is broken. However the dependence of the theory on this normalization mass scale is given by the

renormalization—group equation which expresses the effect of a small change of scale. In favourable cases

12 Warum nur ist dieses schéne Buch so weitgehend unbekannt geblieben. Vielleicht waren Itzykson

und Zuber [1] eine zu starke Konkurrenz.

41



when the inhomogeneous term in the Callan—-Symanzik equation may be dropped the solution indica-
tes that the asymptotic behaviour displays a certain universal character with operators being assigned

anomalous dimensions.

Renormierung ist eine Thematik, welche beziiglich Weisheit, Detailvielfalt und Ar-
beitsaufwand weit weit iiber den Rahmen hinausgeht, welchen Lehrbiicher [1, 2, 7, 13, 14]
tiblicherweise stecken (miissen). Wer einmal diesen Rahmen zu iiberschreiten hat, dem
hilft vielleicht ein kritischer Ubersichtsartikel von Guy Bonneau [15] weiter'®. Insbeson-

dere findet sich dort ein stattliches Literaturverzeichnis.

A Kugelwinkel in 4D

r=(x1, 19,23, 30) , rP=a°+a5+a5+a] . (A.1)

Setzen wir zg = 7 cos(1¥), so ist mit 22 + x2 + 22 = r?sin*(¥) auf 3D Kugelkoordinaten

mit radialer Koordinate rsp = rsin(¢) zuriickgefiihrt :
x1 = rsin(9) sin(p) cos(p)
xo = 1 sin(V) sin(p) sin(p)
x3 = rsin(¥) cos(p)
xg = 1 cos(V) : (A.2)

Die Funktionaldeterminante kann man (in 4D) von Hand ausfiihren und

8(1'1,1'2,1'3,1'0) ' 3 .2 :
= r° sin“(?) sin A.3

erhalten. Eine 4D Integration 148t sich also schreiben als

/ .. / drr/ dp/ dy sin(y /dz? sin?(d) ... . (A.4)

Zur Kontrolle sei die 4D Kugeloberfliche ausgerechnet :

Q= /dQ / dp/ dp sin(y /dﬁsm () :27'("2'%77'2271'2 . (A.D)

In welchem Lehrbuch mag so etwas Schones stehen : in Kaku’s QFT [14], § 7.5.

13 Diesen Hinweis gab dankenswerterweise Dr. H. Skarke (Wien).

42



Héufig wird der Integrand nur vom Kugelwinkel ¢ abhéngen, ndmlich wenn er das
Skalarprodukt P () enthélt. Die Winkel kénnen dann auf die ()—Achse bezogen werden,
Q = (Q707070)7 so da} P Q = POQ = PQ COS(??) =: PQC gllt

/d‘*Pf(P,ﬁé) - /Ooodpp?’ /de - 94/deP3 CfY (A.6)

0
Die Winkelmittelung kann nun teilweise ausgefithrt werden :

Cf) ::Q%/de(P,PQc) _ %/Oﬂdﬂszf(P,PQc) | (A.7)

Hierin steht natiirlich s fiir sin(1J) .

Im Text interessieren folgende Spezialfille von (A .7):

(1)y=1 <I)2>:P2<1—c2>:ZP2, (A.8)

<ﬁ> - 2(%*) (a®>1) , (A.10)
<%ln<ztz)> = 2(a-Va=T) (@21) (A.11)

Die J-Integrale fiir (A.9) und (A.10) gelingen mittels Bronstein. (A .11) lafit sich aus
(A.10) herleiten. Die beiden Seiten von (A.10) sind nédmlich (negative) Ableitungen
der (A .11)-Seiten nach a. Dafl beim Aufleiten von (A .10) beziiglich a keine Konstante

entsteht, zeigt (A.11) im limes a — oo

Das folgende Mittel iiber zwei Logarithmen 14t sich leider nicht voll ausintegrieren

aber fiir Gebrauch im Anhang D geeignet formulieren :

J(ab) = <§1“<Zii) hl(zti»

(a—\/az—l )(b—\/b2—l ) 1 1 T
8/ dr — In (
0 T

= ) (a®>, 0*>1) . (A.12)

1+x
Die auf (A . 12) fithrende Integrierkunst verdient Detail. Ersichtlich geht J(a,b) mit a —
oo oder b — oo gegen Null. Auch die Ableitung von J nach a hat diese Eigenschaft.

Insbesondere wird

4 [T/? —2s b+ s
8aj(a,b) = %/0 dﬁmh’l(b_s) — 0 (b—>OO) y (Al?))
so benotigt beim Aufleiten von
4 [ 25 25
» b)) = — dd
%0 J (a,0) 71‘/0 a? — 52 b2 — 52

4 1 1
TP \—5 P

B b2§a2 <\/aza_1- - \/be_l-) (A 14)
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beziiglich b:

4 Va2 —1 +V2 -1 a—b)
O0a J(a,b) = 1 , - A.15
J(ab) a2 —1 n<\/a2—1 — V-1 a+b (4.15)
Bei Aufleiten von (A . 15) beztiglich a bleibt zunéchst
> 1 Vaz -1 — b -1 a:+b)
b)=4 [ dx —=1 , - - A.16
J(a,b) a x\/ﬁ—l n(\/x2—1+\/b2—1 r—b ( )

stehen. Es ist erstaunlich, wie sich dieses Integral vereinfachen 1a8t. Wir substituieren
x=ch(t) (t=1In(x++v22—1), dv =dtsh(t)) und setzen b = ch(u). Das gibt

o ch(t) +ch(u) sh(t) — sh(u)
J(a,b) = 4/1n(a+\/ﬁ)dt In ( ch(t) — ch(u)  sh(¢) + sh(u) )

00 h gig)
= 8/ dt In t2
In(a+va?—T) sh (%)
00 1
= 8/ dt In Ch(i)
utIn(a+va?-1") Sh—(§)

o0 1 —t
_ 8/ dtln( +€_t) , (A.17)
In(b+vB2—1")+In(a+va2—1") I—e

wobei u = b+ v/b?> — 1 bedacht wurde. Es ist iibrigens a + va?> — 1 =1/(a—+va?> —1)

(fiir b entsprechend). Substitution e™* = x liefert nun das in (A . 12) angegebene Resultat.

(@]

S

B x(Q?) : Auswertung

Hier werden fiir § 2.4 zwei Terme der Funktion x(Q?) = x(0)+x1(Q?)+x2(Q?) untersucht,
néimlich der zweite und der dritte. Das Argument Q? liegt im Endlichen (Q* < A?). Unter
diesen beiden Beitréigen ist (2.28), d.h.

1 1
Xl(Q2) = / wO(Pz) == T (B.l)
P (P-Q)
ein rundum angenehmes Integral. Nach Blick in Anhang A ziehen wir die 4D Winkelmit-

telung ( ) nach rechts und sehen alsbald, da8 fiir wy die klein—P?~Version (2.44), néimlich
wo(P?) = 5 (LN — In(P?)) + O(P?/A?), ausreicht :

1672

(7235) ~ (= tmam) = 705

- 2_1 2 2
_ fTve TS PCZZ (a:: Pz;rQQ undc::cos(ﬁ))
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W@ = o [Cappugey (FEESEEE D) (B.2)

57 o T L
_ 871T2 0 "dP P un(P?) (% _ %) 0(Q" — P)
_ (1617T2)2/ dr (@ _1) (LN = n(r))
(@) = (322 7 <Q2 (@) - @ {LNJFgD _ B3

Es war die Stufenfunktion in der drittletzten Zeile, welche P? bei P? < Q? < A? festhiilt.
In der dritten Zeile haben wir die Weisheit (A .9) aus Anhang A geholt. (B. 3) steht als
(2.29) wieder im Haupttext.

Dem Term

A B
2\ __ 2 _ — i NN
(@) = /PwO(P) <P2+A2 P2 412 dito,, P—Q)

(B.4)

wurde schon im Text unter (2.30) Ubles nachgesagt. Bald wird zu sehen sein, daf8 die
runde Klammer, das Gewicht an wy(P?) also, erst bei Impulsen P? ~ A% abzunehmen
beginnt. Nichtsdestotrotz kann die Winkelmittelung herein gezogen und (A .9) benutzt
werden. Wir substituieren P2 = r, schreiben

Y2(Q?) = 1617T2 /Oodr rwo(r)< Aly — Bl > (B.5)

und haben

1 1
b= gm <r+Q2+A2—2\/FQc>
o T+A2+Q2—\/(T+A2+Q2)2—47“Q2I ©.6)
r 4+ A2 27 Q)2 ' '
In /5 gibt es den kleinen Parameter Q? < r ~ A%. Nach etwas miihseliger Entwicklung

(man nutze (a — /) = (a®> =/ )/ (a+ /) aus) ergibt sich
£A=Q2ﬁ0+o(%)) : (B.7)

In der r ~ A*-Region hat wy(r) nach (2.50) die Gréflenordnung 1. Es ist mehr eine Art

Zwischenergebnis, wenn wir nun

2 _ 2 o2 Q'
x(Q7) = 207 2 Q +O<A2) (B.8)

schreiben und den Koeffizienten ¢, als Integral stehen lassen :

g = Q%Awdr [167?2100(7")] ((T+TA2)3 T +TF2)3) = O(1) . (B.9)

Jenes grobe O(1) rechts in (B.9) folgt, wenn man die eckige Klammer = 1 setzt. Strenge

Auswertung des Integrals erscheint aussichtslos. Mit (B . 8) und (B .9) haben wir jedenfalls
die Behauptungen in (2.31) beieinander.
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C ¢y : Asymptotik bis ¢

Hier wird ein mehr technisches Detail zu § 3.2 nachgetragen, ndmlich die Auswertung des
Beitrags ¢r zum einfachen thermischen Loop by . Dieser Anhang mausert sich alsbald zu

einem Lehrstiickchen in Sachen asymptotische Entwicklung.

Ausgangspunkt ist der Ausdruck (3.24), d.h.

hZ[ : ; ] L [Ty n(VIEEE) ) (1)
cr = = — P — )
T4 22 Jo Vm? + p? p

aus dem Haupttext. Man male eine p-Halbachse und bringe die Marken m und 7" darauf

an. In der Region T (Breite ~ T) hat der Integrand die GréBenordnung m?/T (nicht

faul sein: p = T setzen und ein wenig entwickeln), und der Integralbeitrag ist ~ m?.

m2 + P2 P2

Von der Region um m kommt jedoch ein Integralbeitrag ~ T'x(Reichweite m). In diesem
soft-Bereich kann die Bose-Funktion durch 7'/Argument gendhert werden. Also spalten

14

wir versuchsweise™® wie folgt auf,

1 o T T mT
_ dnn? S Sep = ——— ) C.2
freuen uns, dafl der fiihrende Term der cy—Asymptotik so einfach war, und stiirzen uns
auf den Rest

/m? + p? p m2+p*  p?

Dies lesen wir als drei Integrale, weil die beiden letzten Terme einander brauchen, um

1/0°°dpp2 (V) e T T

Konvergenz abzusichern. Im ersten Integral substituieren wir \/m? + p?> = x (x von m
nach co). Im zweiten benennen wir nur p in  um (x von 0 bis c0). Auch mit den beiden
Anteilen des dritten Integrals mochten wir gern dieserart verschieden verfahren, weil sie

offensichtlich je einem der ersten zugeordnet sind. Stichwort, obere Grenze kontrollieren :

N T 2 N vV INZ4+m?2 2 _ .2
/dp (T—igp 2) = /me—/ A A
0 m*+p 0 - x
m o) 2 _ 2
- /me—i—/ dx (T—T7M> , (C.4)
0

m X

denn die Differenz in den oberen Grenzen (mittlerer Ausdruck) ist wegen VN2 +m? =
N + O(m?/N) unerheblich. Die gewiinschte Zuordung ist nun méglich und liefert

Sop = —— [/Ood:c (Vi —2) (n(x)—z)—/ozxx (n(x)—z)] . (@.5)

2
2m m x x

14Es ist typisch fiir die Mithen um asymptotische Entwicklungen, dafl man zu probieren hat, zu spielen,
und mit Konsistenzannahmen zu arbeiten. Gescheit abspalten ist ein gutes Stichwort. Es geht nicht ,,von
selber®. Das Stricken von Begleitphilosophie ist die Kunst.
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Nach Skalierung x — ma und mit dem kleinem Parameter m =: o,

2

e’} 1
5CT:£ |i/ dx (\/{1}‘2—1 —LE')T—/CZILUT] y T := ! _i ) (06)
27T2 1 0

wird deutlich, worauf es jetzt ankommt. Die noch einzubeziehende Ordnung g* ~ m? ist
erreicht, und in der eckigen Klammer ist alles mitzunehmen, was unter ¢ — 0 endlich
bleibt oder anwiichst. Im ersten Integral verbirgt sich ein In(o) , herrithrend von grofien x.
Um dies zu sehen, helfen Abspaltungen von gro-z-Asymptotik : erstens 22 — 1 —z =

—1/(2z) + [V2? =1 —2+1/(22)] , und zweitens

-1 1 2
und Tl = - . (C . 7)

T=" o+ 7T it To=
ot T T 2401 e’ —1  ox(2+ o)

Ty kontrolliert grofie x am schwéchsten. Zu ¢ — 0 geht T gegen —1/2, aber T gegen
Null. ez kann nun wie folgt zerlegt werden :

2

m .
(5CT = ﬁ[J1+J2+J3+J4:| mit (CS)
Jl = —/ dl’iTO s JQI/ dx (\/1’2—1 —.flf‘i‘i) TO s
1 2z 1 2z

0o 1
Jy = / dz (\/x2—1—x>T1 , J4:—/dx:cT . (C.9)
1 0

J3 ist ein unangenehmer Geselle, den wir uns als letzten vorknopfen. In J; ist In(o) das
Interessante, wihrend die anderen drei den Limes o — 0 aushalten werden. In J; und
Jy ersetzt dieser Limes T bzw. T durch —1/2. Asymptotik—-Kunst beendet, Integrieren

konnen die Leute schon eher:

1 o 1 1 1
J1:—1hl<§) , J2:—§+11n(2> s ']421 . (C10>

Zu Js wollen wir zuerst ¢ — 0 ausfithren, wobei die Skalierung  — z/c hilfreich ist :

1 [~ x? x 1 2
S R — ) 11
73 O’/U dz( o? 0) (e””—l 2x+x2) (C.11)

Man sieht nun, daf§ die erste Klammer schlicht in —o/(2x) iibergeht. Die untere Grenze

kann getrost auf Null geschoben werden'®, und wir haben damit

1 />~ 1 1 2 1
S N - ' 12
73 2/0 T <ex—1 2x—l—552> 2 ) (C.12)

wobei der rechte Ausdruck darauf verweist, dal das Integral im Limes s — +0 aus
o0 1'8_1 2 x8—2
I(s) = d — C.13
() /0 v (ew -1 2+ x) ( )

5Interessieren weitere Terme der Asymptotik, so ist natiirlich die Differenz zu addieren und zu unter-

suchen.
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erhalten werden kann. Es gibt einen schonen Trick, um mit I(s) in 0 < s < 1 fertig zu

werden. Wir subtrahieren und addieren niamlich in der Klammer den Term 2572, so da8

I(s) —/Oodx v — 272+ /Oodx v (C.14)
A er — 1 o 24z '

2

wird. Generell (s beliebig reell) ist iibrigens statt 2*° d i e Linearkombination aus

Potenzen (incl. hoch Null) von 1/z einzusetzen, welche das Integral an beiden Grenzen
konvergent halt. Mittels (H.36) bekommt (C. 14) die Gestalt

I(s) = ¢(s)T(s) + 2°7'D(s)T(1—s) . (C.15)
Der limes s— 40 ist im Anhang H durchgefiihrt: (H.45). Das Resultat ist

1(0) = % [vy—In(7)] und somit J3= —iWﬂL iln (m) . (C.16)

v ist die Euler-Konstante.

Das wars. Die vier J-Resultate bilden dcr , und dieses komplettiert (C.2):

mT m? ArT
=TI T {1‘27”1“(7)} ' (C.17)

Im Haupttext wird (C.17) als (3.25) iibernommen. Das Rad wurde hier zwar auf eigenem

Mist neu erfunden. Aber bis zum g2 Term im thermischen Loop waren auch schon andere

Leute vorgedrungen [16].

D Ipp= ZQ wrwr : Auswertung

Der Abschnitt 4.2 wird hier mit Detail versehen. Wir beginnen mit dem Anteil
IfTT )
in welchem 37, durch [, = (27)7* [dgo [d’q zu ersetzen ist. wr steht in (4.16). Das

Argument Qy = w? degeneriert unter fQ zur Integrationsvariablen ¢y, und ¢ ist der

Betrag des Dreier-Impulses. Der Ausgangspunkt lautet also

1 ]_ 2 ]_ &) e’}
fopp = — 3 1
Irr 161 (871‘2) /dQO/d q q2/0 dpn(p)/o dkn(k) L(qo,q,p) L(q0,q,k) (D.1)

mit
N 1
L(qo,q,k) = A, A, U, / d : )
oo} = A U e P+ (=P
N — oo ist erst nach Anwendung des Operators U, moglich. Unter Weglassen von
O(1/N)-Termen entsteht

Lo, 0. k) = A Ay [ln ((qo + ik)?j\jt (k — q)z)

(D.2)

- ln<A2+(qo+ig2+(k—q)2) o <T2+(qo+ig2+(k—q)2) } D-3)
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Man sieht nun, daf hier die In(/N)’s heraus fallen, ndmlich wegen A — B = 1, s. (1.2).
Nach Ausfiihren der beiden Antisymmetrisierungen werden die Logarithmus—Argumente

reell. Der regulatorfreie In vereinfacht sich dabei zu

In (q% +q¢* +4k:q+4k:2)

=: ] D.4
@+ ¢ — dkq + 4K? n ) (D-4)

wihrend A— und B-Term mit Blick auf das spétere Weglassen von O(1/A?)-Termen wie

folgt vereinfacht werden kann:

8kq 8kq

L(qo,q,k) =1 - +B : D.5
(0a.k) =m(  )-Ap st B s (D-5)

Dies setzen wir in (D . 1) ein, bezeichnen ¢2+¢? mit r? , denken 4D-euklidisch und erinnern
an (A .4) mit nun d*z = dgy d*q, sowie ¢ = rsin(¥) =: rs. Damit 1i8t sich I/ 77 als p-k-

Integral iiber eine Winkelmittelung begreifen :

g = < ! )2 ! /OOan(p)/oodkn(k) W (D .6)

82 ) 16m? 0

W = % drr < 8—12 [ In, — 8prsC(r)] [ In, — 8krsC(r)] > : (D.7)
0
wobel
r? 4 4p?® + 4prs A B
In,:=1 = — k . D.
n, n (r2 o 4pr5) und C(r) L T (kurz C) (D.8)

(D.7) spalten wir nun per W = W, + W, auf in einen ,interessanten* Term W, , welcher
die Pauli—Villars—Regulatoren enthélt, und in W, mit dem restlichen Produkt zweier Lo-
garithmen. Dessen Grofi-r—Asymptotik wird (fiir Konvergenz sorgend) in W, subtrahiert
und in W, addiert:

W, = 2 drr 64pk+64pkr202—8pr0 llnk — 8krC 1ln , (D.9)
NG 72 s s P

° 1 64pk
W, = 2/\/Edrr<<?1nplnk>— 7“2> . (D.10)

Die Kontrolle der unteren r—Grenzen ist nur erforderlich, solange Wi, W, separat be-
handelt werden, Bei den Mittelungen in (D.9) kommen wir mittels (A .11) weiter und

erhalten
%

r

1 1
<;1nk> = (PR -4 — (D.11)
Die rechts stehende Vereinfachung ist erlaubt, weil r—Werte in der Gréflenordnung von k
oder p ersichtlich nur in O(1/A?) bei W; zu Buche schlagen. Nach Substitution r? = ¢

entsteht

A B
t+ A2 t4+12

W1=64pk/ dt GHC?—zC) , C= (D.12)

£
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Die t-Integrationen sind elementar. Resultat :
W1:64pk(—1n(5)—1+LN>+O(A‘2) (D.13)
mit LN siehe (2.45).

Es bleibt W, auszuwerten. Das Winkelmittel in (D.10) haben wir (a, b geeignet
wéhlend) in (A.12) stehen. (D.10) erhélt damit die Gestalt

VN 2 4 g2 2 4 g2 4
W2:2/ drr [j<a:r+p’b:r+k‘)>_6]§k}
e 4dpr 4kr r

(D.14)

N—oo

Fiir die obere z—Integrationsgrenze (=: upper, 72 =: y) in (A .12) ergibt sich

2 _ _ 2 2 _ _ 2
(a— V&=T) (b - vVIE=T) = LTIy 4116”(5”’“ b= 2D (p 1)
PrRY

so daB J = 8 [;"""dz L In(1E2) entsteht. Das Doppelintegral iiber  und x sicht nur im
ersten Moment {ibel aus. Via Vertauschung dieser Integrale sird sich W, alsbald exakt

auswerten lassen. Sei oBdA k < p. Nach Substitution 7? = y entsteht dann

N 64pk aw? w* N N
W2=/ {j__]:/dyij/ dyj+/dyj—4pk/dy—. (D.16)
c Yy € 4k2 4p? € Yy

Unter dem ersten Integral wird upper zu y/(4pk), das zweite hat upper = k/p, und im
dritten ist upper = 64pk/y . Integrale-Vertauschung hat nichts mit dem Integranden zu

Py k 4k? N 4pk apk N K ipk
: 0 dpkz 4p? JO 0 4p? ko Jap?

Die Vertauschung im zweiten Integral in (D . 16) ist trivial. Da J nicht von y abhéngt, sind

alle y—Integrale bequem ausfithrbar. N noch im Endlichen belassend entsteht zunéchst

k 4pk
W, = —64p/<:/pdxln< ) SN/ dm—ln<1+x)
0
—|—64pk/ dx[%ln(lex)—g] +64pk/ d:)sg—64pk:ln(N) . (D.18)
x 1—=x T apk T €

Nun N — oo auszufiihren ist vergniiglich: der zweite Term wird zu 64 p k und der dritte

bekommt untere Grenze Null. Mittels

1 1+ 2 1+ 1 14z 14z
= ln(l—x>_5_ln<1—x> = 0, [_Eln<1—:1:> —xln(l_x>—2ln(1—:62)} (D.19)

kommen wir an bei

(p— k)?

(p+#)?,
2pk

ook n(p+k)+

W2:—64pk:{ln(5)+2—ln(2)— ln(p—k:)] . (D.20)

An das Argument von Logarithmen sind iibrigens stets Betragsstriche hinzuzudenken :
In(...) :=1In(]...]). (D.20) zeigt schon, dafl die anfingliche Unterstellung p < k keine
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Einschrankung darstellte. Nach Blick auf (D.13) folgt fiir die Summe W = W; + W,
daf

(p+Fk)?

=64pk |1 —2In(2)+ LN —
W =064p { n(2) + ook

ln(p+k)+@2;.#ln(p—k)} . (D.21)

Der Integrand von (D.6) ist hiermit explizit geworden. Nach Skalierung p — Tp und
k — Tk folgt

IITT:< 1 ) AT <[1—21n(2T)+LN]/OOzlpepp_l/dk k 1—%@1) . (D.22)

872 ) 72

Obiges Doppelintegral wird mit (G.9) zu 7/36. Auch U ist ein Doppelintegral. Es wird

auch spater noch benétigt :

U = /Ooodp 6p1_1/000dk: 6%1[(p+k;)21n(p+k)—(p—k)%n(p—k)}

o0 1 R k*In(k k*In(k
s [ R BN

In der eckigen Klammer kombinieren zweites und viertes Integral (in diesem: k — —k)
schén zu [dk k* In(k) = p*In(p)/3 — p*/9, so daB

_ : _ 2 _
U = U +Us mit ul_/o dk k ln(k)/o dp 5 <€k_p_1 ek+p_1)

L= pPla(p) 1/~ p°
= _ - = ) D.24
und U 3/0 dp 1 9/0 dpep—l ( )

Partialbruchzerlegung fiihrt auf

k21n(k;) o k1 1 1
U = | dk d - . D.25
! /0 ek 1/0 p[ep+k—1+ep+k—1 ep—k—l] (D.25)

Es folgen p—Integration, eine partielle Integration (im Nenner—freien Term) und die Ad-
dition Y =U; + Uy :

5 Bln(k) 2 [ k3 m 2
_z = T m@r) -z -2 D.2
U = 3/Oalk P g/odkek_l 9[n(7r) 23| 910 (D.26)

Rechts hatten wir das erste Integral aus (H.35) entnommen, wihrend das zweite bereits
n (G.9) steht. Wir bestiicken (D.22) und erhalten

oy = <$ %2)2{[1—2111(2T)+LN] —2[111(2%)—23—1—25]} , (D.27)

d.h. das in (4.19) angegebene Resultat.

Wie in (4.18) notiert, hat Ir7 noch seinen zweiten Anteil

ohne
I, .
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Wie sich bald zeigt, benotigt er keine Regularisierung, weil seine Integrale ,,von alleine®
endlich bleiben. Diesem Umstand vorgreifend, darf in wr, siehe (4.16), der Operator U,
entfallen und ebenso ¢ im dort nachfolgenden Nenner. Ausgangspunkt ist somit

ohne

onne ]- © © ].
I = / dp n(p / du [A A

TP+ p—q?

1 o > 1
: dk:nk:/dvA/A . D .28
|y [Cwap e — | 002
Dafl wir hier — bei allem Respekt vor Arnold-Zhai’s elegantem Verfahren [4] — bei

Auswertung von (D . 28) einen alternativen Weg gehen, beruht im wesentlichen auf Eigen-
sinn. Es mufl auch ,direkt“ gehen. Einige Integrierkunst ist vorzuzeigen. Und am Ende

wird ein unabhéngiger Test gelungen sein.

Der erste Schritt zur Behandlung von (D.28) wurde bereits mit (4.12) vorbereitet.
Die dortige z—Integration kann an das Produkt der beiden Briiche herangezogen werden.
Natiirlich steht nun Qo = w@ fiir das Py in (4.12):

ohne 1\* 1 [> [~ > R
Irp = (@) ﬁ/g dq/ dpn(p)/o dkn(k)/o du/o dv

0
—1
[Aq -Ap Aq’ -Ak (2—> / dz n(z)ignoriere Pole (F(Z) + F(_Z)) :| a(D : 29)
vl D d=a
und dies gilt — wir machen die Pole explizit — mit
1 1 1 1
F F(—2) =
(2) + F(=2) z—p—w, z—ptw, z—k—w, z—k+w,
1 1 1 1 | (D 30)

_l_
z+pt+w, z4+p—w, z+k+w, z+k—w,
wobei wy i=Vu+(p—q¢)? und w,:=+\v+ (k—q)?

(D . 30) zeigt, dal wegen der voranstehenden A-Operationen jeder der Nenner im rechten

z—Halbraum Null werden kann, und erklart die Signums
o(x) :=sign(z) n(lz|) , o(—z)=—0o(z) (D.31)
im Resultat:
-1
271 D
( a(p — wy) 1

2w, (p—k—w,)?—w?

dz n(2)igno.. <F(z) + F(—z)) =

+ ditowu—>—wu) + dito k mit p vertauscht - (D . 32)

und w, mit wy
Die soeben genannten Vertauschungen sind unter den in (D .29) vorgespannten Opera-
tionen erlaubt (w—Vertauschung wegen ,,u mit v, | p mit £ und ,,¢ mit ¢’“), so dafl das
rechtsstehende zweite dito nur einen Faktor 2 beitrdgt. Aus (D .32) wird also

o(wy, + p) N o(w, —p)
wy [v+(k—=¢q)* = (wy +p—k)?]  wy [v+(k—¢)* = (wy, —p+k)?]

(D.33)
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Wir sehen, daf} hiermit das Integral {iber v ausfithrbar ist. Da die Variable v nur via w,
vorkommt, empfiehlt sich die Substitution ¢t = \/u + (p — ¢)? . Zwischenresultat :

e 1 2 1 o) [e'e) [e’e) 0
[ L _2/ dq/ dpn(p)/ dk n(k) AquAq/Ak/ dt (= o(t+p) -
s 7 Jo 0 0

lp—q|

‘In((k—¢)*—({t+p—k)*)—o(t—p) 1n((k—q/)2—(t—p+k;)2)” E (D . 34)

q9=q

Nach einigen naheliegenden Schritten entsteht

onne 1 2 o0 >
Loy = —2 (@) /dpn(p)/ dk n(k)
™ 0 0

00 lp+al-p lp+aql+p ¢ — 9%k t— 2%k
/dq / dt +/ dt | o(t) m( T4 4+ ) . (D.35)
0 lp—al-p lp—al+p t—q—2k t+q+2k

Nur das g—Integral hat keine Bosefunktion vor sich. Also versuchen wir, es mit dem t—

Integral zu vertauschen. Mit etwas Malen ergibt sich, dafl
o0 o0 t+2p Doppelintegrale, welche ver—
/ dq [ } = / dt / dqg + schwinden weil der Integrand (D.36)
0 0 t=2p in ¢ und in ¢ ungerade ist

Weil im verbliebenen Term ¢ positiv bleibt, wird o(t) zu n(t). Die g—Integration ist

ausfithrbar :

[ (%)2 /0 S dpn(p) /0 " dk (k) /0 i n(t)

[@+k+pﬂn@+k+py—@—k+pﬂn@—k+m —cm%éﬂ].(Dﬁn

Das Dreifachintegral existiert. Sein Integrand ist in den Variablen p, k, t total symme-
trisch, d.h. invariant unter allen Zweier—Permutationen. Zur Erinnerung, mit ,In(x)“ ist
stets In(|x|) gemeint, es gilt also d,In(z) = 1/x auch fir x < 0.

Zur weiteren Auswertung skalieren wir zuerst per p — Tp, k — Tk, t — Tt, und

unterteilen ein wenig:

ohne T2 2 o 1 * 1
It = |13 0 dp ——Kp) . K(p) = | dk — T(p,k)  (D.38)

0

©
Tlp, k) = /dt — [(t+k+p)ln(t+k—l—p)
i -
(t—ktp)In(t—k+p)— ditopé_p]

> t In(t) > t In(t) ,
- /p dtm—/p &t e 1~ 4oy

+k —k

o 1 1 )
= /0 dt t In(t) ( g s B s dltop_>_p> + Rest. (D.39)
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Wie schon sich nun der

p+k 1 p—k 1
Rest — — / dt iﬂﬁ / g B0 (D 40)
0 0

et—p—k _ 6t—p+k -1

vereinfacht, indem man die beiden dito-Terme per

/O_Gdt (1) = —/Oadt f(—t)  und Loy (D 41)

bearbeitet, das sei des Lesers Vergniigen. Er erhélt

Rest = /p+kdt tIn(t) = (p;k)2 In(p + k) — (p —21{:)2 In(p— k) —pk . (D .42)
p—Fk

Es 148t sich erahnen, dafl man nun das ¢t-Integral in (D . 39) besser so stehen 148t und

sich im néchsten Schritt um das k-Integral KC(p) kiimmert :

K(p) = Ki(p) = Ki(=p) + Ka(p) ~ mit  Ky(p) = /Owdk je_Stl

(D.43)

S 1 1
Ki(p) = / ak — 1/ dt t () (o — =7 )

1 1 el=p
_ / dk/ dt tInt 6tp_1[etpk 1+€tp+k_1+1} . (D 44)

wobei die zweite Zeile von (D . 44) mittels Partialbruchzerlegung entstanden ist.

Wie schon, meint nun wohl jeder im ersten Moment, das k—Integral kann an die eckige
Klammer gezogen und elementar ausgewertet werden. Aber das wird falsch! Eine {ible
Falle steht bereit.

Nebenstehend sind die Pollinien des Integranden aufgemalt. Sie
schneiden sich bei t=p. Wie es in der Gefahrenzone (Halbkreis)
zugeht, lernt man am besten an einem einfachen Modell. Es ent-
steht aus Ky (p) indem wir ¢1In(¢) bei ¢ = p nehmen (und weglas-

sen), per t — t+ p verschieben, die Nenner vereinfachen und vor-

sichtshalber den exponentiellen Abfall des Integranden bei grofien

k, t durch Abschneiden bei k = a bzw. t = b simulieren :

M(p):/:dk: ::dt%[ﬁ—ﬁ] :[dk: </€p+/0b) dt ..., (D.45)

denn der Integrand + [ — 7% | =1 [ =7 — 7= | = == Ist eine gerade Funktion in

t und in k. Fiithren wir zuerst die t—Integration aus, so folgt

erstt __ ¢ l p+kb+k /a/p/ = 1+k
M /Edkkln o ak i (127) (D .46)
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denn hier war ¢ — 0 gefahrlos ausfiihrbar. Jetzt vertauschen in wir in (D.45) das k-

Integral mit den ¢—Integralen und erhalten

Me“““:</oi/0b) dt%{ln(iti)—ln(iji)] (D.47)

Ist es nicht sehr verfiihrerisch, mit ¢ — 0 im Kopf den zweiten In einfach wegzulassen ?

Er wire gar nicht erst entstanden, wenn wir von vornherein bei ¢ = 0 geblieben wéren,
mit falschem Resultat. Das ist die Falle.

Natiirlich sehen wir nach, wie es richtig wird. Hinter jedem der folgenden leeren Inte-

gralzeichen denke man sich dt In (%) stehen :

p/a b/a p/e b/e 00 () p/e 00 a/p a/b p/e
R A A A A B P N S A |
0 0 0 0 a/p Ja/b —b/e 0 0 0 —b/e

vle 1 /1
= 7T2+./\/l°r5tt—/ dt—ln(l—_l_i) — M bei e—0 . (D.48)
—b/e -

Beim zweiten Gleichheitszeichen der oberen Zeile war die Substitution ¢t = 1/7 beteiligt,

und obiges 7% beruht auf 2 = 4 foldt 1ln (1) =38 foldm U};(fi = 72, siche Bronstein.

Fazit: will man die Integrale in (D .44) vertauschen, so mufl zuvor das k-Integral e—

kontrolliert werden.

Weiter mit (D .44) — aber nun mit e-Kontrolle am k-Integral :

Ki(p) = /Ooodt tin(®) [ln (1—e7) —ePIn (1 — e "7 } . (D.49)

et-r — 1

Die eckige Klammer 1483t sich als
[ } =—("P=1)In(1—-e"Pe®)+t—p+In(e"?°—1)—In ("7 —e) (D .50)

schreiben. Und jenes e™¢ im ersten In-Argument diirfen wir getrost 1 setzen. Das gibt

oo _ o0 t2 —tp lnt
Ki(p) = —/0 dt tln(t) In (1 —e™*7) + / dt%
> tln(t) e —1
+/0 dt —— = In (et_p_e_s) . (D.51)

Erkennen Sie die Falle? In der zweiten Zeile ist sie prapariert : nicht jetzt schon ¢ = 0!
Der dortige letzte Logarithmus wird rasch Null, sobald ¢ — p den e-Bereich verldfit. Also
kann ¢In(t) als pln(p) vor das Integral wandern und das Argument des letzten In linea-

risiert werden :

[ee] 1 _
2. Zeile von (D.51) — pln(p)/ dt — In (t 8) — —7m?pln(p) .  (D.52)
o 1 t+e

Sogleich ist vor einer weiteren Falle zu warnen. In ;(—p) — so in (D.43) enthalten —
tritt der Term (D .52) nicht auf: der Pol bei ¢ = —p wird dann von ¢ nicht iiberstrichen.
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Wir blicken auf (D .38) zuriick und sind froh, endlich alle drei Bestandteile von KC(p)
zu kennen. Fiir KCy(p) , siehe (D .43) und (D .42), steht ndmlich bereits die p-integrierte

Version bereit :

* 1 1 a5 [ Bn(t) 1 [ mt
d = cu - =2 a = a - D.
/0 p g1kl = 5U — 55 6/0 et —1 9/0 =1 36 (D%

denn fiir U , siehe (D . 23), hatten wir (D . 26) erhalten. Nach partieller Integration im ers-

ten Term von (D . 51) und mit vetauschten Doppelintegralen schreibt sich I;h; inzwischen

wie folgt :

T2\’ o 3 17 [~ 1 1 1
L = dt |21 - d -
T (47r3) {/ [2 n(t) - 4}/0 P —1 <et—p—1 et+p—1)
1 1
2
/d” / L —1<etp—1 et+p—1)
> tln() 5/°° t31n(t) 1/ t3 m
dt ——~ dt ———2 — = [ at . D.54
/0 d-16)," a1 9),"F=1" 36 (D.54)

Sind wir etwa soeben blind in die bekannte Falle getappt und hétten vor Integrale—

Vertauschung fooodp durch f;odp ersetztn miissen ? Schreck lafl nach! Die Antwort ist
Nein und beruht darauf, dal der mit ¢ — 0 verschwindende Zéhler den Gefahrenbereich
entschérft. Auch in (D.24) hatten wir schon einmal Gliick.

Die nun zu (D . 54) anstehenden Partialbruchzerlegungen sowie gelegentliche Riickvertau-
schung per [“dt [Fdp = [“dp [}dt seien nun des Lesers Sache. Er erhilt

e T2\ (5 [ t3ln() 3 [ ° tIn(t) 7
e dt ——= — = [ dt —— dt —— —— 4+ (D.
= (47?3){2/0 et — 1 4/0 et — 1 /0 et —1 36} (D 55)

und staunt dariiber, wie doch recht einfach das Endresultat ist. Mit (G.9) und (H.35)

geben wir ihm noch die Gestalt

ohne T2\ 4 it 7t
s ) D O A D .56
T <47r3> { 6T T } ’ (D 56)

welche als (4.20) in den main text iibernommen wurde.

E I,yr=2 ZQ wowr : Auswertung

Im § 4.3 hatten wir gelernt, dal Iyr nur in der Differenzbildung Iy — —T2 x(0) benotigt
wird und daB der x—Term zwecks A*-Kompensation dem [—Anteil von Ipr zuzuordnen

ist. Gemdfl (4.24) wartet also als erstes
AT i= Tor = 5T(0) = 2 [ wo(@%) [wr(@?) — wi (@)
auf Auswertung. Wie schon fiir (D.1), (D.2), entnehmen wir wr(Q?) aus (4.16), hier
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jedoch nur einmal. w3 (Q?) steht in (4.17). Wenn wir dem dortigen Vorfaktor 7%/6 die
Gestalt & [“dp n(p) p geben, entsteht

A =2 [ @) g [ nte) | o) =00 (®.1)

Setzen wir (D .5) fir £(qo, g, p) ein, so kompensieren sich die A— und B-Terme. Es liest

sich irgendwie besser — insbesondere mit Blick auf Anhang A — wenn wir Q? = r?

setzen, d.h. ¢ +¢° =" in (D.4), sowie [, = (2m)7* [d'z
11 1 [~ r? +4p* +4pg\  8pg
A =2— d* 2) = / d 1
8n2 (2m)* / @ wo(r) q Jo prip) | In r2 +4p? — 4pq 2

11 < N 1 r? + 4p* + 4pq 8
= 3 (2%)4/0 dr r° wo(r )/0 dp n(p) l<mln (7’2—|—4p2—4pq —2 | (E.2)

(A .4) bis (A . 6) haben soeben zur zweiten Zeile gefiihrt. Mehr noch, (A . 11) bewerkstelligt
die Winkelmittelung. Nach Substitution r? = p folgt

1 1 [ o0 1
Al = 17 / dpn(p)/ do wo(0) ~ (9+4p2—|9—4p2|—8p2)
) 0 p
1

Ohne wy(p) spezifizieren zu miissen, sind wir hiibsch weit voran gekommen. In (E . 3) wird

wp nur bei o < 4p? befragt, und 4p? wird wiederum durch n(p) festgehalten, weit unter
A? . Es geniigt also, in (E.3) die klein—p-Asymptotik (2.44), d.h. (LN — In(p)/(167?) fiir

wop(p) einzusetzen. Die p-Integration wird damit elementar, und wir kommen an bei

Tt 1 o0 p31n(p) o0 p?
A = 2 [ d 2In(2T) — 3 — LN/ d
4 (27r)4< /0 b1 + [2@D) -3 ]/0 pep—l)

1 T2\2 3
= (EE) g[—4LN+811’1(47TT)—8z3—6] . (E.4)

Dies ist (4.25) im main text. Die Integrale hatten wir soeben aus (G.9) und (H.35)

geholt. Mit dem ersten Iyr—Anteil sind wir recht ziigig fertig geworden.

Nun steht an, auch den zweiten Ior—Anteil auszuwerten, nidmlich
Top" = 2325" wo(Q) wr(Q?) .
Wir ziehen unverziiglich (4.12) zu Rate. Um F(z) zu bilden, ist Qy = w? durch —iz zu
ersetzen. Letztlich sorgt die Bose-Funktion n(z) in (4.12) dafiir, da§ wir auch hier wy
bei kleinem Argument nehmen diirfen, d.h. wy(Q?) — [LN — In(¢* — 2?)] /(167?), siehe
(2.44). Aus gleichem Grunde — bald sieht man, dafl dies funktioniert — koénnen wir

in (4.16) die U,—Operation weglassen :

ohne dgq _]. LN - 1I1(q2 - 22) 1
I ; = 2 d ignoriere Pole
0T /(271.)4 <27TZ) /19 < n(z) g Pol 1672 8712q
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o0 o0 1
. d d dito,_,_,
/0 pn(p)/o u A, A, (u—(z—p)2+(p—q)2+ ito )
_ 121/00d ()/Ood A/wdj (E.5)
) = ) 1t ; p n(p ; q q qo u :
mi

j:<2__ﬂ1i)/de(z)ign_[ LN — In(¢? — 22) - LN2—1n(q2—z2) 2}. (E.6

(z=pP-u—(p-9?* (=+pP-u—(p—q

Die Konturintegration liefert zwei Sorten Beitriage, J = J; + J2, ndmlich jene (J;), die
sich per Residuensatz aus den Polen ergeben, und jene (J2), die von den Wegen entlang
Schnitt (ab |¢| nach rechts aulen) des Lorarithmus herrithren. Fiir 7, kénnen wir aber
auch In(¢g* — 2?) als In(|q| — 2z) + In(|g| + 2) schreiben, den zweiten Term weglassen, den

ersten integral darstellen,

1n(|q|—z):/ooodt (tiﬁz_;_ M) , (E.7)

und erneut den Residuensatz bedienen. Mit Notationen wie in (D.30) und (D.31) folgt

Ji = U(U;TZ_ZQ)[LN—IH((wu+p)2_q2” +U(u;uT:p)[LN—ln((wu—p)2—q2” ’
S _/|q| dtn(t)((15—17)2—10—(19—@1)2Jr (t+p)2—u—(p—Q)2] ' (E-8)

Geméfl (E.5) mochten nun beide J ’s iiber u integriert werden. Fir J; empfiehlt es sich,
wy, = \/u+ (p—q)? als neue Variable ¢ zu substituieren. Bei J, ziehen wir das u— am

t-Integral vorbei und fiithren es aus:

/Oocozu T = l/h:ﬂjL/:ql_Jdta(t) [LN—In (- ¢*)] ,
/oo;“ T2 = ‘/:Z””(t) [ ((p—q)* = (t=p?) +In(p—9) = (t+p))] . (E.9)

Der sorglose Umgang mit der oberen u—Grenze in [J, war mit Blick auf die nachfolgende
(auch vorher mogliche) A,~Operation erlaubt. Selbige bietet keine Probleme. Sodann folgt
nach (E.5) das ¢-Integral :

0 (o) t+2p
/dqqu/dujl = /dt/ dggn(t) [LN—In (¢ —t*)]

0 0

o0 00 42
/dqqu/duJQ = /dt/dqqn ln< 2p+q§ ;) . (E.10)
0 0 —q)° —

In der oberen Zeile hatte sich (D .36) niitzlich gemacht. Uber ¢ Verschiebungen in der
unteren Zeile werden Terme mit In (¢ — t?) entstehen. Es ist an der Zeit, J; und J,

wieder zu J zusammenzufiigen :

0o o) e ) t+2p 2p+t
/dqqu/ duJ:/ dt n(t) (LN/ dqq—2p/ dqln(q2—t2)) . (E.11)
0 0 0 t—2p 2p—t
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Nach Aufithren der g-Integrationen setzen wir (E.11) in (E.5) ein und kénnen den In-

tegranden des Doppelintegrals beziiglich p und ¢ symmetrisieren. Per

2p [(p+t)n(p+1t) — (p—t)n(p—t)] — (p+t)°’In(p+1t) —(p—t)’In(p—t) (E.12)

kommt dabei das Integral U, (D.23), ins Spiel:

e (T L (= [LN +2 +2In(2T)] — U (E.13)
=({— ) — = n — : :
or dm ) 2wt \ 18
Wir sind so weit. Nur noch U aus (D . 26) ist einzusetzen :
ohne T2 2 ]. 34

Dies ist (4.26) im main text.

F Iy= ZQ wi : Auswertung

Es wird ein Spaziergang. Alle einschldgigen Schwierigkeiten wurden ndmlich schon in den
Anhéngen D und E {iberwunden und geiibt. Wir erinnern zuerst daran, dafl Iéo wegen
T—Unabhéngigkeit keiner Auswertung bedarf, siehe § 4.4 und Text vor (3.9). Zu

ohne ohne
Iol(; = ZQ wg(Qz) :
ist erneut (4.12) zu befragen. Anhang E bot ab (E.5) ein Beispiel dafiir, wie die Bose-
funktion n(z) in (4.12) das wo—Argument Q? — ¢* — 22 weit unter A? festhiilt. Auch hier

setzten wir also mutig (2.44) fiir wq ein:

ohne 1 2 ghne 2 2 2 1 2 d3q 1
Too™ = <167T2) 2 [IN=In(¢* =)]" = <167r2) /(27r)3 (%) '
Q

. / dz 1(2)ignoriene pote 2 [ ~LN? + 2LNIn(g? — 22) — In(¢* — 23] . (F.1)

Der Faktor 2 an der eckigen Klammer beruht auf F(—z) = F(z). Der quadrierte LN
entfillt sofort: keine Pole. Mit dem LN!-Term verfahren wir wie bei (E.7) und Text
davor. Aber auch der In*>-Term erfreut sich an (E.7), weil wir einmal nur den einen,

einmal nur den anderen In integral darzustellen brauchen:

X 1 \?2 [ > 1
IO = -y d 2 dt P d ignoriere Pole *
00 (167r2) 2 /0 a4 /0 (27ri) /D 2 n(2)ig Pol
1 1

) [LN - hl(q2 - Z2)ignoriorc Schnitt :| . (F : 2)

(t +1 * z—t—q
Via Residuensatz, t — t — ¢ und Integrale—Vertauschung folgt

fggne:( ! )23/0wdtn(t)/0tdqq2 [LN — In(¢* —3)] . (F.3)

1672 ) n2
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Die g—Integration ist elementar, denn

1 1 g+t 2 2
(@2 —1?) = 8, | =@ M(P =)+ (=) - S — Zqt? F.4
¢ In(g” — t°) i | 3¢ In(¢" —17) + 5 ¢'In i) 37 31| (F.4)

und wir kommen an bei

ome T2\ 1 81 [ 3 > 3 1n(t)
Ip" =+ LN —2In(2T) + | [ dt ~2 [ at . (F.
00 <47r) 2474 ([ ( )+3]/0 e — 1 /0 et—l) (E.5)

Erneut sind nur die aus (G .9) und (H.35) bekannten Integrale entstanden. Das Resultat

P 2L[LN—2ln(47rT)+2z +§] (F.6)
00 = \4r ) 24-15 T3 '

steht als (4.29) im main text.

G Frequenzsummen

Hier wurde unveréndert ein 3-seitiges ,,Sonderblatt“ aus der home page iibernommen.

Auswertung einer unendlichen Summe ? — Konturintegral | Kaum wird es konkret
mit einer Statistik von Systemen aus Bosonen (w, := 72nT, n = +1) oder Fermionen
(wn :=m(2n+1) T, n = —1), schon hat man sich mit Ausdriicken der Form T') " F'(iw,)
herumzuschlagen. Hierin lauft n von —oo bis oo, und F(z) sei eine analytische Funk-
tion, welche keine Pole auf der imagindren Achse hat. Fiinf Schritte. Der erste Schritt
verkompliziert nur, F(iw,) = (2mi)~" ¢ dz F(z)/(z — iw,), aber er ist jedenfalls richtig:
Das Integral umrunde die Stelle z = iw,, mathematisch positiv und infinitesimal eng. Der
zweite Schritt nutzt diese ,,Enge“ aus,

T 1 1 1

s —iw, B 1 pep_1 " n(z)  mit on(z) = - (G.1)

i —im(2n+{°
und der dritte (in (G.1) schon getan), daf e~ = ¢ @nt+{}})

Viertens schnappt sich nun ) die einzig verbliebene n-Abhéngigkeit und addiert die

=1 sowie n? = 1 ist.

gfanringel auf zu |T := zwei vertikale Geraden nahe links/rechts der i—Achse:
T Fliv,) = o= [dz F(2) n(z) Z 7{ dz F(2) n(z) . (G.2)
n 2mi 1T 2mi ohne n—Pole

Das geschlossene Integral rechts soll schlicht die komplexe Ebene weit aufilen (mathema-
tisch positiv) umrunden. Der gefahrliche letzte Schritt braucht folglich (a) einen geniigend
raschen Abfall von F' nach aufien (so dafl die beiden groflen Halbkreise beitragslos hinzu-
gefiigt werden konnen) und (b) das Ignorieren der n—Pole auf der i—Achse (um die Vertika-
len der zwei Halbebenen—Umrundungen vergessen zu diirfen). Kurz, da n sonst keine Pole
hat, darf/soll () um die F—Pole zusammengezogen werden (bzw. an F—Schnitte heran ;

letztere ggf. via Spektraldarstellung vermeiden ?!).

60



Beispiel : Bosonen, n = 1, F(z) = 1/(z* — z?) . Man denke an z*> = m? + p* und an den
Frequenzsummen-Teil von Y Gy mit Gy = 1/(m*—P?) (> =T>. [d®p(2m)~?, Py =

iwy)

1 1 1(2)ignore poles 1+2n(x) 1 ch(Bz/2)
T - = —dd 1o b = = —— . (G.3
Zn: x? — P} omi f T 2 a2 2x 2z sh(fx/2) (G-3)

Das Resultat (G . 3) hat es in sich : Folgerungen, Verallgemeinerung, Riickfithrung auf und
FuBlweg zu — der Reihe nach:

1. Multipliziert man (G .3) mit —2z und integriert iiber x von ¢ bis y, dann entsteht
2 _ p2 _ o By
y* — F; B 1—e
Nun multipliziere man (G .4) mit 3, setze Sy = w und lasse (¢ gegen Null gehen :
= w? sh(w/2)
In(1 = In[——= : G.5
; n( Jr(27m)2) n( w/2 ) ( )

Nach Exponenzieren von (G.5) und Erweiterung auf alle n entsteht schliefllich die Pro-
dukt—Weisheit

1 (2mn)? _ wlev
I = ame = gy (G.6)

Der Strich schlieBt n = 0 aus. Man kontrolliere (G.6) anhand w — 0. (G.3) ist Ka-
pusta’s Formel (2.38). (G .5) konnte/sollte Coleman (Aspects of symmetrie) gebrauchen,
um eine Determinante auszuwerten (Gl. (2.16) in Lecture 7). (G.6) findet sich in Han-
sen (A table of series and products) als (89.5.16) sowie in Kleinert (Path integrals in Q.,
St. and Polymer physics) als (2.269) und ist Zwischenschritt zur Zustandssumme nicht—

wechselwirkender geladener Bosonen, s. [9].

2. Irgendwie harmloser wirkt (G .3), wenn man via x = 277Ta erst einmal ,,ins Normale“

tibersetzt und sodann ein wenig spielt (a = iz/(27) ) :
1 7 ch(mwa 2x sin(z)
-z = : G.7
Zn: a? 4+ n? a sh(ma) ’ Zn: (2mn)? — x2 cos(z) — 1 (G.7)
Auf den ersten Blick sieht die Beziehung

Z : 2x _ sin(z) @.8)

~—

2mn +y)? — a? cos(x) — cos(y)

wie eine echte Verallgemeinerung von (G.7) aus. Jedoch kann (G .8) schlicht aus (G .7)

hergeleitet werden. Partialbruchzerlegung liefert zunéchst
cos(z) —1 — \2mn —z 2mn+tux
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Dies nehme man nun einmal bei + — x—y und einmal bei x — z+vy, addiere die Resultate

und bemiihe ein wenig Trigonometrie. Fertig.

(G . 8) ist eine feine Formel. Sie macht sich in der Quantenmechanik niitzlich, wenn man
zum Dirac-Kamm den (uniiblichen, aber) logischen Losungsweg wéhlt : Bloch—Theorem,
Bloch-Faktoren als Fourier—Reihe, stationédre Schrodinger—Gleichung fiir die Fourier-Ko-

effizienten und deren Losung mittels (G .8).

3. Statistische Physik fithrt gern auf die folgenden beiden Integrale. Wenn man beispiels-
weise zu Y. Gy (siehe Text vor (G.3)) auch die Integration iiber p ausfiihrt, entsteht
das erste. Und die Energie £ = 2 Z; pn(p) der Hohlraumstrahlung braucht das zweite.
Behauptung: Is

o) 2 o] 3 4
/dm r - /dm r - (G.9)
0 €x—]. 6 0 65"—1 15

Hm. Das ist eben so. Im Bronstein stehts ja auch. Alles Liigen 7 Die geometrische Reihe

jedenfalls nicht :

/oodz i = /oodxx ie_m = i 1 W—2 (G.10)
0 et —1 0 n=1 n=1 n2 6 . .
Stop! Ganz rechts, woher kam das? — aus Bronstein, aaaha. Elende Schummler! Es

folgt vielmehr aus (G.7) (linke Gleichung) im limes a — 0 :

= 1 1 7 ch(ra) ot A
= 4+ - = — - — ) .11
; a? +n? 2a? - 2a sh(ma) 6 90 * + Ola) (G-11)

Rechts wurde der a®>~Term noch mit angegeben, weil 9, von (G .11) benétigt wird, wenn

man (auf gleiche Weise) das rechte Integral in (G .9) schlachtet (ohne zu liigen).

4. ,Ich kann aber keine Funktionentheorie (gerade 2. Semester absolviert)* bzw. traue
ihr nicht iiber den Weg. Irgendwie mufl doch > 7, 1/n? auch ,zu FuB* zu erhalten sein.
GewiB. Allerdings fiihrt der Trick f(z) := > o7, 2"/n?, Dgl fiir f etc. alsbald auf das
Integral (G . 10) zuriick, im Kreise herum also. Eine kliigere Funktion bitte (Idee Fourier—
Reihe). Es ist 2 1/n? = 2¢(0), wenn man g(z) wie folgt definiert und somit vorweg

weifl, dal g gerade und 27—periodisch ist und verschwindenden Mittelwert g = 0 hat :

g(z) = Z/COS(”“T) = ¢'(2) = 1= cos(nz) = 1—27peioasen(t) . (G.12)

n2
n

Die g—Dgl rechts in (G . 12) 16st sich im Kopf (nachtréglich jedenfalls), und die Integrati-

onskonstante folgt aus g =0:

1 1
g(z) = —67'('2 + 5(1’ —7)? fir 0 <z <27 und 27—periodisch sonst . (G.13)
Und schon ist g(0) = 7%/3 herausgekommen, aus einem Standardbeispiel zur Fourier—
Reihe also (periodische Parabeln. Ubung: der FuBweg zu (G .7) sieht ganz dhnlich aus).
Jene aus dem 2. Semester wissen das, dltere Hésinnen und Hasen kaum noch. Und ich

weifl nicht, warum es so gern 13 Gleichungen werden.
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H Zeta—Funktion

Am Ende eines jeden der Anhénge C, D, E, F blieben Integrale stehen, die wir nicht
ausfithren konnten. Es &ndert sich nichts an diesem Umstand, wenn jene Integrale durch
¢(s) und (’(s) ausgedriickt werden. So gesehen, ist dieser Anhang iiberfliissig. Anderer-
seits soll sich ja zeigen, dafl unsere Pauli—Villars—Resultate mit jenen der dimensionalen

Regularisierung iibereinstimmen — nur von daher weht der Wind.

Auf Angaben aus Abramovitz-Stegun [17] werden wir zwar in dicken eckigen Klam-

mern verweisen, aber alles, was aus den beiden Definitionen

[23.2.1]  ((s) = Z% (1<s) (H.1)
und [6.1.1] I'(s) = /oodtts_le_t (0<s) (H.2)

folgt, moge hergeleitet und verstanden werden. Vielleicht erleichtert dieser Anhang manch

einem die mithsame (!) Verifizierarbeit. Es gentigt hier, die Variable s als reell anzusehen.

Zeta und Gamma haben erstaunlich viel miteinander zu tun. Bereits an

(23.2.7] /Ooodt P )T (1<) (H.3)

et —1

zeigt sich dies. Zur Herleitung von (H.3) geniigt die geometrische Reihe und anschlieflen-
dest — t/k:

o] s—1 oo [e'e] o] 1
/ it 4 = / arrtett = 30 L T(s) (H.4)
0 k=10 k=1

Bleiben wir ein wenig bei I'(s), dem einfacheren der beiden Objekte. Nach (H.2) ist
['(1) = 1. Partielle Integration an (H.2) geht im Kopf und fiihrt auf

[6.1.15] T(1+s)=sl(s) ~ Tm)=m-1! (n=1,23,.) (H.5)

Links in (H.5) wurde keine s-Einschrénkung angebracht. Per I'(s — 1) = I'(s)/(s — 1)
kann namlich Gamma bequem fiir negative Argumente erkldrt werden. I'(s) hat somit
Pole bei s =0, —1,—2,—3,.... Fiir die ¢»-Funktion

_I'(s)

[6.3.1] P(s) : T(s) = 0sIn(T'(s)) (H.6)
gibt es die schone Rekursionsformel
(6.3.5]  (1+5)—d(s) = d,ln <r(r1(-;s)) _ % | (H.7)

Zu (1) — alsbald benstigt — gibt uns (H.2) via t* = e*™® die Auskunft
[6.3.3] (1) = T'(1) :/ dt In(t)e™ == —~ . (H.8)
0
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7 ist die Euler-Konstante. Also bitte, definieren kann man nach Lust und Laune. (H.8),
das ist eben unsere Definition von . Mit dieser erhalten wir bequem das Verhalten von
Gamma nahe Pol bei s =0:

I'(s) :%F(1+s):1/wdt (14 shn(t) + O(s?)] e = %—W—I—O(s) (.9

$Jo
Mittels (H.7) und (H.8) folgen die Werte

11

Y@ =1-y wd  @)=—-7 . (H.10)

Aber wir haben uns mit der Eigenwilligkeit (H .8) ein erstes giftiges Problem eingefangen.

Spéater wird ndmlich benotigt, dafl

M
[ 6.1.3 ]zweiteZeile |: Z

k=1

]M%O (H.11)

?vlr—‘

ebenfalls richtig ist. Also gilt es, (H.11) aus (H.8) herzuleiten. Sei M vorerst irgendeine
positive Zahl, und gehe ¢ gegen +0 (ausgefiihrt in der dritten Zeile):

unser y = /dt In(t) e”
o 1 o
/ —/ dtle_t .
€ et —1 eM t

= [ln /
Hier t — M t im letzten Integral und nun € — +0:

/<

1 1_1.M
= —In(M / = —ln(M)—l—/dz T

1 M—1
= —In(M / €T
k

1
k Z
Alles klar? Ja. Letzte Gamma—Raffinesse sei die ,, Reflection Formula“:

) . Und jetzt M — oo

=0 k=0

[6.1.17] T(s)T(1—s) = Sm(”m) (alles) . (H.13)

Wir versuchen uns daran zunéchst im Bereich 0 < s < 1, weil dann die folgenden beiden

dr x5 te ™ / dyy eV
0

w/2 00 .
dy / dr e~ [cos(@)Fsin(p)] sins_l(gp) cos *(p) , tan(p) =t
0

Integrale existieren :

[(s)D(1—s) =

o] ts—l u
= dt 1 —|—t = [6‘1'17]zwcit0 Zeile ) t=e
oSt
= du =:J s J =J orizontale u=x+1i 7T+J ole
1 e H tal +i2N N Pol

— T
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] 5T
J, orizontale — €Z52NW/d'T "
e i wl er +1
1 1 N-1
. . . . is(2n+1)m
J - 1 — 6is2N7r JN Pole — 1 — e’i82Nﬂ' [ 2mi ; € }
) —27i €™ 271
= . = — . e.d. H.14
1— ezs27r eisT _ p—ism ) q ( )

mit Grufl vom Restglied der abgebrochenen geometrischen Reihe.

Die Beschrankung 0 < s < 1 la8t sich nun bequem mittels (H.5) aufheben. Mit
s = —& liegt ¢ in —1 < s’ < 0, und es sticht ['(=s)T'(1 + &) = —I'(1 — &) I'(s'). In
analoger Weise (s’ = s” 41 usw.) wird die gesamte reelle s—Achse erreicht: (H . 13) stimmt

also fiir alle s. Genug zu Gamma.

Zuriick zu Zeta. In den Anhéngen D, E, F wird zu s = 1 bzw. zu s = 3 das Integral

/dttln(t) _ 8S/dt t
0 et—l 0 et—l

= (1+s)I(1+s) (

=((14+s)T(1+s)+C(1+s)T'(1+5s)
¢'(1+5)
C(1+s)
benotigt. I'(2) = 1 und I'(4) = 6 holen wir uns aus (H.5). ¢(2) und ¢(4) stehen in

(H.10). Die Werte fiir ¢(2) = 7%/6 und ¢(4) = 7*/90 holen wir uns aus (G.9). Aber der
Bruch in (H.15) bleibt unklar. Er sei voriibergehend einfach mit

cR)
(o) b gy T

+w<1+s>) (H.15)

(H.16)

bezeichnet, so dafl

* tin(t) * () 7 11
== 1— = - H.1
/Odt 1" ¢ (y1+ v) und /Odt F—1 —1If ys + 5 (H.17)

wird. Es ist unverkennbar, wie hohl diese Aussage ist: die beiden Integrale hitten ja von
vornherein mit z.B. z; und z3 bezeichnet werden kénnen (siehe Beginn dieses Anhangs).
Auch mit yq, y3 sind die dim. Regularisierer nicht zufrieden. Sie méchten die Briiche wie

in (H.16) bei negativem Argument ins Spiel bringen.

Also gut. Dazu wird die analytische Fortsetzung von ((s), (H. 1), in die gesamte kom-
plexe s—Ebene benotigt. Funktionentheorie erziahlt uns, dafl es zum Nachpriifen der Be-

hauptung

[23.2.4] C(s) = —L_,S)/dz (_Z>8;1 (alles) |, Cf/“ < (H.18)

271 e —

ausreicht, sie auf der Halbachse 1 < s zu verifizieren (bei s = 1 liegt der Zeta—Pol). Zu
1 < s hat liegt kein z—Pol am Ursprung, und die Kontur C reduziert sich auf die zwei

Geraden nahe z—Achse. Dort ist z = z & i und somit
(_Z)s—l _ 6(s—l)ln(—z) _ 6:|:i7r(s—l) 1'8_1 . S0 daB
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r'(1-s) s—1

H.18 . N S eiW(S—l) _ e—iﬂ(s—l) / dr X
( )rechte Seite 2711 ( ) ; o 1

_ - sin(7 s)

C((s)T(s) = ¢(s) wird , qed. (H.19)
Soeben waren (H.3) und (H.13) zu Ehren gekommen. (H. 18) stimmt.
Mittels (H . 18) sollte es moglich sein, die Beziehung
[23.2.6]  ((s) = 2°7° " sin (%) T(1-s)¢C(1—s) (alles) (H.20)

herzuleiten, welche ersichtlich Zeta’a bei negativen und positiven Argumenten miteinander

verkniipft. Um das Integral (H.18) zu s < 1 auszuwerten, verbiegen wir die Kontur C zu

z=—x+i(2N + )7

_ _x ® }N Stiick, im Uhrzeigersinn umlaufen
= ®
(H.21)
/ ®
¢ ® _ .
z=z—i(2N + 1)
und schreiben ((s) =: —T'(1 —s) £, d.h.
1 (_Z)s—l
2—71"é dZ o =: [' - 'CPole + 'Cbeide horizontalen Wege + 'Cl . (H . 22)
c! -
Der Pole-Beitrag ist
N
Lpoe = Z (e7"™/2 2km)s 1 4 (/2 2km)*~] = —2°77! sm( ) Z (H.23)

k=1
Fiir die beiden horizontalen Wege ergibt sich

1 e8] —r —3Y s—1 _ (__ Y s—1
»Cbcidc . T o dz ( ’ ! ) ( T )
2m J_x e’ +1

, wobel Y =(2N+1)m . (H.24)

Positive  werden vom Nenner kontrolliert. Wenn jetzt N (ergo Y') nach oo geschoben
wird, dann verschwindet der Beitrag (H.24) wie Y*~!. Ersichtlich reicht s < 1 fiir diese
Aussage aus. Bleibt der Beitrag des vertikalen Wegstiickes. Sei X > 1. Dann kann der

Nenner durch —1 ersetzt werden :

L= 217T/Ydt(X+zt) (X +iY) — (X —iY)*] . (H.25)

27 s

Erneut lassen wir N anwachsen, weit iiber X hinaus (Y > X > 1):

. 1
‘Cl N Ys ( ism/2 6—zs7r/2) N 2sﬂ_s—l sin (gs) NS . (H ) 26)
S

27 8

Zusammen mit (H.23) erhalten wir also

C(s):257r5_1sin<g) (1—ys) [ ]gls_g ] (s<1) . (H.27)
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Zu s < 0 geht die eckige Klammer gegen ((1 — s), weil dann der N*~Term verschwindet.
Speziell fir s < 0 haben wir somit (H.20) hergeleitet. Auch zu 1 < s gilt (H.20), denn
dann ist 1 — s < 0, und wir kénnen (H.27), bei s — 1 — s genommen, auf der rechten

Seite von (H.20) einsetzen :

S 5= 1 ™ -8, =S & . 1
(H.20), e = 2°7 1s1n<§s> ra—s)- [21 T sm(2 1—5) ZE]

k=1

— 1
= I'(s)[(1—s) sin(r kz::k— = — in der Tat . (H.28)

(H . 13) machte sich niitzlich. Um schliefilich den Bereich 0 < s < 1 einzubeziehen, haben
wir zu zeigen, dafl die eckige Klammer in (H.27) auch dann {(1 — s) darstellt, d.h. da8

C(s) = [ %—lile—S] (0<s) (H . 29)

gilt. Der limes existiert, denn bei grofien k variiert der Summand beliebig wenig, und das
gro—N—Verhalten der Summe wird jenes von fONdk: k=5 =N'"/(1—3s).

Zur Herleitung von (H.29) ist etwas Vorbereitung notig. Der 1 < s—Bereich, in dem
(H.3) gilt, 148t sich — wie man dem Resultat gleich ansieht — nach 0 < s herunter

ziehen :

o $5— 1 o 21 5 45— 1 o 1 2
__ol—s s—1 —
(1—-25¢(s)T(s) = /Odt T /Odt p— /Odtt (gt—1 e2t—1)

o] ts—l
= / dt — 1 (0 <s) , womit [23.2.8] hergeleitet ist. (H.30)
0o €

Kein Tippfehler. Erstaunlich, nicht wahr, wie einfach Bose— und Fermi—Funktion mitein-

ander zusammenhéngen. Jetzt kanns losgehen :

k=1 k=1

(1 21 8

Beiderseits kann I'(s) entfallen. Die k—Summe kontrollieren wir mit 2N und behalten

N — oo im Hinterkopf:

-2 = Y (‘flzijl( o)

k:lks 1—s n=1n8 1—s
N
= (1-2"° o1 N d H.32
( VYT qe.d. (H.32)



denn die beiden eckigen Klammern in der vorletzten Zeile werden bei N — oo gleich.
(H.29) stimmt und diirfte in [ 23.2.9] enthalten sein (das dortige Objekt ,[z]* ist leider

unklar).

Auf (H.20) ist nun VerlaB. Endlich kénnen wir bei (H.16), (H.17) weiter kommen,

den dimensionalen Regularisierern entgegen. Die Ableitung von In [(H.20)] nach s gibt

¢'(s) . Ecos(gs) B . (-9
C(s) In(2m) + 2 sin (Zs) vl -s) C(1—2ys) (H.33)
mit den Spezialfiallen
—CI(_l)—n ) — — un z:cl<_3):n7r— —
=S —men - o) - wd a= S e e - (.30

Deren Auflosung nach y; bzw. y3 kann nun zusammen mit den —Werten (H.10) in

(H.17) eingesetzt werden :

/fdt%:%(ln(zw)—zl) , /Oozlt%:%(ln(%r)—zg) . (H.35)

Dies sind die in den Anhéngen D, E, F' benétigten Integrale.

Unsere letzten zwei Zeta—Probleme enstanden am Ende von Anhang C. Die beiden in
(C.14) enthaltenen Integrale sind auszuwerten und sodann im limes s—+0 zu betrach-
ten. Das Intervall ist 0 < s < 1. Vorweg der Blick auf die Resultate:

/ooodf” (xH - x) = ((5)T(s) /0 Tt ()T - s) . (H.36)

er — 1 24x

Beim zweiten Integral haben wir Gliick, denn es findet sich nach x — 2x in der dritten
Zeile von (H . 14). Zum linken Integral erinnert sich die Idee von (H . 30) und in der zweiten
Zeile sogar (H . 30) selber:

(1-2") /0039: (;Sjl - xs‘z) = /Ooodl” (efsjl - (ZQ_); —a %)
_ /Oood:): x8—1< ! 2 ):/Oozx T ot e(s)T(s)  (H.37)

et —1 e _ ] et +1

q.e.d. (H.36) stimmt.

Anhang C verlangt noch, beide Ausdriicke (H.36) bei s — +0 zu betrachten. Zum
Produkt der beiden Gamma’s schauen wir am besten auf (H.13)=1/s+ O(s), so dafl

1 1
2 IT(s)T(1 —8) = % T3 In(2) + O(s) (H.38)
s
entsteht. Der erste Ausdruck (H.36) bereitet Miithe. Vermutlich geht es irgendwie viel

einfacher. Mit (H.9) kénnen wir schreiben

core = (2-2) c0 (14550 s = 7141 -

1¢(0)
2¢(0)

+O®s) ,  (H.39)
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wobei wir soeben ((0) = —1/2 (unter Gebrauch von (9.36) aus [18]) direkt der allgemeinen

Zeta—Version (H. 18) entnommen hatten:

1 ) z
[23.2.11] ¢(0) = 5 dz —f( ) mit  f(2) = pra—
o . (I=a)er—=1 1
= f'(0) = lim CE (H.40)
Um den Bruch in (H.39) zu studieren, sehen wir uns (H.33) bei s—+0 an,
¢'(s) 1 ¢'(1—s)
= 2T+ -+v— 22— 1 0O(s) , H.41
) @m)+ -+ =) (s) (H.41)
und erlauben uns einen Vorgriff auf
C1—8)T(1—s) = —§+0(s) | (H.42)
Mit (H.42) kommen wir rasch weiter zu
1 1
=5 = =) (-5 +00) = 5 +7+006) |
¢(1—s) 1 : ¢'(0)
—— = —+~v+0(s) undvia (H.41) zu = In(27) . (H.43
e = 0w {anm ol = hen) . (1.43)
Dies in (H.39) fithrt auf
-1 v 1
C(s)T(s) = 5: T3 3 In(27) + O(s) . (H.44)
Nach (C.15) sind die Ausdriicke (H.44) und (H. 38) schlicht zu addieren:
I 11
I(s) = 55 + 273 1n(27r) + %% + 3 In(2) + O(s) (H.45)

Weil sich die 1/s—Anteile hiibsch kompenswren, wird s— +0 moglich. 7(0) steht links in
(C.16).

Fertig? Nein. Der Vorgriff (H .42) ist noch zu belegen. Es liegt nahe, dazu in (H . 30)

s durch 1 — s zu ersetzen und dann kleine s anzusehen :

1 SO -1 * 1—sln(2)
1—s)T(1—s) = dt = dt —
¢ —s)T(1—s) 1—2s /0 et +1  sln(2)+ 1s2In*(2) /0 et +1

_ 31;(12) (1-2m2) (@)~ s M) +0(s)
_ —%+%1n(2)+$/\4+(’)(3) mit M = /dt6t+)1 . (H.46)

Die Zeta—Thematik steckt voller Herausforderungen. Dieses simple Integral M kann doch
wohl nichts Ubles mehr werden. Wir kontrollieren die untere Grenze mit ¢, integrieren
partiell und schreiben In(1 + e~*) als Reihe:

M = /dt—z
k+1
_ +Z
k=1

k+1

El Ek’) mit E1(€k‘) = / dt %6_t . (H47)
ek
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Partielle Integration im verbliebenen Integral fiithrt auf

00 ek
Eudg:—m@m+/“ﬁm@n4—/“ﬁm@ﬁ%:—m@@—y+0@m@).
0 0
(H. 48)
Es ist unser v von (H.8). Ohne E; stellt die Summe in (H.47) In(2) dar. e —0 ist jetzt
ausfiihrbar :

L (—1)FH In(2n —1)  In(2n)
= —vIn(2)— In(k) = —vIn( . H.4
M vn(); — In(k) = —yIn(2 g 51T o (H.49)
Natiirlich ist ein N — oo hinzu zu denken. Wie ging es in (H.32) weiter ? Aha:
2N N N
1 1 1
M = —vIn(2) — Z n(k) + Z u(n) + In(2) » —
k=1 n=1 n n=1
2N
In(k
— —yIn(2) - Ié)+mQﬂMN%Hm%7. (H.50)
k=N+1

Aber das 7y ganz rechts ist soeben iiber die Reihe (H . 11) hinein gekommen. Die verbliebene

Summe erlaubt Ubergang zum Integral
2N In(2N)
/ dk In(k) :/ dr z = In(2) 1n(N)+11n2(2) N M= —11n2(2) . (H.51)
N k In(N) 2 2
Alles recht seltsam, nicht wahr. Aber nach Einsetzen von M in (H . 46) kommt tatséchlich

das Gewiinschte heraus, ndmlich (H.42). Ende.
Hannover, 14. Marz 2008
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