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1. In der Vorlesung wurden fiir d > 2 konforme Transformationen analysiert. Dies geschah
unter der Voraussetzung von Weyl-Invarianz und unter der Annahme, dass die Raumzeit
konform flach ist, d.h. g, (z) = v(x)n,,. Mit Hilfe der Weyl-Invarianz kann der Faktor
~(zx) absorbiert werden. Damit nahm die konforme Killing-Gleichung, der eine infinitesi-
male Koordinatentransformation a# +— x* + £#(x) gentigen muss, die Form
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an. Es ergab sich die Frage, wie dies fiir eine beliebige gekriimmte Raumzeit aussieht.
Das Problem besteht in der expliziten Ortsabhéngigkeit der Metrik. Die konforme Killing-
Gleichung sieht im allgemeinen Fall wie folgt aus:
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Diese Gleichung hat im allgemeinen nur triviale Losungen, d.h. e# = 0. Fiir diejenigen,
die etwas mit allgemeiner Relativitédtstheorie vertraut sind, sei darauf hingewiesen, dafl
diese Gleichung (+') mit Hilfe der kovarianten Ableitung D,, = 0,+1,, geschrieben werden
kann, wobei die I, die als Matrizen aufgefassten Christoffel-Symbole
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darstellen. Damit nimmt (+") die gleiche Form wie (x) an, d.h.
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2. Bei der Besprechung von Aufgabe 3. blieben Fragen beziiglich der stereographischen
Projektion offen. Die euklidische Ebene R? wird auf iibliche Weise auf die Sphire S?
abgebildet. Wird die Einheitssphiire mit ihrem Ursprung in den Ursprung der Ebene
gelegt, so werden Punkte (x = Rcosp,y = Rsing) € R?) explizit auf Punkte (£ =
cos(2 arctan R) cos ¢, n = cos(2 arctan R) sin ¢, ( =sin(2 arctan R)) abgebildet, so dass in
der Tat €2 + n? + ¢? = 1 ist. Damit werden Punkte gleicher Norm, also Kreise um den
Ursprung mit fixiertem Radius R, abgebildet auf Breitengrade mit Radius o = n?/(£2 +
n?) = sin(2 arctan R).

Nun betrachten wir die Minkowski-Ebene RV, Punkte (z,y) gleicher Norm R geniigen
nun der Gleichung 2? —y* = R? = (z —y)(x +y). Die faktorisierte Form legt es nahe, die
chiralen Koordinaten 2~ = (x — y) und 2™ = (x 4+ y) jeweils stereographisch auf einen
Kreis S* zu projizieren, d.h. % +— (£* =cos(2 arctan 2%), n* =sin(2 arctan z¥)). Punkte
gleicher Norm, also Hyperbeln mit fixiertem Ursprungsabstand R, werden abgebildet auf
geschlossene Kurven auf dem Torus S! x S!. Diese kann man sich dadurch anschaulich
machen, dass man den Torus durch ein Quadrat mit Kantenldange 27 darstellt (gegeniiber-
liegende Kanten werden miteinander identifiziert), dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt.
Auf diesem Quadrat erscheinen die projizierten Hyperbeln ebenfalls als Hyperbeln mit
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Ursprungsabstand ¢ mit ¢> = 4 arctan 2~ arctan x+. Allerdings hat man auf diese Weise
jeden Punkt von RY! zweimal auf den Torus abgebildet, was man leicht einsieht, wenn
man (x,y) € RY! durch “Polarkoordinaten” parametrisiert, 2 = R cosh ¢, y = Rsinh ¢.
Die korrekte Mannigfaltigkeit ist also (S x S1)/Z,. Eine dhnliche Betrachtung 148t sich
selbstverstiandlich auch in den urspriinglichen Koordinaten (z,y) anstellen, was im we-
sentlichen einer Drehung um 7 /4 entspricht.

Das 148t sich nun auf hoherdimensionale Raumzeiten R”? verallgemeinern. Dazu defi-
niert man die Mannigfaltigkeiten SP7 = (SP x S9)/Z,. Fiir den euklidischen R? = R%0
ist 40 = (99 x §0)/Zy = (S? x {—1,1})/Zy = S? die d-dimensionale Einheitssphiire,
wie man es auch erwarten wiirde. Die stereographische Projektion ist nun die Verallge-
meinerung auf hoherdimensionale Sphéren, wobei dies getrennt fiir die raumartigen und
die zeitartigen Koordinaten durchgefiihrt wird. (Fiir p # ¢ existiert natiirlich keine so
schone Faktorisierung in chirale Koordinaten, wie sie oben fiir RY! eingefiihrt wurde.)

In der Vorlesung wurde der Lichtkegel LCPT1att ¢ RPFLA+L erwithnt, LCPTHIH = {1 €
RP y € RY: (z)? — (y)? = 0}. Offensichtlich ist fiir (z,y) € LCPTH4T! auch (Az, \y) €
LCPHLatl filr \ € R. Identifiziert man solche Punkte miteinander, so erhdhlt man die
Menge aller Lichtstrahlen, die also in natiirlicher Weise durch den projektiven Raum
PLCPHhatl = [LCPTLa+] /R parametrisiert wird. Beachtet man, dass ein Lichtstrahl damit
bis auf das Vorzeichen fixiert ist, so erkennt man sofort, dass PLCPH1-a+1 = GPd jgt,
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