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LEGENDRE-POLYNOME

Orthogonale Systeme von Funktionen spielen in der Physik eine groe Rolle, weil oft Losungen von li-
nearen Differentialgleichungen mit Randbedingungen als Linearkombinationen von orthogonalen Funk-
tionen geschrieben werden konnen. Als Beispiel betrachten wir die Legendre-Polynome.

Taylorentwicklung
Das Coulomb-Potential einer Punktladung ¢ an der Stelle 7/ ist von der Form
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Wir wollen diesen Ausdruck fiir den Fall » > 1/ analysieren, also z.B. fiir den Fall, dass wir sehr weit

von der Ladung entfernt sind.

(a) Machen Sie sich klar, dass | — 7*/| =1 geschrieben werden kann als
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wobei 0 der Winkel zwischen 7 und 7" ist.
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(b) Setzen Sie z = cos(f), und y = ’”7/ Fiir 7 > 7/ ist offenbar y < 1. Fiihren Sie damit eine
Taylorentwicklung in y durch, die die Form
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hat. Fiihren Sie die Entwicklung bis zum quadratischen Term durch und bestimmen somit Fy, P;
und P». Die Polynome P, (x) heifien Legendre-Polynome.

Rekursionsbeziehung
Die Legendre-Polynome kann man einfacher berechnen, als durch die explizite Entwicklung in (1). Lei-
ten Sie (1) auf beiden Seiten nach y ab und formen Sie um, bis Sie den Ausdruck
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erhalten. Setzen Sie auf der linken Seite die Entwicklung (1) ein und setzen die Koeffizienten der jeweils
gleichen Potenzen in y gleich, so erhalten Sie die Bonnet’sche Rekursionsformel
(n+1)Pasi(2) = (20 + D)z Py(z) — nPyi(2).
Orthogonalitit
Die Legendre-Polynome kdnnen mit Hilfe der Rodrigues-Formel ausgedriickt werden als

Po(z) = 2nlnlf% (22— 1)) .

Zeigen Sie damit die Orthogonalitétsrelation
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Hinweise: Beachten Sie, dass die Stammfunktion von % ((x2 - 1)”) fiir 0 < k < n so gewihlt werden

kann, dass sie jeweils eine Nullstelle an den beiden Integrationsgrenzen —1 und +1 hat. Niitzlich ist auch
die leicht mit partieller Integration zu zeigende Identitiit
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mit deren Hilfe I,, rekursiv berechnet werden kann.



