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LORENTZ-KURVEN & GAUSS-GLOCKEN

[H25] Diffusions/Wirmeleit-Gleichung [1+ 24+ 2+ 1 = 6 Punkte]
Neben der Wellengleichung c2A¢ = (9;)%¢ gibt es eine weitere sehr wichtige partielle Differentialgleichung,
die Diffusions- oder Warmeleit-Gleichung DAy = 9;1). Diese wird hier untersucht.

(a) Zeigen Sie, dass die Kontinuititsgleichung fiir eine Dichte p und einen Strom 5 = —Dgradp, der
tragheitslos Dichteunterschiede ausgleicht, zur Diffusionsgleichung

Op = DAp

fiihrt. Hierbei bezeichnet D die Diffusionskonstante.

(b) Zeigen Sie, dass fiirt > 0
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eine Losung der Diffusionsgleichung ist. Uberzeugen Sie sich, dass sie von der Form f(xz,a) f(y,a)f(z, a)

mit f(z,a) = \/% exp(—x?/a) ist, a = 4Dt.

(c) Zeigen Sie durch Anwenden auf Testfunktionen, dass

T0(t, 7) =

lim f(x,a) = d(x)
a—0
ist. Wogegen strebt demnach I1(¢, 7 — ) fir t — 07?
(d) Zeigen Sie damit, dass
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diejenige Losung p(t, Z) der Diffusionsgleichung ist, die zur Anfangszeit ¢ = 0 den Wert p(0, Z) hatte.

[H26] Resonanz [14+1+4+1+4+ 1+ 2 = 6 Punkte]
Eine Resonanz ist ein Zustand, dessen Energie E' um einen mittleren Wert Ey mit einer Halbwertsbreite I'
so schwankt, dass eine Energiemessung den Wert E im Intervall dE' mit Wahrscheinlichkeit w(E)dE ergibt,

wobei
r 1

w(E)

eine Lorentzkurve ist.
(a) Wo wird w(FE) maximal, welchen Wert hat w dort, wo ist w(E) auf den halben Maximalwert abgefallen?
(b) Zeigen Sie, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit, irgend einen Energiewert zu messen, in der Tat eins be-
trigt. Hinweis: %arctan(a:) = ﬁ
(c) Durch Verschieben und Skalieren kann eine Lorentzkurve auf die Standardform x21+1 gebracht werden.
Vergleichen Sie diese Standardform mit einer GauB3verteilung gleicher Halbwertsbreite und gleicher Hohe,
exp(—ac2 In 2), oder gleicher Fldche, v/7 In 2 exp(—ar:2 In 2), indem Sie einen Plot mit diesen drei Funk-
tionen anfertigen.

Das Betragsquadrat |a(t)|? der Fouriertransformierten von w,

alt) = VEma(t/h) = [ dBw(E) =",

ist, wie die Quantenmechanik besagt, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zur Zeit ¢ die Resonanz noch besteht
und noch nicht zerfallen ist.

(d) Zeigen Sie a(t)* = a(—t).

(e) Berechnen Sie a(t) fiir positive Zeiten mit Hilfe des Residuensatzes. (Freiwillige Zusatzaufgabe: Uber-
zeugen Sie sich, dass die in der Vorlesung behandelten Voraussetzungen fiir rationale Funktionen w(FE)
gegeben sind.) Zeigen Sie so a(t) = enbote=ar mit 7 = h/T, dass also die Wahrscheinlichkeit, die Re-
sonanz noch zur Zeit ¢ vorzufinden, exponentiell abnimmt und dass die Lebensdauer 7 invers zur Breite
I" der Resonaz ist.



HINWEIS

Bitte geben Sie auf Ihren abgegebenen Losungen immer Name, Vorname, Matrikelnummer und die
Ubungsgruppe an!



