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KOMPLEXE FUNKTIONEN

Das Rechnen mit komplexen Funktionen, insbesondere Wegintegrale komplexer Funktionen, ist ein ex-
trem niitzliches Werkzeug in der theoretischen Physik.

Residuensatz [3 + 3 = 6 Punkte]

(a) Berechnen Sie 02” df (5 — 3cosf)~! mit dem Residuensatz: Parametrisieren Sie dazu den Ein-
heitskreis in der komplexen Ebene, z(f) = ..., und zeigen Sie

2i dz _/2’7r do
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Bestimmen Sie die Pole des Integranden, die umlaufenen Residuen, und geben Sie den Wert des
Integrals an.

(b) Berechnen Sie fiir n > 0 die Integrale ffﬂ dfe™ (5 — 3cos#)~! mit dem Residuensatz, indem
Sie wie in (a) den Einheitskreis in der komplexen Ebene parametrisieren und damit

21 dz z" 4 ein?
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zeigen Bestimmen Sie die Pole des Integranden, die umlaufenen Residuen, und zeigen Sie so
ch =73 3n Bestimmen Sie fiir n < 0 die Integrale durch komplexe Konjugation, und leiten damit
die folgende Reihendarstellung her:

=1
Z —m cosmb .
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Konforme Abbildungen [2 + 4 = 6 Punkte]
Abbildungen der zy-Ebene bilden Punkte (z,y) auf (z/,vy') = (u(z,y),v(x,y)) ab und entsprechend

Kurven (x(t), y(t)) auf Kurven (u(z(t),y(t)),v(x(t), y(t))).

(a) Zeigen Sie, dass bei differenzierbaren Abbildungen und Kurven die Tangentialvektoren durch
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(b) Zeigen Sie weiter: Falls f(z) = u + iv eine komplex differenzierbare Funktion ist, so besagen
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dass es sich bei dieser linearen Abbildung von
Tangentialvektoren um eine Streckung um den Faktor \/(9;u)? + (9,u)? und eine Drehung um
tan 6 = 0,v/0,u handelt (falls y/(9;u)? + (9yu)? nicht Verschwindet) Dies ist also nichts ande-

res als die Multiplikation des komplexen Tangentialvektors 92 I = @+ iy mit df = Oyu + 10,0 =
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linear zusammenhéngen.

Oyv — i0yu. Beachten Sie hierzu
normalerwelse von (z,y) ab.)

(Der Streckungsfaktor und der Drehwinkel hingen

Komplex differenzierbare Funktionen bilden also, wo % nicht verschwinet, die komplexe Ebene kon-
form ab: GroBenverhiltnisse von Tangentialvektoren am selben Punkt und Winkel zwischen ihnen blei-
ben unveréndert.

Computeriibung: Spiegelladung II1 [8 Punkte]
Betrachten Sie nochmals das Problem einer leitenden Kugelschale und einer Punktladung. Die Kugel-
schale habe Radius R Gesamtladung (), die Punktladung ¢ habe den Abstand r vom Mittelpunkt der
Kugelschale. Diese Computeriibung sollten Sie mit MATHEMATICA 16sen, da Sie interaktive Plots er-
stellen sollen, in denen die Ladungen und Lingen variiert werden konnen.



(a) Begriinden Sie, warum Sie ohne Beschrinkung der Allgemeinheit R = 1 setzen konnen, so dass
nur 7 variiert werden muss. Begriinden Sie auf die gleiche Weise, warum ohne Beschriankung der
Allgemeinheit ¢ = 1 gesetzt werden kann, so dass nur () variiert werden muss. Warum kann der
Mittelpunkt der Kugel in den Ursprung gelegt werden?

(b) Plotten Sie die Aquipotentiallinien in einer beliebigen Ebene die durch Ursprung und Punktladung
geht. Uberpriifen Sie, dass die Kugelschale selbst mit einer Aquipotentiallinie zusammenfillt.

(c) Plotten Sie die Oberflichenladungsdichte auf der Kugel. Uberlegen Sie dazu, wie Sie diese gut
visualisieren konnen. Sollte das allgemeine Problem zu gro3e Schwierigkeiten machen, 16sen Sie
diese Aufgabe fiir den Fall Q = 0.

(d) Versuchen Sie, auch das elektrische Feld sinnvoll zu visualisieren.

Beachten Sie, dass die Punkladung sowohl auflerhalb (» > 1) als auch innerhalb (r < 1) der Kugelschale
sitzen kann. (Hinweis: Mit ein wenig Nachdenken geniigt es, nur einen der beiden Fille explizit zu
betrachten, der andere Fall wird implizit mit abgedeckt. Warum?) Und denken Sie daran, dass () positiv,
negativ oder gar null sein konnte. Die Losung der Computeriibung sollten Sie dadurch dokumentieren,
dass Sie fiir alle qualitativ unterschiedlichen Szenarien beispielhafte Plots ausdrucken.

Auch fiir diese Computeriibung haben Sie wieder mindestens drei Wochen Zeit. Sie kénnen von
den zahlreichen Plotfunktionen von MATHEMATICA Gebrauch machen. Zu diesen gibt es im Netz um-
fangreiche Tutorials, die Ihnen weiterhelfen kénnen. Aber denken Sie daran: Wichtiger als unglaublich
aufwindige Plots mit vielen Gimmicks sind aussagefihige Plots, auf denen die physikalisch interessante
Information gut zu erkennen ist.

HINWEIS

Bitte geben Sie auf Thren abgegebenen Losungen immer Name, Vorname, Matrikelnummer und
die Ubungsgruppe an!



