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VEKOTRANALYSIS

Wir machen uns mit einigen grundlegenden Rechentechniken vertraut, die in der Vektoranalysis eine
wichtige Rolle spielen.

[H4] Identititen der Vektoranalysis [3+ 3+ 3+ 3 = 12 Punkte]
Wir betrachten Differentialoperatoren wie Divergenz, Rotation und Gradient fiir Produkte von Vektorfel-
dern. Beweisen Sie die folgenden Relationen fiir beliebige ausreichend oft differenzierbare Vektorfelder
@(7), b(7) und skalare Felder ¢(7), wobei wir das Argument der Ubersichtlichkeit halber im folgenden
weglassen:

() div(@xb)=V-(@xb) =b-(Vx ( .

(b) rot(@x b) =V x (@xb)=(b-V)a—(@-V)b—b(V-a)+aVv-b).

(c) rotgradp =V x (Vo) =0,
divrotd =V - (V x a@) =0.

(@) rot(rotd) =V x (Vxa)=V(V-a)—(V-V)a.

[HS] Krummlinige Koordinaten [3 + 3 + 4 = 10 Punkte]
Betrachten Sie Kugelkoordinaten 7, 19, ¢ mit (x,y, z) = (rsin cos ¢, r sin ¥ sin ¢, r cos 1), wobei wir
den radialen Abstand 7 = /22 + y2 + 22 definiert haben.

(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante J = W fiir den Wechsel von kartesischen auf
Kugelkoordinaten. Geben Sie die Basisvektoren é,, é’g ﬁfd €, an.

(b) Berechnen Sie das vektorielle Flichenelement fiir die Oberfliche eine Kugel vom Radius R. Schrei-
ben Sie es in der Form d f = 71 d f mit dem Flichennormalenvektor 7.

(c) Geben Sie den Nabla-Operator in Kugelkoordinaten an, d.h. schreiben Sie V als Linearkombi-
nation der Basisvektoren ¢, €y und é,. Berechnen Sie damit die Divergenz eines Vektorfeldes
A=A + Agéy + Ay é,. Hinweis: Beachten Sie, dass der Nabla-Operator sowohl auf die Kom-

ponenten A,, als auch auf die Basisvektoren é,, wirkt.

[H6] Fluss durch eine Fléiche [2 4+ 3 + 3 = 8 Punkte]
Gegeben ist ein symmetrisch um den Ursprung liegender Zylinder mit Radius R und Hohe h sowie das
Vektorfeld

-, T

(a) Zeichnen und parametrisieren Sie die Mantelfliche F' des Zylinders.
(b) Geben Sie zur Berechnung des Flusses durch die Mantelfldche,

(I)Mantel - / df E )
F
den Integranden an und berechnen Sie ®pjanee1. Hinweis: Berechnen Sie die Ableitung von z/v/1 + 22,

das konnte Thnen bei der Auswertung des Integrals niitzen ; —)
(c) Wie grof} ist ®ppanee als Funktion von
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HINWEIS: Bitte geben Sie immer Name, Vorname, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an!
Bitte Losungen unbedingt zusammenheften!



