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FUNKTIONAL-ABLEITUNGEN

Diese Ubung soll das Konzept der Funktional-Ableitung auffrischen, das bei klassischen Feldtheorien eine wichtige
Rolle spielt und Grundbestandteil der Funktionalanalysis ist.

Endlich-dimensionale Analogie. Wir betrachten zunichst einen Fall mit endlich vielen Freiheitsgraden. Sei L : V' — R
eine (nichtlineare) Abbildung auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum. Zum Beispiel konnte V' der Konfigu-
rationsraum, aufgesapnnt durch {q*, ¢}, i = 1,... N, und L eine Lagrange-Funktion sein. Die Ableitung von L
an der Stelle v € V und in Richtung h € V ist gegeben durch

1 _dL(v)
213% E(L(’U +¢eh)— L(v)) = To (h).

Diese Ableitung ist linear in h, kann also durch ein Skalarprodukt ausgedriickt werden. Wir schreiben daher einfach

dL(v)
dv

_ dL(v) .

h.
dv

(h)

Was ist also & Lds)”) fiir ein Objekt?

Lineare Funktionale. Geht man zum unendlich-dimensionalen Fall iiber, so tritt ein Problem auf. Auch wenn V eine
Topologie hat (so dass Stetigkeit definiert ist), so konnen wir nicht zu jeder stetigen linearen Abbildung V' — R
einen Vektor aus V' finden, mit dem wir sie identifizieren konnen. Das geht nur, wenn V' ein Hilbert-Raum ist.

Seiz.B. V = C°(R%) und g € V. Dann ist

Ty:f— /dxf(x)g(:r)

linear und stetig. Jede Funktion g kann also als lineares Funktional T}, aufgefasst werden. Betrachten wir aber nun
folgendes Funktional:
§x0:f'_>f(x0)'

Auch dies ist linear und stetig. In Analogie zum endlich-dimensionalen Fall schreibt man fiir die Anwendung von
0z, auf f auch

Gualf = (s £) = [ 00 = [ @b, (@11(0) = [ drite—e0)f0),

da das Integral ein Skalarprodukt auf V' ist. Wie sieht das im endlich-dimensionalen Fall aus? Wieso kann 6 (x—x)
keine Funktion aus V' sein? Es gibt also kein g, so dass T, = d,,. Solche linearen stetigen Funktionale auf
Funktionenrdumen heiflen Distributionen.

Distributive Ableitung. Sie V' wie oben fiir d = 1 (oder mindestens C'* mit kompaktem Triger oder als Schwarz-
Raum, usw.) und T} wieder die g € V' zugeordnete Distribution. Zeige mittels partieller Integration, dass T/ [f] =
—T,[f']. Man definiert daher fiir jede Distribution 7" mittels 7"[f] = —T'[f’] die distributive Ableitung von 7T'.
Offensichtlich ist (T;)" = T,. Man schreibt auch 7" = 9,7 Sei ¢ die Heaviside-Distribution, f(z < 0) = 0,
O(x > 0) = 1. Zeige, dass 0'[f] = do[f] ist. Zeige weiter, dass J,, = — f'(wx) ist. Hohere Ableitungen werden
induktiv definiert, und analog fiihrt man partielle distributive Ableitungen fiir den Fall d > 1 ein.

Funktionalableitung. Allgemein sind Funktionale nichtlineare Abbildungen von einem Funktionenraum V' nach R.
Eine sinnvolle Ableitung sollte also eine Linearisierung in einer Funktion f (was einem Punkt in V' entspricht)
sein, sollte also ein lineares Funktional sein. Sei L : V' — R ein Funktional. Wir definieren analog zum Gradienten
die Ableitung von L an der Stelle f € V in Richtung h € V' durch

tim 2L + en] - L)) = 2L

e—=0 ¢ 5f [h] '

Auch wenn dies linear in A ist, kann man dies nicht unbedingt durch ein Skalarprodukt mit einem Vektor aus V'
ausdriicken. Aufgrund der Linearitét schreibt man fiir das Funktional aber einfach %[ff]. Man nennt die Funktio-
nalableitung auch Variation von L[f] nach f. Warum?



RECHENREGELN

Hier wollen wir einfache Beispiele und wichtige Rechenregeln fiir Funktionalableitungen betrachten, die in der
Feldtheorie immer wieder angewandt werden.

die Funktionalableitung %Ef] von L? Sei speziell L[f] [f] fiir ein festes g. Was ergibt sich jetzt fiir die

Funktionalableitung?

Lineares Funktional. Ist L selbst linear, so ist per definitionem L[f + h| — L[f] = eL[h]. Was ergibt sich also fiir

Kettenregel I Sei speziell L[f] = [ dxz F(f(x)) fiir eine wenigstens einmal stetig differenzierbare Funktion F : R —

R. Zeige, dass die Funktionalableitung ‘sg—y] = F'(f) ist. Dies ist die globale Kettenregel.

6‘570[]0] — 6 .

Delta-Distribution. Sei L[f] = d5,[f] = f(xo). Wir wissen schon, dass dieses L linear ist. Es ist also —%— =

Diskutiere die Bedeutung dieser Identitit, die in der Physik so geschrieben wird:

8 f (o)
6f(x)

Vergleiche dies insbesondere mit dem endlich-dimensionalen Fall.

=d(x — x) -

Kettenregel II. Sei speziell L[f] = 0., [F(f)] = F(f(xo)) fiir eine mindestens einmal stetig differenzierbare Funktion

F : R — R. Rechne wie bei der globalen Kettenregel nach, dass %;f] = F'(f)d,. In der Physik schreibt man

das als
6F(f(x0)) _ OF(f) 6f(x0)
6f(x) of dof(x)

Dies ist die lokale Kettenregel. Wie kommt man von der lokalen Form auf die globale?

— F/(f(2))d(x — 20).

Vertauschen mit partiellen Ableitungen. Ist L ein Funktional, so ist K'[f] = L[f’] ein neues Funktional, das nur von
f' = 0. f abhingt. Berechne die Funktionalableitung von K und zeige damit

oL'[f] _ _SLIfT _ , OLIS]
of — of T af
wobei wir in Analogie zur distributiven Ableitung L'[f] = —L[f’] definiert haben, also L'[f| = —K|[f]. Auch

diese Identitit hat eine vielleicht intuitivere Physiker-Schreibweise:

9f(=o
5f (x0) 0 7my 9 6f(xo) 0 /
_ zo _ T = —0xz—z0) =0 (2 —x0).
5@ of@)  dwg of@) om0 =)
Was ist die Bedeutung dieser Identitét?

Als Beispiel rechne schlieBlich nach, dass % [dx F(f'(z)) = —=F"(f)f" ist.




