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FASERBUNDEL

Wir haben nun genug Definitionen und Konzepte erarbeitet, um endlich die Definition von Prinzipalfaserbiindeln
und der damit verbundenen Strukturen vornehmen zu kénnen. Lokal sehen Prinzipalfaserbiindel wie das direk-
te Produkt einer Koordinatenumgebung der Basismannigfaltigkeit mit einer Lie-Gruppe. Erst wenn wir globale
Aspekte betrachten, erkennen wir, dass die Struktur nicht unbedingt das Produkt zweier Mannigfaltigkeiten ist.

Im folgenden bezeichnet P(M, G) ein Prinzipalfaserbiindel iiber der Basismannigfaltigkeit A und mit der
Strukturgruppe G, T, (P) ist der Tangentialraum von P am Punkt v € P, und vT,,(P) ist der Unterraum von
T, (P), der aus den Vektoren besteht, die die Faser durch u an v beriihren.

Prinzipalfaserbiindel. Wir nennen (P, M, 7, G) ein Prinzipalfaserbiindel iiber M mit Strukturgruppe G, wenn
[P1] G frei auf P operiert, d.h., wenn v - @ = u fiireinu € P, dannista = e € G.
[P2]  wir fiir uy,us € P dann und nur dann 7(u;) = m(uz) haben, wenn es ein a € G gibt, so dass
Uy - a = uUg.
[P3] P lokal trivial liber M ist, d.h., fiir beliebiges x € M gibt es eine Umgebung U und einen Diffeomor-
phismus ¢ : 7~ 1(U) — U x G, so dass ¥(u) = (m(u),n(u)) mit n(u) € G und Y(u - a) =
(m (), n(u)a).

Zusammenhang. Ein Zusammenhang I in P weist jedem u € P einen Unterraum AT, (P) von T;,(P) mit den folgen-
den Eigenschaften zu:
[z11 7T,(P)=vT,(P)® hT,(P).
[Z2] Die Aktion R, eines Elementes a € G auf P induziert eine Abbildung R, . der Tangentialriume von
P. Fiir jedes w € P haben wir hT,,(P) = Ry.hT,(P).
[Z3]  hT,(P) hingst glatt von u ab.

Ubergangsfunktionen. Ist ein Prinzipalfaserbiindel gegeben, so konnen wir aus den lokalen Diffeomorphismen ), :
771(Uy) — Uy, X G die so genannten Ubergangsfunktionen s, (7 (u)) bilden, u ein Punkt des gesamten Biindel-
raumes P. Diese Ubergangsfunktionen sind Abbildungen von der Basismannigfaltigkeit M in die Strukturgruppe
G. Sie haben eine wichtige Bedeutung fiir die Konstruierbarkeit von Prinzipalfaserbiindeln.

So bildet v, das Urbild 7—(U,,) diffeomorph auf U, x G in der folgenden Weise ab: u € P ergibt
(m(u), pa(u)) € Uy x G, wobei p, (u) € G ist. Nach Definition hat ¢,, die Eigenschaft, dass ¢, (ua) = ¢q(u)a
fiir a € G. Fiir u € 7~ (U, N Ug) haben wir

pp(ua)(pa(ua) ™ = ps(u)(pal(u)) ™.
Das zeigt, dass Vg, = ©5(u)(pa(u)) ™! in der Tat nur von 7(u) abhéngt, und nicht von dem Element der Faser
71 (x) = 7~ 1(m(u)). Also sind die Ubergangsfunktionen Abbildungen, die auf U, N Uz definiert sind, und die
Eigenschaft
Uya(T) = yp(2) - Ppalz) e))

fir z € U, N Ug N U, besitzen.
KONSTRUKTION

Wir wollen nun das Prinzipalfaserbiindel konstruieren: Sei M eine Mannigfaltigkeit im Uberdeckung (U,,) durch
offene Mengen U,,. Sei G eine Lie-Gruppe. Wenn fiir jede Schnittmenge U,NUg Abbildungen 93, : U,NUg = G
mit der Eigenschaft (1) existieren, dann ist es moglich, das Prinzipalfaserbiindel P(M, G) mit diesen Abbildungen
als Ubergangsfunktionen zu konstruieren.

Diese Konstruktion ist nichts anderes als das Zusammenkleben von Produktmannigfaltigkeiten zu einem
Biindelraum. Seien zwei Produkte U, x G und U x G gegeben. Dann sind (z,a) € U, x G und (y,b) € Ug x G
nach Definition dquivalent, wenn = y und b = 13,a. Sei nun

X = JUa xG)

die disjunkte Vereinigung der Produkte U,, x G. Das Prinzipalfaserbiindel P, das wir konstruieren wollen, ist dann
die Menge der Aquivalenzklassen von im obigen Sinne dquivalenten Elementen. Wiirde G allein aus dem Einsele-
ment e bestehen, d.h., ¥g,(z) = e, dann wiirden wir nach dem Zusammenkleben der Bilder der Aquivalenzklassen
ein globales Produktbiindel erhalten.



In der Physik interessiert man sich oft dafiir, ob ein Prinzipalfaserbiindel reduziert werden kann, also ob man
zu einer Untergruppe der Strukturgruppe ilibergehen kann. Dafiir benotigen wir das Konzept von Homomorphismen
zwischen Prinzipalfaserbiindeln.

Prinzipalfaserbiindelhomomorphismen. Ein Homomorphismus f von einem Prinzipalfaserbiindel P’(M’, G') in ein
Prinzipalfaserbiindel P(M, G) besteht aus einer Abbildung f’ : P’ — P und einem Homomorphismus /" : G’ —
G mit
f/(u/a/):f/(u/>f//(a/) VUIEP/,G/GG/.
Dieser Biindelhomomorphismus bildet Fasern auf Fasern ab, so dass er auch eine Abbildung M’ — M induziert,
die ebenfalls mit f bezeichnet wird.

Reduktion I. Im Fall, dass M’ = M ist, ist f” eine Injektion von G’ auf in G, und die induzierte Abbildung f :
M’ — M ist die Identitdt. Wir nennnen f : P'(M’,G') — P(M, G) die Reduktion der Strukturgruppe G auf die
Untergruppe G’. Das Prinzipalfaserbiindel P'(M’, G’) heiBst das reduzierte Biindel.

Die Strukturgruppe G ist reduzierbar auf die Untergruppe G’ dann und nur dann, wenn es eine offene
Uberdeckung (U,) von M zusammen mit Ubergangsfunktionen 15, gibt, die Werte nur in G’ annehmen.

SCHNITTE

Wir bendtigen weitere Konzepte, insbesondere das des assoziierten Biindels und das der Schnitte von Biindeln.
Wir beginnen mit einem Prinzipalfaserbiindel P(M, .G) und eine Mannigfaltigkeit F', auf der G von links operiert.
Damit operiert G auf dem Produkt P x F von rechts, gemiB (u,£,a) € P x F x G — (ua,a™'¢) € P x F.

Assoziierte Biindel. Zwei Elemente von P x F' werden als dquivalent betrachtetm wenn es ein Element in G gibt, das
die Elemente in P x F' gemél

(u, &) = (v,n) <= Ja € G : (v,n) = (ua,a™'¢)

verkniipft. Die Menge der Aquivalenzklassen E wird mit P x g F bezeichnet. Sie heiBt das Faserbiindel iiber M
mit Standardfaser F' und Strukturgruppe G, das zum Prinzipalfaserbiindel P assoziiert ist.

Schnitt. Im allgemeinen ist ein Schnitt eines Biindels eine Abbildung o : M — E so dass mg o o in M die Identitit ist.
Hierbei bezeichnet 7g die Projektion des assoziierten Biindels E auf die Basismannigfaltigkeit A/. Wenn (v, &)
ein Reprisentant eines Elements A € E ist, dann ist 75 (A) = 7 (u) firu € P(M,G).

Neben globalen Schnitten o; M — FE betrachtet man auch lokale Schnitte o, : U, — E. Wenn ein Prinzi-
palfaserbiindel einen globalen Schnitt zulésst, dann ist es ein direktes Produktbiindel. Das Biindel E(M, F, G; P),
das zum Prinzipalfaserbiindel P(M, ) assoziiert ist, ldsst einen globalen Schnitt zu, wenn M parakompakt und
die Standardfaser F' diffeomorph zu R" ist.

Reduktion II. Die Strukturgruppe von P(M, G), G, ist reduzibel zur abgeschlossenen Untergruppe H dann und nur
dann, wenn das assoziierte Biindel E(M,G/H, G, P) einen Schnitt o : M — E zulésst.



