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ERHALTUNGSGROSSEN UND EFFEKTIVES POTENTIAL

Erhaltungsgrofen sind bei der Analyse physikalischer Systeme extrem hilfreich. Je mehr Erhaltungs-
gréBen es gibt, desto mehr sind die moglichen Bahnen festgelegt.

Bahnen in Zentralkridften [24+1+4+ 2+ 2+ 1 = 8 Punkte]
In der Vorlesung wurde gezeigt, wie im Keplerproblem die Erhaltungssitze genutzt werden konnen, um
die moglichen Bahnformen zu klassifizieren. Hier wollen wir den umgekehrten Weg gehen und von einer
gegebenen Bahn auf die Zentralkraft schliefen, in der sich das Teilchen bewegt. Ahnlich wie beim Kep-
lerproblem, sei die Bahnkurve als eine Funktion r(y) gegeben. Das zweite Newtonsche Gesetz nimmt
fiir eine Zentralkraft F(7) = f(r)é, die Form f(r) = m(# — r$?) an. Wir setzen u = 1/7.

(a) Driicken Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen (%a und % durch Ableitungen von 7 nach

der Zeit aus. Verwenden Sie dabei 7?¢) = L/m = const, also Drehimpulserhaltung. Wenn Sie
richtig gerechnet haben, konnen Sie den Betrag der Zentralkraft nun in der Form
L? ,/d%u
flr) = —u (dTOQ +u>
schreiben.
(b) Zur Uberpriifung dieses Resultates iiberlegen Sie, warum zulissige Bahnen im Keplerproblem die
Gleichung g—@% + uw = const > 0 erfiillen miissen. Priifen Sie nach, dass v = %(1 + e cos p) eine
Losung ist.

Nun kommen wir zur eigentlichen Problemstellung. Angenommen, die Zentralkraft erlaubt eine kreis-
formige Bahn, die durch das Kraftzentrum fiihrt.

(c) Zeigen Sie, dass eine kreisférmige Bahn mit Durchmesser D, die durch den Ursprung fiihrt, in den
Variablen v und ¢ durch u(yp) = %secgp gegeben ist. Wenn Sie die Secans-Funktion nicht kennen,
schlagen Sie sie nach. Erstellen Sie dazu eine Skizze.

(d) Differenzieren Sie die in (c) diskutierte Bahn u(y) zweimal nach ¢ und jonglieren ein wenig mit
trigonometrischen Identitdten, um zu dem Ergebnis fj%% = 2D%u3 — u zu gelangen.

(e) Bestimmen Sie damit die zugehorige Zentralkraft f(r). Sie sollten eine Abhingigkeit ~ r~5 finden.

Dreidimensionaler harmonischer Oszillator [M+14+1+1+1+1+ 1= 7Punkte]
Der dreidimensionale harmonische Oszillator ist gegeben durch das Potential
1 1
Vr)= §w27‘2 = §w2($2 + 9?2 + 22),
wobei wir m = 1 gesetzt haben.
(a) Wie lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen?
(b) Damit wir diese Gleichungen moglichst nicht 16sen miissen, schauen wir die Erhaltungssitze an.
Erstaunlicherweise gibt es insgesamt neun Stiick:
b = Eijkxjjgk und qij = [EZCE] + w2xixj fiir 1,7,k=1,2,3. (D
Berechnen Sie e := %qn Was ist die physikalische Bedeutung der Grofen ¢; und e ?
(c) Uberpriifen Sie unter Verwendung der Bewegungsgleichungen, dass ¢; =0und Gij = 0 ist.
(d) Driicken Sie g;;¢; und 02 = ¢;¢; durch 7 und 7 aus.
(e) Zeigen Sie mit (d), dass Q(7) := z;(2e §;; — q;j)z; = £*> = konstant ist.
(f) Da eine Zentralkraft vorliegt, bleibt die Bahnkurve in einer Ebene. Wir wihlen die Koordinaten so,
dass z3(t) = 0 ist. Welche der GroRen in (1) sind dann noch ungleich Null?
(g) Schreiben Sie die Gleichung Q(z1, x2, 73 = 0) = ¢? explizit aus. Was fiir eine Bahn beschreibt
diese Gleichung? Hinweis: Durch geeignete Wahl der Koordinatenachsen x; und z2 kann man
immer g2 = 0 erreichen.

Hinweis: Diese Aufgabe ist ein gutes Beispiel fiir ein physikalisches Problem, bei dem die Index-
Notation wirklich enorm viel Schreibarbeit erspart.

HINWEIS: Name, Vorname, und Matrikelnummer angeben! Losungen bitte zusammenheften!
ANKUNDIGUNG: Halbzeitgesprich — Ihre Riickmeldung an uns! Mit Dekan, Studiendekanin
und Studiengangskoordinatoren am Montag, 25.11.2013, 18:00 Uhr, Kleiner Physikhorsaal F342



