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MATRIZEN

Lineare Abbildungen eines Vektorraumes werden durch Matrizen beschrieben. Von besonderem Interes-
se sind lineare Abbildungen des Vektorraumes auf sich selbst, die bestimmte Symmetrien erfiillen.

Lingenerhaltung [3+ 3+ 3+ 3 = 12 Punkte]
Wir betrachten einen zwei-dimensionalen Raum und lineare Abbildungen in Form von Matrizen

a b
w=(00).
Wir wollen unter allen moglichen Matrizen M diejenigen finden, die die Lange der Vektoren erhalten.
Es soll also gelten: |MZ|? = |7]2.

(a) Warum darf sich auch der Winkel zwischen den Basisvektoren nicht dndern?

(b) Finden Sie Bedingungen an a, b, ¢, d, indem Sie beachten, dass die Spalten der Matrix M die Bil-
der der Basisvektoren der Standardbasis sind. Verwenden Sie, dass die Lingen der Basisvektoren,
sowie ihre Orthogonalitét, unveridndert bleiben sollen.

(c) Die gefundenen Bedingungen sollten Sie an Relationen trigonometrischer Funktionen denken las-
sen. Uberlegen Sie, wie die Bedingungen erfiillt werden konnen, in dem Sie fiir a, b, ¢, d in ge-
eigneter Weise moglichst einfache Ausdriicke in cos(«) und sin(«) einsetzen. Sie sollten zwei
verschiedene Moglichkeiten finden, entweder mit Determinante +1, oder mit Determinante —1.

(d) Welche Abbildungen werden also durch die in (c) gefundenen Matrizen beschrieben? Versuchen
Sie, die Losungen M’ mit Determinante —1 aus den Losungen M mit Determinante +1 zu erhalten,
in dem Sie einen der Basisvektoren zundchst an einer geeigneten Achse spiegeln. Versuchen Sie
also M’ = M S zu schreiben und bestimmen Sie die Matrix S.

Spiegelungen und Drehungen [3+3+3+ 3+ 3+ 3 = 18 Punkte]
Wir untersuchen an einem konkreten Beispiel, wie jede Drehspiegelung als eine Drehung um eine Achse
77 und eine Spiegelung an der zur Drehachse senkrechten Ebene dargestellt werden kann. Wir gehen von
folgender Drehspiegelung aus:

0 01 cosae —sina 0
M=113Dse, =10 1 0 sina  cosa 0
1 00 0 0 1

Dies ist offenbar eine Drehung um die z-Achse mit einer anschlieBenden Spiegelung, die den ersten und
den dritten neuen Basisvektor vertauscht. Wir wollen dies in der Form M = P;Dgj schreiben.

(a) Berechnen Sie die Determinante von II(; 3) und iiberpriifen Sie, dass II; 3y ein rechtshéndiges in
ein linkshiindiges Koordinatensystem tiiberfiihrt.

(b) Bestimmen Sie die Drehachse 7i. Berechnen Sie dazu M = I1(; 3) Dz, und nutzen Sie aus, dass die
Drehachse dieser Drehspiegelung nach Definition in ihr negatives gespiegelt wird. Fiir die gesuchte
Drehachse muss also gelten M7 = —7i. Geben Sie 77 als normierten Einheitsvektor an.

(¢) Bestimmen Sie die Spiegelebene, in dem Sie 77 um zwei Vektoren ergidnzen, die auf 77 und auf ein-
ander senkrecht stehen. Hinweis: Sei 77 = (n',n% n?). Dann ist offenbar (—n?,n!,0) ein Vektor,
der auf 77 senkrecht steht, und der lediglich noch auf Einheitslidnge gebracht werden muss. Einen
weiteren Vektor, der auf diesen beiden senkrecht steht, finden Sie mit dem Ansatz (n!, n?, p). Be-
stimmen Sie p und bringen Sie auch diesen Vektor auf Einheitsldnge.

(d) Bestimmen Sie nun noch den Drehwinkel 3, in dem Sie einen der beiden in (c) bestimmten Vek-
toren mit M drehen und dann das Skalarprodukt aus dem urspriinglichen Vektor mit seinem Bild
berechnen. Hinweis: Zur Bestimmung des Drehwinkels kann natiirlich jeder Vektor aus der Ebene
senkrecht zur Spiegelachse verwendet werden.

(e) Zeigen Sie, dass die Ebene senkrecht zur Spiegelachse 77 durch M in sich abgebildet wird. Wie
sieht die Matrix aus, die M in der Basis ¢, (M¥), und 7 darstellt? Hierbei ist ¢ mit v L 7, |0] = 1
ein beliebiger normierter Vektor aus der Ebene senkrecht zur Spiegelachse.

(f) Betrachten Sie gesondert den Fall « — 7, also cosa — —1. Warum ist es schwierig, diesen Fall
mit Thren allgemeinen Ergebnissen zu behandeln?

Bitte wenden!
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SPIELREGELN ZUR COMPUTERUBUNG

Die Bearbeitung der Ubungsaufgaben erfolgt, wie bei den Hausiibungen, allein. Der Losungsweg soll
vollstindig mit Mathematica ausgefiihrt und in einem “Notebook” dokumentiert werden. Ein Ausdruck
davon ist abzugeben. Zusitzlich schicken Sie Thr Notebook als Datei per Email an Thren Tutor. Gegebe-
nenfalls miissen Sie Ihre Losung dann noch in der Prasenziibung vorfiihren.

Die Computeriibungen sind Teil der Studienleistung. Sie miissen alle sinnvoll bearbeitet werden.
Die Punkte dienen nur als grobe Richtschnur. Thr Tutor wird IThnen mitteilen, falls Ihre Losung noch
nachgebessert werden muss.

Die genaue Zeit und der genaue Raum fiir die Sprechstunde fiir die Computeriibungen wird im
Stud.IP bekannt gegeben.

Interaktive Parametrische Darstellung einer Funktion [15 Punkte]
In Hausiibung [H6] haben Sie die Bahnkurve eines Lichtstrahls bestimmt, der von einer rotierenden
Lichtquelle ausgehend durch eine gradlinig bewegte Lochblende auf einen festen Schirm traf. Mit den
Bezeichnungen aus dieser Aufgabe ergibt sich fiir die Kurve auf dem Schirm in der yz-Ebene

1
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Dies ist eine parametrische Darstellung der Bahnkurve, die Funktion ParametricPlot ist dafiir ge-
eignet. Stellen Sie die Kurve des Lichtstrahls fiir Zeiten im Bereich 0 < ¢t < 100 dar. Verwenden Sie
die Funktion Manipulate, um interaktiv Werte fiir 7, a, v und w einstellen zu kénnen. Wihlen Sie fiir
diese Parameter sinnvolle Bereiche. Versuchen Sie sicher zu stellen, dass immer r < a gilt.

UbeIpriifen von Identititen [15 Punkte]
Definieren Sie Tabellen 6 [ [1, 1] und e[ [1, j, k] ] fiir die Indexbereiche i, j, k € {1,2,3} und
weisen Sie den Tabelleneintrigen ihre Werte zu. Sie diirfen dabei nicht auf die eingebauten Funktio-
nen KroneckerDelta oder LeviCivitaTensor oder dhnliches zuriickgreifen. Uberpriifen Sie in
Laufanweisungen die 729 Gleichungen

EijkElmn = 0il0jmOkn + 0j10kmOin + Ok10imOjn — 0510imOkn — 0i10kmdjn — Ok10jmdin

die 81 Gleichungen €;;x€imk = 0i10jm — 0j10;m. die neun Gleichungen &;;x€;1 = 20;;, sowie schlieBlich
€ijkEijk = 0.

HINWEIS

Bitte geben Sie auf Ihren abgegebenen Losungen immer Name, Vorname, Matrikelnummer und
die Ubungsgruppe (Nummer und Name des Tutors) an! Losungen unbedingt zusammenheften!



