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SKALARPRODUKT, METRIK UND KREUZPRODUKT

In der Vorlesung wurden das Skalarprodukt, die Metrik eines Vektorraumes und das Kreuzprodukt ein-
gefiihrt. Diese drei Konzepte sollen hier geilibt werden.

[P12] Skalarprodukt

Zeichnen Sie ein Dreieck mit Kantenvektoren d, b und
der Kosinussatz (@ + b)?

—(a+ 5) Ergénzen Sie die Zeichnung so, dass
= a2 + b? + 2|d] |b| cos o abgelesen werden kann. Berechnen Sie (a@ + b)? als

Funktion der Komponenten a’ und b’ in einer Orthonormalbasis. Driicken Sie cos « als Funktion dieser
Komponenten aus.

[P13] Nicht orthogonale Basis
Betrachten Sie den R? mit der Basis
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(a) Berechnen Sie die Metrik g;; = ¢€; - €; fiir diese Basis. Uberzeugen Sie sich, dass die Metrik nicht
degeneriert ist, dass also die Vektoren €; in der Tat linear unabhingig sind.

(b) Welche Winkel schlieBen die Basisvektoren miteinander ein?

(c) Finden Sie die zugehdrige kanonische Basis des Dualraums, also die linearen Abbildungen f? mit
i) = 5ij. Hinweis: Am besten gibt man Elemente des Dualraumes als Zeilenvektoren an.

(d) Betrachten Sie den Vektor u = €] + 2é5 + 3é3. Zu diesem Vektor gibt es ein zugehoriges Element
des Dualraums, namlich die lineare Abbildung u : @ — u(w) = @-w. Geben Sie die Komponenten
u; dieser linearen Abbildung beziiglich der Dualbasis f7 an, indem Sie verwenden, dass einerseits
u(€j) = ui f'(€;) = w;d’; = uy ist, andererseits aber u(¢;) = @ - €; gilt. Hinweis: Am einfachsten

geht das, wenn Sie « in der Standardbasis angeben.

(e) Was ist der Offnungswinkel des Kreiskegels, der die kartesischen Koordinatenachsen enthilt?

[P14] Drehmoment
Das Drehmoment ist elne GrofBe, die durch ein Kreuzprodukt definiert ist. An elnem Korper grelfen an

den Orten 7; die Krifte Fz, 1=1,2,.

, N, an und bewirken das Drehmoment M = > T X .

(a) Zeigen Sie, dass M - > F; unabhéingig von der Wahl des Ursprungs ist.
(b) Welche Bedingung miissen die Krifte erfiillen, damit das Drehmoment M unabhéngig von der

Wahl des Ursprungs ist?

[P15] Kreuzprodukt
Uberzeugen Sie sich ganz explizit von einigen wichtigen Eigenschaften des Kreuzproduktes, wie es in
der Vorlesung eingefiihrt wurde

(a)

(b)

(©)

Es seien @ = éja' + &a?, b = elb1 + &% gege-
ben. Berechnen Sie den Strom J (a, b) durch die Fliche
@ A b auf zwei Arten explizit: Verwenden Sie einmal zu-
erst Linearitdt im ersten Argument, und einmal zuerst
Linearitit im zweiten Argument. Entwickeln Sie in bei-
den Fillen .J (@, b), und zeigen Sie damit, dass in beiden
Fillen J(@,b) = Ji;a'b/ gilt. Hierbei ist J;; = J(&, &;).
Begriinden Sie, warum J(@,b) ?=? Jya'b' groBer Un-
sinn sein muss.

Vergleichen Sie die Entwicklung in Komponenten fiir ein
symmetrisches g(a, l;) = g(g, @) und ein antisymmeri-
sches J(d, b) = —J(b,d@), wobei @ = &1a’+&a’+éza,
b= &bl + éyb? + &3b3 sind.

Uberzeugen Sie sich mit Threm Ergebnis aus (b) dass das Spatprodukt aus j a, b sich unter zykli-
schen Vertauschungen nicht dndert. Hierbei ist j1 = Jo3, j2 = J31 und 52 = Jyo.



