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2. Gauß’sches Wellenpaket : Die Bewegung eines freien Teilchens der Masse m in einer Raum-
dimension wird durch eine Wellenfunktion ψ(x, t) beschrieben, die sich als Lösung der zeit-
abhängigen Schrödingergleichung(
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(mit geeigneter Anfangsbedingung ψ(x, 0)) ergibt.

(a) Wir setzen eine Wellenlösung der Form ψk(x, t) = ei(kx−ωt) mit zunächst freien reel-
len Parametern k (der Wellenzahl) und ω (der Frequenz) an. Zeigen Sie, daß ψk die
Schrödingergleichung erfüllt, sofern k und ω durch ω(k) = ~k2

2m
verknüpft sind.

(b) Zur Zeit t = 0 sei die Wellenfunktion vorgegeben, ψ(x, 0) ≡ ψ(x). Die Fouriertransfor-
mierte der anfänglichen Wellenfunktion sei ψ̃(k) = 1√

2π

∫∞
−∞ dx e−ikxψ(x). Zeigen Sie, daß

sich mit ω = ω(k) aus (a) die Wellenfunktion zur Zeit t schreiben läßt als Überlagerung
ebener Wellen,
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d. h. in dieser Form wird die zeitabhängige Schrödingergleichung erfüllt.

(c) Im Rest der Aufgabe betrachten wir speziell das durch
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definierte Gaußpaket mit der anfänglichen Breite σ0 und Impuls ~k0.
Berechnen Sie ψ̃(k) (analog zum ersten Übungsblatt) und damit ψ(x, t). Verwenden Sie

dabei τ ≡ 2mσ2
0

~ als eine für das Wellenpaket der (anfänglichen) Breite σ0 charakteristi-
sche Zeit. Wie groß ist τ für ein Elektron mit σ0 ≈ 10−13 cm, und wie groß ist τ für eine
Schrotkugel mit m = 1 g, σ0 = 1 cm?

(d) Zeigen Sie, daß die Wahrscheinlichkeitsdichte ρ = |ψ(x, t)|2 des Gaußpakets die Form
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annimmt, und diskutieren Sie das Ergebnis.

(e) Berechnen Sie für das Gaußpaket den Orts- und den Impulsmittelwert

〈X〉 =

∫ ∞

−∞
dxψ∗ xψ und 〈P 〉 =

∫ ∞

−∞
dxψ∗

~
i

∂

∂x
ψ

sowie die Schwankungsquadrate von Ort und Impuls, also
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Ist das Unschärfeprodukt minimal?


