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Anwesenheitsiibungen 1
21. Oktober bis 23. Oktober

Explizite Addition von Drehimpulsen

Betrachtet man die Drehimpulse zweier Teilchen, so gibt es zwei vollstandige Satze

kommutierender Drehimpulsoperatoren: (J(1))2, J?El), (J2)2, J§2) mit der Eigenfunk-

tionsbasis [jimyjama) = |jimi) ® |jams) sowie (J(l))2, (J(2))2, J2, J3 mit der Eigen-
funktionsbasis [j1j2im), wobei J = JM) @ 1+ 1® J?) der Gesamtdrehimpuls ist.

Die gegenseitigen Entwicklungs— oder Clebsch/Gordan-Koeffizienten der beiden Ba-

sen sind Skalarprodukte der Form (jimqjamalj1jaim).

(1) Zeige, daB die Skalarprodukte nur fiir m = m + ms nicht verschwinden.

(2) Warum ist j; + jo das maximale j? Zeige durch Abzdhlen der Zustinde, dafl
J > |j1 — j2|. Welche moglichen Werte hat die Gesamtdrehimpulsquantenzahl 57

Man kann verlangen, dafl bei maximalem m und m; der Koeffizient nicht negativ

(insbesondere reell) ist: (j1j172(5 — j1)|j17277) > 0.

(3) Zeige, dafl die Zustinde mit maximalem j und m einfach gegeben sind durch
J1j2 § = j1+j2 m = £j) = [j1 £j1) ® |j2 £ j2), d-h. der Koeffizient ist gleich 1.

Betrachte speziell die Addition zweier Drehimpulse mit Quantenzahlen j; = j; = 1.

(4) Gehe vom in (3) konstruierten Zustand mit j = m = 2 aus und berechne die
anderen Zustande mit j = 2 durch die Wirkung der Leiteroperatoren.

(5) Finde den Zustand mit j = m = 1, indem ein Zustand mit m = 1 konstruiert
wird, der zum Zustand mit j = 2, m = 1 orthogonal ist. Verifiziere, daf§ dieser
Zustand tatsachlich den Gesamtdrehimpuls 7 = 1 hat.

(6) Gehe vom in (5) konstruierten Zustand mit j = m = 1 aus und berechne die
anderen Zustande mit j = 1 durch die Wirkung der Leiteroperatoren.

(7) Finde den Zustand mit j = m = 0, indem ein Zustand mit m = 0 konstruiert
wird, der zu den Zustanden mit j = 2, m = 0 und 57 = 1, m = 0 orthogonal ist.
Verifiziere, dafl dieser Zustand tatsachlich den Gesamtdrehimpuls 7 = 0 hat.

(8) Diskutiere exemplarisch die Symmetrieeigenschaften der Koeffizienten.

Landau—Niveaus

In der Aufgabe A4 der Klausur zur Theoretischen Physik II wurde der Hamiltonope-
rator fiir die Bewegung (in der zy—Ebene) eines Teilchens mit Masse m und Ladung ¢
in einem zeitlich konstanten und raumlich homogenen Magnetfeld B = B¢, berechnet.
Nach der Einfiihrung komplexer Koordinaten z = x + 4y, Z =  — ¢y mit Ableitungen

0 _190 10 0 _ 10 4 10 7 ; ;
5z = 20z " 20y o5 — 29z T 20y lieen sich Leiteroperatoren

a = 1 z + 2r 8 a+ — i z — 927 g

V2 \ 2r 09z )’ V2 \ 2r 292
mit der vom harmonischen Oszillator bekannten Vertauschungsrelation [a,at] = 1 de-
finieren, wobei 7o = /h/mw die magnetische Linge und w = q—]i die Larmorfrequenz
ist. Der Hamiltonoperator H = hw(a™a + aa™) = hw(ata + g)L hatte dann ebenfalls

Oszillatorform. Ferner galt fiir den Drehimpuls: L3 = h(z% - E%).



(1) Definiere

1 Z 0 1 z 0
b= — | — +2r9g— bt =~ = — 2rg==
\/§<2’I“()+ TO@z)’ \/§<2’I“() TO@E)
und zeige die Giiltigkeit der Oszillatorvertauschungsrelation [b,b™] = 1.
(2) Zeige, daB a,a™ bzw. b, b wechselseitig kommutieren, d.h. [a,b] = 0 usw.
(3) Zeige L3 = h(b*b —a™a).
(4) Zeige atho,0 = bipo,0 = 0 fiir 1po,0 = \/%T e~z /4r5,
(5) Welche Energie und welchen Drehimpuls haben )y, », = ﬁ(b"‘)m(a‘*)"zﬁo,o?
Wie hoch ist der Entartungsgrad der Energie?
(6) Welche funktionale Form haben die Zusténde )y, ,,, insbesondere fiir n = 07

Hausaufgaben I )
Abgabe vom 28. Oktober bis 30. Oktober in den Ubungen

H1.1 Clebsch/Gordan—Koeffizienten, allgemein fir (j1) ® (j2)
(1) Sei A(j,m) =+/(j +m)(j — m +1). Zeige durch Anwenden von J auf |j;jajm):
A(j, m){(j1majama|jijaj(m — 1)) = A(jr, m1 + 1){j1(m1 + 1)jamalj1j2im)
+ A(ja, m2 + 1)(jimyj2(ma + 1)|j1j2im),
A(g, m + 1)(Gimajamaljijei(m + 1)) = A(j1, m1)(j1(m1 — 1)jama|jrj2jm)
+ A(ja, mz2)(Jimaja(ma — 1)[j1i25m).
(2) Zeige mit der zweiten Rekursionsformel aus (1), dafl
(jimaga(§ — ma)|jrdegs) = ()7 7™ (rjrga (G — j1)lird2d )
(1 +m 1)1 +J2—5) (G +j—m1)!
(250)1 (G2 —F+m1) (G2 —31+5)(G1—m1)!"

X

(3) Warum ist die Transformationsmatrix zwischen beiden Basen unitér? Folgere
o ndag'mjimaga(m — ma)) (jrmaga(m — ma) j1jagm) = 6515,
(4) Zeige mit (2) und (3) sowie der in Al.1 erwahnten Konvention, dafl

e e g . 25.)1(254+1)!
(J1i1d2(d — J1)ldrs237) = (j1+_7‘2(_|_gj13_1()!g(j1_)j2+j)['

Nutze die aus Binomialkoeffizienten—Additionstheoremen stammende Identitat

Z (a+n)!(b—n)! _ (a+b+1)!(a—c)!(b—d)!
ne€Z,n>—a,n>—c,n<b,n<d (c+n)!(d—n)! = (c+d)!(a+b—c—d+1)!"

(5) Zeige mit der ersten Rekursionformel aus (1) sowie mit (2) und (4), da8

; ; i\ — (25+1) (J1+52—5)!(G1=m1) (G2 —m2) (5 +m)!
{1majama|iLjaim) =\ Grag D —7a s 52 #9101 T G +ma)IG—m)

J=m(_ 1\j1—mi—n (j—m\ (Fitmi+n)!(jo+j—mi—n)!
Xém’m1+m2 n:O( 1) ( n )(jl—ml—n)!(j2—j+m1+n)!'

(6) Vergleiche die Koeffizienten mit denen fiir (£)®(3) aus Theoretische Physik II,

H9.1 (Spin-Bahn-Kopplung), (3)®(3) aus Theoretische Physik II, A10.1 (Heli-

umatom) und dem in Al.1 gerechneten Fall (1) ® (1).

(30 Punkte)
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