Handout | zur Vorlesung HEORETISCHEPHYSIK I1] Michael Flohr
Material zur Drehimpuls-Addition 17.und 18. Oktober 2002

HILFREICHE GRAPHISCHEDARSTELLUNG

Um zu sehen, welche Zustande bei der Addition von Drehisgubuftreten kdnnen, und wie diese durch die
Wirkung der Auf- und Absteigeoperatoren, Ji 4, Jo + bzw.J_, J; _, J> _ miteinander in Beziehung stehen,
ist es hilfreich, sich dies graphisch in den;, ms)-Ebene der magnetischen Quantenzahlen zu veranschauliche
Wir wissen, dass di€lebsch-Gordan-Koeffizientdn; m, jama|j1j2; jm) nur dann nicht verschwinden, wenn
m = mj + mg ist.
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Das Bild zeigt furj; = 6 undjo. = 4 die (m1, m2)-Ebene mit dem Gebiet aller mdglichen magnetischen Quan-
tenzahlen (das gestrichelte Rechteck). Darin eingezetdlsh das kleinere Gebiet (das gestrichelte Sechseck),
in dem die magnetischen Quantenzahlen fur die irredugzible 5 Darstellung der Drehgruppe liegen mussen.
Die diagonalen Linien sind genau die, fur die die Summe dagmetischen Quantenzahlen konstant ist, d.h.
my + mg = m = const. Durch Abzahlen kann man sich ferner davon Uberzeugess|fla— j»| < j < j1 + jo
sein muss.

Wir bemerken noch, dass fir halbzahligen Drehimpuls diekRuin der(my, m2)-Ebene natirlich ebenfalls
halbzahlig sind. Das Gitter der magnetischen Quantenazastldann verschoben, so dass der Ursprung nicht mehr
ein Gitterpunkt ist.

Rekursionsbeziehung der Clebsch-Godran-KoeffizientenDie Clebsch-Gordan-Koeffizienten erfiillen zwei einfache
Rekursionsbeziehungen, namlich:

VI Fm)(F £m+ 1) Gimajamaliije;jm £ 1) = /(1 Fmu + 1)1 £ ma) (i, ma F 1, jamaljije; jm)
+ V(G2 F ma + 1)(j2 £ ma) (jimage, ma F 1]j1j2; jm)

wobei hier die Bedingungu; + ms = m =+ 1 gilt. Graphisch operieren diese Rekursionsbeziehungerfiolgt in
der(ms, mo)-Ebene:
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Der entscheidende Punkt ist, diese Relationen so anzuweddss einer der drei involvierten Clebsch-Gordan-
Koeffizienten verschwindet. Dies ist zum Beispiel an dengtcikten der Fall. In der ersten Figur ist z.B. der
PunktA ein solcher Eckpunkt, wenn man die Clebsch-Gordan-Koeffiein fur; = 5 ausrechnen will. An diesem



Eckpunkt gilt namlich gerader; + ms = j = 5 mit m; = 6 undmy = —1. Dies ist der maximal mogliche Wert
fur m1, so dass es keinen Punkt rechts von der durgehenden Linien; = 6 geben kann.
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In diesem Bild kann also durch die_ Relation der Clebsch-Gordan-KoeffizigBtdurch A ausgedriickt werden.
Mit der J; Relation kann danD durch B und A, also allein durchA ausgedriickt werden. Mif_ erhalten
wir dann £ als Funktion vonA, mit J dannC und mit einer weiterety_ Relation F'. Dies laf3t sich so lange
weitertreiben, bis man an einen Rand kommt, wo der entspretshClebsch-Gordan-Koeffizient verschwinden
muss.

Explizite Formel fur Drehmatrizen. Als kleines Bonbon sei hier noch kurz skizziert, wie man milfédvon Schwin-
ger’'s Darstellung der Drehimpulsalgebra durch zwei haisotre Oszillatoren ganz einfach die Matrixelemente
der SO(3) Drehmatrizen in beliebigen irreduziblen Dahgtgjen erhalten kann. Eine Drehung wird durch drei
Eulerwinkelx, 3, ~ beschrieben, wobei in einem kartesischem Koordinateesystit Achsenc, i, z eine solche
Drehung gegeben ist aB(«, 8,7) = R./(v)Ry (8)R-(a). Gestrichene GroRRen beziehen sich auf die bereits
gedrehten Achsen. Man beachte unsere Konvention, dassexngite Drehung um dig’-Achse vornehmen. In
der theoretischen Mechanik wird meist dieAchse verwendet, aber mit den in der Quantenmechaniklighi
Konventionen ist unsere Wahl besser. Man kann namlictereigass in der Quantenmechanik (mit der speziellen
Bedeutung det-Achse etc.) die Euler-Drehung auch vollstandig in demyedrehtem\chsensystem ausgedriickt
werden kann, namlic®(«, 8,v) = R.(a)R,(5)R.(v). Da Drehungen um die-Achse diagonal operieren, ist
also die einzige nicht-triviale Drehung die um gig\chse. Zwei Darstellungen kennen wir bereits gut aus QM I:

- B cos(3/2) —sin(3/2)
pU=(Ry(B) = ( sin(3/2)  cos(/2) ) ’
3(1+ cos 3) —%sinﬁ (1 —cos )
oy - | s s g
5(1 —cos ) %sinﬁ 1(1+ cos 3)

Es ist allerdings ziemlich schwierig, solche MatrizendiiRerej direkt auszurechnen.
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Um also die Darstellung(R) = exp(—— ) fur ein gegebenes zu erhalten, nutzen wir Schwinger’s
Realisierung der Drehimpulsalgebra.

(p(R)alp™ " (R))7T™(p(R)aTp~ " (R))’ ™™
VG+m)G—m)!

Die Wirkung vonp(R) auf|0) ist natirlich trivial, und sonst bendtigen wir nur noch

p(R)j,m) = p(R)[0). (1)

p(R)alp ' (R) = exp(— h J,B)al exp( JyB) = af cos(B/2) + at sin(3/2),
was sich leicht mit de€ampbell-Baker-HausdodFormel ausrechnen 1a3t. Einsetzen in (1) liefert
p(R)|j,m) =
5 <j + m) (j - m) (af cos(8/2)) ¥ (a* sin(8/2))* (~af sin(5/2))) " (a* cos(8/2))'
k ; V0 +m)l( —m)! VG +m)l(G—m)!

Um nun zu den gesuchten Matrixelementen zu gelangen, musaumenur noch dieses Resultat mit der Entwick-
lung
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vergleichen, wobei man die Koeffizienten gleicher Poterieienai betrachtet. Genauer gesagt, setzt man den
Koeffizienten des Terms vom Graget m in ai in der oberen Gleichung mit dem Koeffizienten zum Term der
Ordnung2; — k — [ in der unteren Gleichung in Beziehung, man indentifiziesbdl = j — k — m/. Damit
bestimmt man diepffl?m fur festgehaltenes:’. In diesem Fall sind aber die Summen Ubearnd! in der oberen
Gleichung nicht unabhangig voneinander. Mit dem gerada@en lalt sicheliminieren. Erfreulicherweise sind
dann auch automatisch die Potenzen xdngleich. SchlieRlich muss man nur noch die Potenzenaes(3/2),
sin(3/2) und dem Vorzeichen korrekt auseinandersortieren. Es mssg a m — k + 1 = 25 — 2k + m + m/,
k+j—m—-1=2k—m+m undj —m —1 =k —m+ m' sein, wobei man auch hiéwieder eliminieren
kann. Man erhalt nach einer nicht allzu schwierigen Realgéigner’'sFormel fir die Matrixelemente von SO(3)
Drehmatrizen in der irreduziblen Spjnbarstellung,

W) (R) = Z(_)kfmw( VG EmG =)+ m)I(j —m)]

Pm’m T < J+m—k)k(G —k—m)(k—m+m)

X (cos(B/2))¥2ktm—m’ (gin(g/2))2k-mtm’

wobei die Summe Ubet Uber alle Zahlen erstreckt wird, fur die keines der Argateefir die Fakultaten im
Nenner negativ wird.

Bemerkung zu den Euler-Drehungen.Wie oben gesagt wurde, verwendet man in der Quantenmecheakkischer
Weise eine andere Konvention fur die Definition einer Drgdndurch drei Euler-Winkel, als in der klassischen
Mechanik, namlichR(«, 3,7) = R, (o) Ry (3)R. (). Dies ist deshalb vorteilhaft, weil man typischerweise, be
vorgegebenet-Richtung, einen einfachen Ausdruck fur z.B. den SpinapIS im festen Koordinatensystem
(z,y, z) hat, aber nicht fur das bewegte Koordinatensystem degét8yz’, v/, z’). Es ist daher sinnvoll, die Dre-
hungen um die Korperachsen durch solche um die festen Adesevon aul3en, z.B. durch ein aul3eres Magnetfeld,
vorgegebenen Koordinatensystefasy, z) auszudriicken. Gliicklicherweise gilt

R,(B) = R.(a)R, ()R (o) . ()

Die Bedeutung dieser Gleichung ist einfach: eine DrehunglemWinkel3 um die Korperachsg’ erhalt man

auch, indem man dig-Achse zunachst durch die inverse Drehung um den Wirkelim diez-Achse wieder auf
die urspringliche-Achse bringt, dann um diese urspriinglieh&chse um den Winkeb dreht, und schliellich
um dieurspringlichez-Achse wieder umy dreht. Man beachte, dass auch bei der letzten Drehung nicldfie

Korperachse’ gedreht wird!

Die Behauptung, dass die Drehungen in (2) aquivalent siwotlen wir hier kurz plausibel machen. Dazu
mache man sich klar, dass die Orientierung gi¥¢drperachse in beiden Fallen die gleiche ist, namlich/'t
Richtung. Desweiteren stimmt auch die Orientierung-dEbrperachse tberein: in beiden Fallen schlie3t némli
die z-Korperachse den Polarwinkglmit der festernz-Achse ein, wahrend der Azimuthal-Winkel, gemessen im
festen Koordinatensystem, geradést. Auf ahnliche Weise kann man sich klar machen, dass

ist. Da wir die DrehungR, () aber schon in (2) durch Drehungen um Achsen des festen Kwistisystems
ausgedrickt haben, erhalten wir offenbar

Rz/ (V)Ry’ (5)Rz (Oé) = Ry/ (5) Rz (W)R;/l (5)Ry/ (ﬁ)Rz (a)

= R()R,(B)R.(7),

wobei in der letzten Zeile die Tatsache benutzt wurde, dags:) und R, () kommutieren. Damit haben wir
eine Drehung, gegeben durch drei Eulerwinkel, durch Drghorum die Achsen des festen Koordinatensystems
ausgedrickt. In der hier gewahlten Konvention sind digrMelemente der DrehmatrizeR(« = 0, 5,7 = 0)

rein reell, da in der Quantenmechamik ublicherweise digridElemente vonS, bzw. J, rein imaginar gewahlt
werden. Dies motiviert die Wahl dgrAchse statt dez-Achse, die in der klass. Mechanik meist verwendet wird.



