Handout Il zur Vorlesung HEORETISCHEPHYSIK |11 Michael Flohr
Zum zeitgeordneten Produkt 31. Oktober 2002

DAS ZEITGEORDNETEPRODUKT

In der Vorlesung wurdé@/ (¢, t,), der Zeitentwicklungsoperatofifpe evolution operatgreingefuhrt. Da bekannt-
lich der Hamilton-OperatoH der Generator der Translationen in der Zeit ist, erwartendaissU (¢, to) durchH
ausgedriickt werden kann. In der Tat ist der Zeitentickémpgrator durch die Anfangsbedinguri¢t, to) = 1
und die Schradinger-Gleichung

ihowU (t,t9) = HU (¢, t0)
eindeutig bestimmt. Die Losung dieser Gleichung harigtdihgs von der Art der Zeitabhangigkeit des Hamilton-
OperatorsH ab. Im folgenden legen wir uns nicht auf ein bestimmtes B8ahfodinger-, Heisenberg- oder
Wechselwirkungs-Bild) fest.

H # H(t). Im einfachsten Falle isHf nicht explizit von der Zeit abhangig. Dann erhalten wir dagache Ergebnis

U(t,to)zexp (—;—;L(t—to)H) N H#H(t)

Dies ist ganz analog zum Zusammenhang der Lie-Gruppe ddiclead Transformationen (z.B. Drehungen)
zur Lie-Algebra der infinitesimalen Transformationen, dekanntlich durch die Exponentialabbildung vermit-
telt wird.

[H(t), H(t')]=0. Der nachst kompliziertere Fall liegt vor, wetkh zwar explizit von der Zeit abhangt, aber so, dass
die Hamilton-Operatoren zu verschiedenen Zeiten miteleakommutieren (z.B. ein homogenes Magnetfeld mit
zeitlich veranderlicher Amplitude aber konstanter Adisting entlang der-Achse). Es ergibt sich als Losung

Ul(t,tg) = exp (—% /t: dt’H(t’)) , [H{),H{t"]=0.

Dies ist die offensichtliche Verallgemeinerung des zeaitirangigen Falles. Man sollte sich aber klar machen, dass
diese Gleichung die Taylor-Entwicklung

Ult,to) _11+Z < /dtH( >n_ﬂ+%i/t:dt’ﬂ(t’)+(%)2/t:dt’H(t’)/t:dt”H(t”)+...

besitzt. Dabei treten Mehrfachintegrale auf, die jedo&kofidsieren, da die Hamilton-Operatoren zu verschiedenen
Zeiten kommutieren.

Der physikalisch interessantere und realistischere gt jedoch vor, wenn die Hamilton-Operatoren zu
verschiedenen Zeiten nicht miteinander vertauschen @rBhomogenes Magnetfeld mit zeitlich veranderlicher
Amplitude und zeitlich variabler Ausrichtung), d i (¢'), H(t")] # 0 fur ¢’ # ¢".

Dyson Reihe. Wir wollen den Zeitentwicklungsoperator fur den allgenei Fall konstruieren. Die obige Differential-
gleichung ist formal aquivalent zu der Integralgleichung

A
Ult, to) = 1 — %/ A HE U, o),

to

wobei hier die Anfangsbedingung bereits beriicksichtigtde. Setzt man die rechte Seite dieser Gleichung fur
U(t',to) wieder in sich selbst ein, so erhalt man eine rekursiveekisig der Form

(o]

Ut,to) = ZU(")(t,to),

n=0

: t
_%/ AtHE ) U™ D (¢ 1), UO(t,t9) = 1.

to

U™(t,t0)

Fuhren wir diese Rekursion fur denten Term explizit aus, erhalten wir folgendes Mehrfaabgnal:

U™ (t,to) ( ) /tdtl/t dty .. /tnldt H(t)H(ty) ... H(ty,).
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In dieser Formel ist zu beachten, dass erstens die Obersgreiez Integrale alle verschieden sind, und dass zwei-
tens die Reihenfolge der Hamilton-Operatoren nicht bajiedt. So, wie die Formel ausgeschrieben wurde, garan-
tiert die Mehrfachintegration die Ordnung < ¢,_1 < ... < to < t; < t. Physikalisch bedeutet dies, dass die
Wirkung des Hamilton-Operators erst zur Zgierfolgt, dann zur Zeits > ¢; usw., wobei nie eine Wirkung zu ei-
ner spateren Zeit vor der Wirkung zu einer friiheren ZeibhstDieser Ausdruck ist also korrekgitgeordnetMan
nennt diese Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsdpes®yson-ReiheDie Zeitordnung ist von immenser
Bedeutung, da wir die Hamilton-Operatoren ja nicht mehielbél vertauschen dirfen.

Zeitordnungsoper ator. Esist allerdings recht unpraktisch, explizit an das Eitérafler Zeitordnung denken zu missen.
AuRerdem erschwert uns das explizite Einhalten der Zeitard enorm, Ausdriicke — wie den fir den Zeitent-
wicklungsoperator — in einfacher Form angeben zu konneénwdllen daher den gefunden Ausdruck noch etwas
umschreiben. Zunachst fuhren wir eine Funktion (genairer Distribution)® (¢4, . . . , ¢,,) mit den folgenden Ei-
genschaften ein:

Oty ta,. ..

t)* 1 wenn t1 >t > ... >th_1 > 1y
’ 10 sonst

Mit Hilfe dieser Funktion konnen wir unseren Ausdruck i) (¢, t,) offensichtlich auch als

U™ (t,tg) = < > /dtl/dtg /dt O(t1,ta,. .. ty)H(t1)H(ty) ... H(ty,)

schreiben. Man beachte, dass jetzt alle Obergrenzen dgraie gleich sind, da die Funktié¢4, . . ., t,,) garan-
tiert, dass die jetzt hinzugenommenen Teile des Integrsgiebietes nicht beitragen. Fur die ersten paar Ordnungen
(n=0,1,2,3) kann man dies graphisch darstellen:

. .
t2
o Tt
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Man erkennt deutlich, dass das urspringliche Integragjehiet jeweils den Anteil einerdimensionalen Pyrami-
de vom Volumen; (¢ — to)" vom n-dimensionalen Wirfel des Volumefis— t,)™ ausmacht. Zur Vereinfachung
haben wir Uibrigens voriibergehend die Meayge= {(¢1,t2,...,t,) : t; = t; fUr ein Paar, j} von Zeiten, bei
denen zwei Zeiten gleich sind, vernachlassigt. Diese Mdvag Maf? null und tragt zur Integration nichts bei. Der
n-dimensionale Wirfel kann aud solcher Pyramiden zusammengesetzt werden. In jeder digsamiden liegt
eine andere Ordnung (oder Permutation) der Zeiten vor. Bawgn Beispiel fur den 2-dimensionale Fall, dass
im eingefarbten Dreieck (2-dimensionale Pyramitie)> ¢. ist, im anderen Gebiet gilt jedoah > ¢;. Im 3-
dimensionalen Fall ist in der eingefarbte Pyramide- to > t3. Es gibt funf weitere Anordnungety, > t3 > to,

to > t1 > t3, to > t3 > t1,t3 > t1 > to undtsz > to > t1, die alle durch Permutationen aus der urspriinglichen
Anordnung hervorgehen. Die Grupfg der Permutationen vam Objekten (auch symmetrische Gruppe genannt)
hat namlich genau! Gruppenelemente. Mit ihrer Hilfe kdnnen wir das Mehrfatdgral nochmals umschreiben:

—1
U(n) (t tO) < > / dtl / dtQ / dt Z @ 7r(1)7 (2)5 - - - ,tﬂ.(n))H(tﬂ.(l))H(tﬂ.(g)) . H(tﬂ.(n)) .
to

to

TESy
Hierbei bezeichnet € S,, eine dern! Permutationen der Zahlen 2, ..., n. So gibt z.B. die Permutation =
(32%) die Permutation an, die die Reihenfolge der Zetter t, > t; in die Reihenfolge; > t; > ¢, permutiert.

Man sollte sich an dieser Stelle nun unbedingt klar machass der gerade eben hingeschriebene Ausdruck fur
U™ (t,ty) genau dasselbe ist, wie der vorher hingeschriebene. Esjetrdilber den ganzen-dimensionalen
Wiirfel integriert. AuRerdem summieren wir Uber alle Mdglichkeiten, eine Zeitordnung einzufiihren (zuvor
hatten wir eine einzige festgelegt, namligh> ¢ > ... > t,,—1 > t,,). Die ©(ty, ..., t,)-Funktion garantiert,
dass fur eine gegebene Ordnung auch nur tatsachlichdiber-dimensionale Teilpyramide integriert wird, in
der diese Ordnung auch tatsachlich eine Zeitordnung I&trdings gibt es fur jede beliebige Permutation genau
eine solche Teilpyramide, so dass wir das Integral gegemiirther genaw! Mal ausrechnen. Deshalb wird der
Ausdruck denn auch mit/»! multipliziert, um das auszugleichen.

Wir definieren nun einen linearen Operator, den Zeitordsopgrator/ . Dieser wirkt auf Produkte von
Operatoren und ist wie folgt fir das Produkt ve®peratorerQ; definiert:

T (O1(t1)Ox(t2) - - Z O(tr(1)s tra(2)s -+ s tr(n)) Or(1) (tx(1)) On2) (tr(2)) - - - On(n) (trn)) -
TESy



Dieser Operator gibt fur eine beliebige Auswahl vorerschiedenen Zeitpunkten, .. ., ¢, genau die eine Rei-
henfolge der Operatoren aus, fur die Zeitordnung vorliBgimit garantierZ , dass die den Operatoren entspre-
chenden Wirkungen bzw. Messungen auch in der Tat der Reitteinader Zeit ausgefiihrt werden, so dass der
Ausdruck physikalisch Sinn machen kann. Man kann zeigesgs@ain linearer und wohldefinierter Operator ist.
Mit ihm lat sich nun den-te Term unseres Zeitentwicklungsoperators einfach gwmeals

U™ (¢, o) = < > /dtl/dtg /dtT (t)H(ts) ... H(tn)).

Es ergibt sich also fur den allgemeinen Fall die Losung

U(t7t0):ni:0% (%i)n/t:dtl /t:dtg.../t:dtnT(H(tl)H(tg)...H(tn):T(exp< ﬁ/t A H(t )))

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen die Linearitdh 7 ausgenutzt haben um die Reihe als Exponential-
funktion zusammenzufassen.

Der Vorteil der Zeitordnung. Dies mag nun wirklich sehr umstandlich erscheinen. Aber Eimfiihren des Zeitord-
nungsoperators hat einen ganz grof3en Vorteil. Wenn fuBdexhreibung eines physikalschen Phanomens ver-
schiedene Observablen nacheinander ins Spiel kommen, Isei igeitabhangigkeit dieser Observablen die Rei-
henfolge von entscheidender Bedeutung. In diesem Fall dasResultatimmer in zeitgeordneter Form geschrie-
ben werden, da die Messung einer Observablen zu einerspateit nicht vor der Messung einer Observablen zu
einer frithren Zeit stattfinden kann.

Hat man sich nun einmal klar gemacht, dass ein Operatoiexi@ind ggfls. explizit angegeben werden
kann), der einen beliebigen Ausdruck in eine zeitlich gaetd Form tberfuhrt, so konnen wir uns eine Menge
Arbeit ersparen. Wenn namlich alle involvierten Obselealzu gleichen Zeiten kommutierd®; (t), O; (¢)] = 0,
und nur zu verschiedenen Zeiten nicht mehr kommuti€i@(t'), O;(¢")] # 0 dann durfen wir den Ausdruck
beliebig manipulieren ohne darauf zu achten, ob z.B. beirtauschen zweier Observablen die zeitliche Reihen-
folge verandert wird und daher ein Kommutatorterm audtnehiisste. Wir konnen also die Observablen unterhalb
des7 Zeitordnungsoperatomie klassische GroR3dmehandeln! Die korrekte Zeitordnung stellen wir einfach am
Schlufd durch Anwenden vdh her. Dieses Vorgehen wird uns in der relativistsichen Qeramechanik noch ofters
begenen. Da dort Zeit nicht mehr als Parameter, sondernoaldifiate auftritt, lassen sich viele Ausdriicke ohne
den Zeitordnungsoperator ochnehin nicht mehr explizit bege

[H(t), H(t')] # 0. Der hier beschriebene Fall des Zeitentwicklungsoperatdiglt alle Voraussetzungen, da nur
eine einzige Observable involviert ist, d.h. alle = H. Das Resultat zeigt deutlich, dass sich die Ausdriicke
unter7 wir klassische Grof3en verhalten. Vergleicht man namtiiehLosung fir den Zeitentwicklungsoperator
im allgemeinen Fall mit der fur den Fall, dass die Hamil@peratoren zu verschiedenen Zeiten vertauschen
(sich also “klassisch” benehmen), so sieht man, dass deigeitunterschied in der Formel der vorangestellte
Zeitordnungsoperatdr ist.

Ult,ty) = exp( v H(t )) wenn [H(t'), H(t")] =0,

T exp (—% N dt’H(t’)) wenn [H(t'), H(t")] £0.

Warnung. So schon der Zeitordnungsoperator auch ist, er kann nielst &/enn wir zum BeispieD; = zundOs = p
setzen, so sind diese Observablen gar nicht explizit voZeiéabhanging. Dennoch kommutieren sie bekanntlich
nicht, [p., z] = iA. Ein Anwenden des Zeitordnungsoperators hat hier gar Ré&fineung. Mehr noch, wenn die
Observablei®; fur gleiche Zeiten nicht miteinander vertauschen, kimniz den Zeitordnungsoperator nicht ohne
weiteres anwenden. Dieses Problem wird in der relatizis#da Quantenmechanik noch sehr viel deutlicher zu
Tage treten, gerade weil dann die Zeit nicht mehr als extétaeameter sondern als gleichberechtigte Koordinate
auftritt. Es wird sich herausstellen, dass man neben ddéordeiung noch weitere Regeln zu beachten hat, wie
physikalisch relevante Ausdriicke zu ordnen sind. Einave# solches Ordnungsverfahren heisst Normalordnung,
und wird das Problem von Operatoren zu gleichen Zeiten (edegleichen Raum-Zeit-Koordinaten) beheben
Doch davon mehr zu einem spateren Zeitpunkt 7))



