Handout VI zur Vorlesung HEORETISCHEPHYSIK Il Michael Flohr
Erganzungen zur Partialwellen-Analyse 21. und 22. November 2002

EBENE WELLEN UND KUGELWELLEN

In der Vorlesung wurden im Rahmen der Zerlegung in Partidnwesine neue Basis fur Eigenzustande des freien
Hamilton-Operator#l, = p?/2m eingefhrt. Statt der ebenen Wellen wurden spharischrstmische Kugelwel-
len verwendet, die fur die Behandlung sphéarisch symiseear Streuzentren, d.h. rotationsinvarianter Potential
V, besser geeinget sind. Die ebenen Wellensind die Eigenzustande des freien Hamilton-Operakfysdie
gleichzeitig auch Eigenzustande des Impulsoperator&mgénwertik sind. Dies ist moglich, da offensichtlich
[Hy,p] = 0. Nun kommutiert der freie Hamilton-Operator allerdingslaumit L? und L.. Man kann also auch
simultane Eigenzustande #y, L% und L. konstruieren. Ignoriert man mogliche Spin-Quantenzalde wird so

ein Zustand im allgemeinen MiE, ¢, m) bezeichnet und Kugelwellen-Zustarsplterical wave state) genannt.

Basiswechsel.Genau wie bei der Drehimpulskopplung geht es zunachst sntUdaechnen der Basis der ebenen Wel-
len in die Basis der Kugelwellen. Beide Satze von Eingetémden spannen den gleichen Hilbertraum auf. Wir
verwenden fir die Kugelwellen die Normierungsbedingung

<E’,€/, m/|E,£, m> = 5@/g5m/m5(E/ - E)

mit der daraus folgenden Vollstandigkeitsrelation. Amseren Betrachtungen zum Drehimpuls folgt, dass diese
Eigenzustande, die ja auch Eigenzustande zur Drehimlgelsra sind, im Ortsraum die folgende Form haben
mussen:

<X|E7 l, m> = fé(E’ r)Yém()A() :

Entsprechend folgt fuir die Darstellung im Impulsraum

(k|E, £, m) = ge(k)Y;" (k).

Diese Funktionen sind die gesuchten Koeffizienten zur Ummeng der Basis der ebenen Wellen in die Basis der
Kugelwellen (und umgekehrt), ganz analog zu den Clebscalt#&eKoeffizienten.

Wir wollen uns zunachst klar machen, dass in der Tat die lsnpum-Darstellung diese Form haben muss.
Dazu beginnt man mit einem Impuls-Eigenzustand-iRichtung,|kZ). Dieser Zustand hat die besondere Eigen-
schaft, dass er keine Drehimpulskomponente-Richtung besitzt,

LZ|k2> = (:pr - ypm)|/€2> =0.

Dies ist auch intuitiv klar, wie man bei klassischer Bettacly sieht, denn der Drehimpuls muss in Fortbewe-
gungsrichtung verschwinden, dla- p = (x x p) - p = 0. Da weiterhin(E’, ¢/, m’|kz) = 0 fur m’ # 0 sein
muss (sonst entstiinde ein Widerspruch, wenn(Wir ¢, m’|L ,|k2) betrachteten), hak2) eine Entwicklung der
folgenden Form:

62) = 3 [ AB B ¢ =0) (B € =0k,
Z/

wobei also nicht Uibem’ summiert wird. Um nun die Entwicklung eines beliebigen lispigenzustande)
zu erhalten, mussen wir dieses Resultat einfach nur durehuhg vonkz) auf |k) umformen, namlich einfach
k) = p(a=0¢, 3=0,v=0)|kz) mit «, 3, den drei Euler-Winkeln. Multipliziert man das noch nift, ¢, m| von
links, so erhalten wir

(E,t,m|k) = Z/dE’(E,é,m|p(a:¢,6:9,7:0)|E’,é’,m’:O)(E’,ﬁ’,m’:OU@Z}
E/

Z/dE/pﬁﬁg(a:qj, B=0,~ =030 d(E — E'VE, ¢, m' =0|k2)
E/

— o (a=¢,B=0,7=0)(E,{,m=0]k2)

Der entscheidende Punkt ist, dd¢s ¢, m = 0|k2) nicht von der Orientierung vok abhangt, also nicht vofi ¢.
Wir nennen dieses Skalarprodukt daher einfagh(k), um diese Tatsache explizit kenntlich zu machen. Drehen
wir obige Formel nun einfach um, so erhalten wir

47

(KIE, £,m) = 21

9e(k)Y;" (K),



wobei wir von der Darstellung der Drehmatrizen durch Ku@elflenfunktionen Gebrauch gemacht haben (siehe
Handout Il). Nun wollen wir die Funktioneg, (k) noch explizit ausrechnen. Offensichtlich muss per coustru
tionem(H, — E)|E, £, m) = 0 gelten. Wenn wir aber nuff{, — E) nach links aufk| wirken lassen, so erhalten
wir naturlich(k|(E — Ho) = (h?k?/2m — E)(k|. Also muss

K2
KB — o) B tom) = (5

—E) (K|E, 6,m) =0

sein. Dies impliziert, dass die Enerdie= h?k?/2m sein muss, wie zu erwarten war. Also ist

h2k2
gee(k) = Nié (ﬁ - E)

mit N einer noch unbekannten Normierungskonstanten. Diedesiéfff aber aus der Normierungsbedingung
bestimmen, die wir fur die Kugelwellen-Zustande ¢, m) gefordert haben. Wir finden

(E' 0, m'|E,{,m) = /dgk”<E’,é’,m’|k”><k"|E,£,m>

h2k//2 thNQ ;o R
— /dk”k”2/koN|N //|26< 5 _E/> 6( 5 —E) }/Z,n (k”)}/ém(kll)

m

dk// th//2 h2k1/2 R R
= / K g dE” / dﬂk//lNk//P&( o —E'>5< o — B Y Ky ()

m
k/
= INu[Z58(E' — B)SreSunrm

wobei wir E” = th”2/2m gesetzt haben, um dig’-Integration in eineE” -Intergration umzuformen. Verglei-
chen mit der Normierungsbedingung ergibt sofdit = //vmk bis auf eine Phase, die wir so natirlich nicht

festlegen kénnen, die aber auch nicht relevant ist. Daimit gie Koeffizientery, (k) = —=d (h;n’f - E)
bestimmt, und wir erhalten das gesuchte Ergebnis

27.2 .
KIE, £,m) = \/%5 (ﬂ - E) Yy (k).

Mit dieser Formel kénnen wir nun eine gegebene freie ebeakeVlls eineUberlagerung (Linerakombination)
freier Kugelwellen asudriicken, wobei samtliche Drehitsp/ vorkommen,

k) = Z/dE|E,£,m)<E,f,m|k>
l,m
— i Xl: |E, ¢, m) \/L—k}/ﬁm*(k)
£=0 m=—4 E=h2k2/2m mn

Man kann semi-klassisch verstehen, dass eine ebene WellBreahimpulse enthalt: Eine ebene Welle ist raum-
lich unendlich ausgedehnt, so dass jeder Streuparametéglich ist. Dieser ist jedoch semi-klassisch tber die
Relationb ~ k¢/p mit dem Drehimpuls verknipft.

Kugelwellen im Ortsraum. Wir wollen nun noch die Zustande fir Kugelwellen im Ortara darstellen. Man lernt
meist in der Elektrodynamik, wenn man Wellengleichungenniemlernt, dass die Wellenfunktion eines freien
Teilchens durchy, (kr)Y,™(f) gegeben ist, wobei dig (kr) die sogenannten spharischen Bessel-Funktionen der
Ordnung/ sind. Die Wellengleichung ist natirlich eine Differemgi@ichung zweiter Ordnung, und die zweite
Losung sind die sogenannten spharischen von-Neumanktiboenn,(kr). Diese sind allerdings im Ursprung
singular und kdnnen daher bei der Beschreibung freierekugilen, die im Ursprung ihren Augangspunkt haben,
nicht auftreten. Wir kbnnen damit ansetzen:

(r|E, ¢, m) = cojo(kr)Y;™(F).
Den noch unbekannten Koeffizientgrerhalten wir sehr einfach durch Vergleich mit der ImpulsnaDarstellung,
namlich
eik»r

(rik) = W

- Z/dE<r|E,€,m)<E,€,m|k>

l,m



h2k? .
S / dBesjo(kr)Yy™ ()5 <— - E) vy (k)
— 2m
204+1 _ .« . h
. Tin 2 ( r)mczje( r),
wobei wir beim letzten Schritt vom Additionstheorem fiie dugelflachenfunktionen,

m e m® i 204+ 1 ~
DY (k) = = —Puk ),

Gebrauch gemacht haben. Das Argument der Legendre-Po#jisomatiirlich nichts anderes &sf = cos 6 mit
6 dem Winkel, derk undr miteinander einschlieRen. Nun kénnen wir die Ortsraustedung der ebenen Welle
bekanntermal3en auch wie folgt schreiben,

elkr 1 5 o
(2m)32 ~ (2n)3/2 ;(% + DivjePo(k - 1),

indem wir folgende Integralformel fir die Besselfunkt@mmausnutzen:

1 +1 ) )
Je(kr) = ﬂ/ d(cos 8)el*" <% Py(cos 6) .
/-
Vergleichen wir die Koeffizienten der beiden Formeln fie @irtsraumdarstellung der ebenen Wellen, so lesen wir
einfach ab:
it [2mk
Cp = —\/—.
‘T T
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen. Die Zustande dgii@llen, bzw. spharisch symmetrischen

Wellen, sind simultane Eigenzustande des freien HamidperatorsH, sowie vonL? und L. lhre Darstellung
im Impuls- und Ortraum sind gegeben durch:

h B2k -
(k|E,t;m) = mig (E— %> Yy (k)
it [2mk N
<r|E, [, m) = % Tjg(k’l”)nm(r) .

Man beachte, dass das Argument der Bessel-Funktionen igimdimensionslose Grolie ist.

RADIALE SCHRODINGER-GLEICHUNG

Aus Quantenmechanik | wissen wir, dass bei Vorliegen dptidger Symmetrie (Rotationsinvarianz), z.B. wenn das

Potential nur vom Abstand abhan@t(r) = V (), die Schrddinger-Gleichung in einen radialen Anteil uirtea

Drehimpuls-Anteil fur die Winkelkoordinaten faktoriste Genauer heif3t das, dass die Schrodinger-Gleichung

HUg(r,0,¢9) = EVg(r,0,¢) in spharischen Koordinaten die Form

R 1
{—ar (+20,) +

r2

1 9 2m

89 (sin@(?g) + b ﬁV(T) \I/E = E\I/E

r2sind r2sin% @
annimmt. Vorausgesetzt wird ferner, dass das Potential esprung nicht zu singular ist, d.h., es soll asympto-
tischlim,_o 72V (r) = 0 gelten. Der entscheidende Punkt ist, dass man die Losueh Separation der Variablen
faktorisieren kann, d.hW g (r) = R(r)Y,;"(f). Der zweite Faktor ist durch die schon bekannten Kugel@atimk-

tionen gegeben, die Losungen des Drehimpulsanteils deb8imger-Gleichung,

" 2m

1 . 1 2 mo__ m
sind (siehe auch Handout I1). Der erste Faktor muss einarngsder radialen Schrodinger-Gleichung sein, die ein
ein-dimensionales Problem ist. Man flihrt die sich alzlch erweisende Notation(r) = rR(r) ein, mit der
die radiale Schrodinger-Gleichung die Form

00+ 1)R?

K2 9
[—%@ V) + 2mr?

:|UE—E'LLE

annimmt. Die Ldsung muss der Randbedingungr=0) = 0 geniigen.



Freies Teilchen und Bessel-Funktionenlm Falle eines freien Teilchens, d.Vi(r) = 0, wird die radial Schrodinger-
Gleichung durch die sogenannten spharischen Bessel-amdlgumann-Funktionen gelogt(r) = ¢ j,(p) +
c@ny(p), wobeic® = 0ist, wenn die Losung auch am Ursprung gilltig sein soll.\2igablep ist dimensionslos
und gegeben durch= kr mit k = \/2mFE/h2. Die Bessel-Funktionen stellen einen von vielen Satzetiger
spezieller Funktionen dar, die in der theoretischen Physikder Mathematik eine Rolle spielen.

Die urspringliche Bessel-Gleichung ist eine Differeln@deichung zweiter Ordnung mit einem einzigen
freien Paramter, namlich die Gleichung

[20,(20,) + (2> = v*)] Ju(z) = 0.

Die Losung wird durch die Bessel-Funktionen gegeben, defalgt definiert sind:

Ju(z) = Z (=)™
0
Z)z/efiz . L .
= ml 1(v + 5520 + 15 2iz) .

Hierbei istT'(z) die Gamma-Funktion undF; (a; ¢; ) die konfluente hypergeometrische Funktion. Man erhalt
dieses Ergebnis durch einen Potenzreihenansatz zur gdemBessel-Gleichung. Nun kann man die radiale
Schrodinger-Gleichung im freien Fall auf die Bessel-€heing zurtickfuhren. Ihre Losungen lassen sich demnach
durch dieJ, (p) ausdriicken, und zwar wie folgt:

jilp) = \/gmﬂ/g(p), n(p) = (—1)“1\/%_@_1/2@),

(%Z)Qeru
mT(m+v+1)

m

N

. sin p cos p
jolp) = — no(p) = -
. sinp cosp cosp sinp
Jilp) = 2 - P ni(p) = - 02 - P
. 3 1)\ . 3 3 1 3.
ja(p) = (F_;> s1np—ﬁcosp, na(p) = -— (F—;) cosp—ﬁsmp.
Das asymptotische Verhalten fiir— 0 ist in fUhrender Ordnung gegeben als
, p—0 P’ pmo (204 1)1
Je(p) — W ) ne(p) — —w )

wobei(2¢+ 1)l = (2¢+1)(2¢ —1)---5- 3 - 1 das Produkt Uiber die ungeraden Zahlen ist. Fur groRe Aegten
p — oo erhalten wir die Asymptotik

0 L (p EE0) gy Ly 20),

Sphéarische Hankel-Funktionen. Die Losung der radialen Schrédinger-Gleichung muss asptuing regular sein. Da-
her treten inR(r) die von-Neumann-Funktionety(p) nicht auf. Bei der Partialwellen-Analyse ist daher notwen-
digerweise die Funktiod,(r) = R(r) = c¢je(p) im Innern des Wirkungsbereiches des Potentials, d.Ir. #irR
mit R dem Wirkungsbereich des Potentials. Fur das spharisasteKpotential der Tiefe 1} ist p = ar mit

2m(Vp — |E|)/k fur r < R. Fur die L8sung, die auBerhalb véhgltig ist, ist Regularitat am Ursprung
aber keine Bedingung, und die von-Neumann-Funktionem&ibrauftreten. Es erweist sich dann als praktischer,
fur » > R die Linearkombinationen

Y (p) = je(p) +ine(p) und  h{ (p) = je(p) — ine(p) = hy"*
zu verwenden, die spharische Hankel-Funktionen genaertten. Dies ist deshalb vorteilhaft, weil das asympto-
tische Verhalten fiir groRe Abstande besser das Ablegestomiphasen erlaubt, da

— 00 1 : * — OO 1 —ilp—
hél)(p) P _el[pf(l+1)77/2]’ hél) (p) P e i[p—(¢+1)m/2]

P P

gilt. Wir bemerken abschlieend, dass man fur gebundestide die Bessel-Funktionen ebenfalls verwenden
kann, jedoch mit rein imaginaren Argumenten. Genauer fimda fur die radiale Partialamplitude im gebundenen

Fall A¢(r) = const hy)(ili’l’) = const [je(ikr) + ing(ixr)]. Zum Beispiel iSthél)(iI{T) = —Lemr, hgl)(im) =
(L4 Fz)e ™™, hgl)(im*) = (L + 25 + —=%5) e7"" usw. Betrachtet man ein spharisches Kastenpotential,

so ist naturlichk = \/2m/|E|/h au3erhalbi > R) des Potentials.



