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DIRAC-GLEICHUNG

Wir wiederholen eine Herleitung der Dirac-Gleichung, sowie die einfachstesarigen der Gleichung
fur den freien Fall.

Die Dirac-Gleichung [2+1+2+2+4 pts]
Verwenden wir die bekannten Korrespondenzen

p=—-iV, FE=i0,
und die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
E? =" +m?,
so erhalten wir die Klein-Gordon-Gleichung
(O4+m?)Y =0.

Die zentrale Idee von Dirac war nun, diese Gleichung zu “faktorisieren”, um eine Gleichung zu erhalten,
die nur erster Ordnung in den Ableitungen ist.

(&) Machen Sie den Ansatz '
Hy = (cip’ + pm)y. 1)

Das Quadrieren des Ansatzes (1) sollte die Klein-Gordon-Gleichung ergeben. Zeigen Sie, dass
damit folgt:
F=a?=1, {B,a;i}={a,a;}=0furi#j.

(b) Es seien die Dirac-Matrizeyt*, u = 0, ..., 3, definiert durch
V=3, 4 =pa; furi=1,2,3.
Zeigen Sie, dass damit die Dirac-Gleichung in der kovarianten Form
(iv'0y —m)yp =0

geschrieben werden kann.
(c) Zeigen Sie, dass die Dirac-Matrizen die Clifford-Algebra

{7y =201y (2)

erfullen, wobein*” = diag(1, —1, —1, —1) die Minkowski-Metrik ist.

(d) Die niedrigst-dimensionalen Matrizen, die die Clifford-Algebra (2Jibeh, sind4 x 4 Matrizen
(warum?). Die Wahl dieser Matrizen ist nicht eindeutig. Eirizliche Wahl ist die sogenannte
Weyl- oder chirale Darstellung:

0 __ 0 ]IQ i O O'i
Y= ]J2 0 ’ Y= _o_i 0 )

wobei dieo’ die Pauli-Matrizen sind. Bfen Sie nach, dass diese Matrizen in der Tat die Clifford-
Algebra (2) erilllen.



(e) Man kann zeigen, dass tathlich die Matrizeny;, 8 mindestens die Dimensighhaben niissen.
Der Beweis hat vier Schritte:

i. Zeigen Sie, dass die Matrizen, 3 spurfrei sind Hinweis: Berechnen Sig«; 3, und nehmen
Sie davon die Spur.
ii. Zeigen Sie, dass die Eigenwerte van [ die Werte+1 haben.
iii. Zeigen Sie, dass die Dimension der Matrizen gerade sein riliss.cis: Kombinieren Sie die
Resultate aus (i) und (ii).

iv. Zeigen Sie, dass die Dimensiondfer als2 sein mussHinweis: Wieviele spurfreie linear
unablangige hermitesche Matrizen gibt esiimensionen?

[H2] Freie Fermionen [2+4+2 pts]
Betrachten Sie ziuathst ein freies Elektron oder Positron in seinem Ruhesystem, also mit Ipptis
(m67 07 07 0) .

() Losen Sieffir diesen Fall die Dirac-Gleichung. Da der innere Freiheitsgrad Spin die Wartd |
annehmen kann, gibt es insgesamt vier linear uaagige Losungen.

(b) Finden Sie nun die allgemeinerbgungen iir beliebigen Impule* = (p°, ), indem Sie einen
Lorentz-Boost durclithren, der vom Ruhesystem des Teilchens zum entsprechend bewegten Sy-
stem(p°, —p) transformiert.Hinweis: Es ist ritzlich, p’ = p| + p.L zu schreiben, wobei in
Richtung der Spin-Achse zeigt.

(c) Betrachten Sie den speziellen Fall, dass wir mit einem ruhenden Elektron mit Bggnnen. Was
fallt Ihnen auf, nachdem Sie in ein bewegtes Bezugssystem transformiert haben?

[H2] Eichinvarianz [3 pts]
Betrachten Sie ein geladenes Teilchen mit S})in einem elektromagnetischen Potentitl(x). Zei-
gen Sie, wie sich der Dirac-Spinor des Teilchens bei einer Eichtransformation) — A*(z) +
0" \(x) transformieren muss, damit weiter die Dirac-Gleichung gilt. Beachten Sie, dass Sie in der Dirac-
Gleichung bei minimaler Kopplung die kovariante AbleituRg = 0, — eA* verwenden riassen.



