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SYMMETRIEN UND NOETHER-THEOREM

Symmetrien sind in der modernen theoretischen Physik in ihrer Wichtigkeit nicht zu unterschätzen.
Sie bestimmen in erheblicher Weise die Form der physikalischen Gesetze, zum Beispiel die Form des
Lagrangian. Symmetrien und Erhaltungsgrößen stehen in einer eins-zu-eins Beziehung, dieüber das
Noether-Theorem vermittelt wird.

[H1] Noether-Theorem [2+3 pts]
Das Noether-Theorem wird gerne auch wie folgt formuliert: Wir nehmen an, die Wirkung sei invariant
unter infinitesimalen Transformationenδϕa(x) = θAV A

a , wobei dieθA Parameter und dieV A
a Funk-

tionen der Felderϕb(x) und m̈oglicherweise deren Ableitungen∂µϕb(x) sind. Der IndexA kann, muss
aber nicht,über eine Basis von Generatoren einer Lie-Gruppe laufen. Man beachte, dass die Aussage,
die Wirkungändere sich nicht, g̈ultig sein mussohne dass wir die Bewegungsgleichungen verwenden!
Schließlich werden die Euler-Lagrange-Gleichungen ja gerade daraus hergeleitet, dass die Variationen
δS nachδϕa alle verschwinden (mit geeigneten Randbedingungen). In der Vorlesung wurde das Beispiel
einer skalaren Feldtheorie mit internerO(n) Symmetrie besprochen, undδS = 0 gilt gerade deshalb,
weil die Wirkung aus Skalarprodukten vonO(n)-Vektoren konstruiert wurde.

i. Wir betrachten nun eine Situation, in der die ParameterθA von der Position in der Raum-Zeit
abḧangen,θA = θA(x), undδϕa(x) = θA(x)V A

a [ϕb(x), ∂µϕb(x)]. Nun ist naẗurlich nicht mehr
notwendigerweiseδS = 0, aber wir wissen, dass die Variation der Wirkung für konstanteθA

verschwindet.̈Uberlegen Sie, dassδS deshalb nur die Form

δS =
∫

d4xJµ(x)∂µθA(x)

haben kann. Damit kann man den StromJµ(x) sehr einfach bestimmen, er ist einfach durch den
Koeffizienten von∂µθA(x) gegeben.

ii. Berechnen Sie dieJµ(x) expilzit für die Lagrange-Dichte

L =
1
2

[
(∂~ϕ)2 −m2~ϕ2

]
− λ

4
(~ϕ2)2

aus der Vorlesung.

[H2] Propagator [5 pts]
In der Vorlesung wurde der PropagatorDab(x) für die skalareO(n) Feldtheorie eingeführt. Zeigen Sie,
dass dieser Propagator proportional zuδab sein muss.

[H3] Darstellungen [5 pts]
Betrachten Sie eine Theorie mit internerSO(3)-Symmetrie. Konstruieren Sie den Lagrangian einer sol-
chen Theorie mit einem Lorentz-skaleren Feldϕ, das in einer f̈unf-dimensionalen Darstellung vonSO(3)
transformiert, bis zu Termen vierter Ordnung.Hinweise: Es ist n̈utzlich,ϕ als eine symmetrische, spur-
freie3× 3 Matrix zu schreiben (warum?).
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