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Der eindimensionale harmonische Oszillator. Es soll die algebraische Losung dieses wichti-
gen Beispiels erarbeitet werden. Fiir eine Raumdimension lautet die Schrodingergleichung
des Ostzillatorproblems

ih%@b(t,x) = <—h—— + D2y ) Wit ). (%)

Es werden Operatoren a™ und a wie folgt definiert:

1 <X Jr,P) L1 <X 'P)
a=—|—+i—], a=—14(—-i—].
V2 \20o Do V2 \2o o
(1) Bestimmen Sie py so, daf fir den Kommutator gilt:
[a,a™] = 1.

(2) Bestimmen Sie z so, daf§ der Hamiltonoperator in Gleichung (*) bis auf eine Grund-
zustandsenergie geschrieben werden kann als

H = consta™a.

Wie lautet die Konstante?

(3) Bestimmen Sie die normierte Losung ¢g(x) der Gleichung

al¢o) = 0.
(4) Zeigen Sie, daB gilt:
[H,a"] = hwa™ .
(5) Berechnen Sie mit der Produktregel die folgenden Kommutatoren:
[a, (@)™, [a™, (@),

und bestimmen Sie damit (¢o|[a™, (a™)"]|¢0o)-
(6) Zeigen Sie
H(a™)"|¢0) = An(a™)"| o) -
Bestimmen Sie die Eigenwerte A, und die Normierung der Zusténde |¢,) = const(a™)™|¢o).
(7) Fiir z € C und y € R gilt

o0 k
(z—)2 z a2
e ) :kg Eﬂk(y)e v,
=0

wobei die Hi(y) die sogenannten Hermite-Polynome sind. Zeigen Sie

k 2 dk .2
Hy(y) = (1) d—y’fe v

(8) Setzen Sie schliefilich y = = und zeigen Sie
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[H1] Betrachten Sie nochmals den eindimensionalen Tunneleffekt (siehe Hausaufgabe 11.2).
Wieder laufe das Teilchen von x = —oo ein, nun jedoch mit einer Energie £ > V), so daf3
es klassisch den Kasten iiberwindet, statt reflektiert zu werden.

(1) Ersetzen Sie k geeignet, so dafl das Gleichungssystem in (3) von Hausaufgabe I1.2
giiltig bleibt. Zeigen Sie dann mit diesem System sowie den Identitdten coshiz = cosz,
sinhiz = sinx fiir x € R, daf

A4E(E —
T(B) = ) .
AE(E — Vy) 4 Vi sin® 22 /2m(E — Vp)
(2) Skizzieren und diskutieren Sie |T'(E)|? als Funktion von EE—OVO mit Fy = gi—zz. (4P.)

[H2] Noch mehr Tunnelei: Tunneleffekt fiir ein kontinuierliches Potential. Es sei E < Vj und
die Notationen wie in Hausaufgabe I1.2.

(1) Zeigen Sie fiir eine breite und hohe Potentialbarriere, d.h. fiir ka > 1, dafi ndherungs-
weise

IT(E)|* ~ exp(—5 v/ 2m(Vo — E))

gilt. Hinweise: Nutzen Sie sinh x =~ % fiir £ > 1, und vernachlédssigen Sie Inz gegeniiber
Ve fiir x > 0.

(2) Betrachten Sie einen kontinuierlichen Potentialberg V(x) mit V(z) = 0 fiir |z| > a.
Zerlegen Sie das Potential in N Késten der jeweils gleichen Breite Ax = %‘” Verwenden Sie

die N#herung aus (1) und berechnen Sie fiir das System von N Késten die Transmission
|T(E)|?. Zeigen Sie so, daf

T e (=3 [ an/En e - B)

gilt. (4P.)

[H3] Zur Unschdrferelation. Betrachten Sie die Ungleichung

/+OO dz |aX¢(z) +iPy(x)|* > 0.

In der Vorlesung wurde vorgefiihrt, dal daraus die Relation

AXAP > i—;

folgt. Zur Erinnerung: (AA)? = ((A — (A))?).

(1) Priifen Sie nach, da die Schwankung AX unabhéngig vom Mittelwert (X) ist, d.h.
sich nicht dndert, wenn X durch X + const ersetzt wird.

(2) Gehen Sie von der Herleitung in der Vorlesung aus und stellen Sie die Differentialglei-
chung auf, die ¢(z) erfiillen muf}; damit (X) = xg, (P) = pg und das Unschérfeprodukt
AXAP = g wird. Finden Sie die Losungen dieser Bedingungen. (2P)



