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11.1 Prüfen Sie, ob die Dirac Wirkung, gegeben durch die Lagrangedichte

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ ,

invariant unter derchiralenTransformationψ 7→ ψ′ = eiαγ5

ψ ist.
11.2 Es seijµ ein Noether-Strom. Ein zweiter Noether-Strom werde definiert als j̃µ = jµ +

∂νK
νµ mit einem antisymmetrischenK, d.h.Kνµ = −Kµν . Wie unterscheiden sich die

zugehörigen Erhaltungsgrößen?
11.3 Es sei die klassische Maxwell-Theorie betrachtet. Ohne Quellen hat das elektromagneti-

sche Feld die LagrangedichteL = 1

4
F µνFνµ.

(i) Leiten SieL = 1

2
(E2 − B

2) her.
(ii) Welche Energiedichte ergibt sich damit?
(iii) Wie transformiert sich der zugehörige Energie-Impuls-Tensor

T µν = ∂νAλ

∂L

∂(∂µAλ)
− ηµνL = −F µρ∂νAρ +

1

4
ηµνF σρFσρ ,

unter einer Eichtransformation?
(iv) Wie läßt er sich auf eine Form bringen, die eichinvariant und symmetrisch in den

Indizes (d.h.T µν = T νµ) ist? (Hinweis: Denken Sie an das Ergebnis der vorherge-
henden Aufgabe 11.2.)

(v) Drücken Sie nun noch die KomponentenT 0ν desmodifiziertenEnergie-Impuls-
Tensors durch die FelderE undB aus.

*

NOETHER-Theorem: SeiL = L(φi, ∂µφi) eine Lagrangedichte. Sei eine durchλ parametrisierte
Schar von TransformationenΛ gegeben:φi 7→ Λλφi. In vielen Fällen hatΛ die explizite infinite-
simale Darstellungφi(x) 7→ φi(x) − iλMijφj(x) für kleineλ, d.h.Λ ist repräsentiert durch eine
Matrix mit konstanten Koeffizienten. IstL invariant unter dieser Transformation, so existiert ein
erhaltener Strom der Form

jµ = −
∑

i

ξi
∂L

∂(∂µφi)
, ξi =

∂(Λλφi)

∂λ

∣

∣

∣

∣

∣

λ=0

.

Diese Form des Noether-Theorems ist für die Bearbeitung dieserÜbungen ausreichend, da ange-
nommen sei, dassL nicht explizit von der Metrikgµν (hier= ηµν) abhängt, und die Transformation
die Metrik invariant läßt. Zum Beispiel ist in Hausübung 11.2 mit diesen Bezeichnungenξφ = iqφ
undξφ∗ = −iqφ∗.
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11.1 1 + 0 dimensionale Feldtheorie. Ein freies Bose-Feldφ(t) hat die Lagrangedichte

L =
1

2
φ̇2 −

1

2
m2φ2 .

Quantisieren Sie diese Feldtheorie, indem Sie wie folgt vorgehen:

(i) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf, bestimmen Sie die ImpulsdichteΠ und
damit die HamiltondichteH. 1 P.

(ii) Entwickeln Sieφ undΠ nach den Lösungen der wechselwirkungsfreien Feldglei-
chungen. 1 P.

(iii) Wie lautet die Kommutator-Forderung? Was ergibt sichdamit für den Feldoperator?
Wie lautet schließlich der Hamiltonoperator? 2 P.

Nun soll der sogenanntePropagatorberechnet werden. Dem Propagator in der Quan-
tenfeldtheorie entspricht die Greensche Funktion in der klassischen Feldtheorie. Er ist ein
Maß für die Korrelation der Werte eines Feldes in Abhängigkeit des Raum-Zeit-Abstandes
der Messpunkte. Aufgrund der Quantisierung müssen die Messpunkte nun zeitlich geord-
net sein:

G2(t) ≡ 〈0|T φ(t)φ(0)|0〉 =
i

2π

∫

dω eiωt∆(ω)

mit zu bestimmender Funktion∆(ω). Da es keine Wechselwirkung gibt, ist das folgende
Resultat übrigens (ausnahmsweise) exakt.

(iv) Bestimmen Sie∆(ω). Die für die ZeitordnungT erforderliche Aufteilung dert-
Achse führen Sie am besten mit StufenfuntkionenΘ(±t) durch. Diese darf man
dann durch “schönere” Funtionen ersetzen,Θ(±t) 7→ Θ(±t)e∓εt, daG2(t) übli-
cherweise nur mit geeigneten Testfunktionen unter einemt-Integral auftritt, die
hinreichend schnell auf Null abfallen. Skizzieren Sie die Pole von ∆(ω) in der
komplexenω-Ebene. 3 P.

11.2 Mehrskalare Elektrodynamik. In Hausübung 10.3 wurde die Wirkung der skalaren Elek-
trodynamik für ein komplexes Feldφ ∈ C bereits vorgestellt,

L = (Dµφ)∗(Dµφ) −
1

4
F µνFµν , Dµ = ∂µ − iqAµ , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ .

(i) Wie lautet der Noether-Strom zu der Symmetrieφ 7→ eiqλφ? 1 P.

(ii) Wie lautet der Energie-Impuls-TensorT µν , also der zu Translationen gehörende
Noether-Strom? 1 P.

(iii) Begründen Sie, warum man zum Energie-Impuls-TensorT µν einen Term der Form
∂ρK

ρµν mit in den ersten beiden Indizes antisymmetrischemK, Kρµν = −Kµρν ,
addieren darf. Bringen Sie durch eine geeignete Wahl vonK den Energie-Impuls-
TensorT µν auf eine Form, die eichinvariant und symmetrisch (d.h.T µν = T νµ)
ist. 1 P.

(iv) Prüfen Sie explizit nach, dass die Ströme aus (i) und (iii) tatsächlich erhalten sind.
(Hinweis: Nutzen Sie die Bewegungsgleichungen aus.) 2 P.

12 P.
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