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5.1 ZumWechselwirkungsbild. Betrachten Sie die zeitabhängige Schrödingergleichung

(H0 + Vt)|ψt〉 = ih̄∂t|ψt〉 , t > t0 ,

mit der Randbedingung|ψt〉 = |ψt,0〉 für t ≤ t0. Vt werde nun als Störung angesehen,
die zum Zeitpunktt = t0 eingeschaltet wird. Zeigen Sie, dass sich die Lösung der obigen
Gleichung formal schreiben läßt als

|ψ(t)〉 = T exp
(

−
i

h̄

∫ t

t0

V (t′)dt′
)

|ψ(t0)〉 .

Hierbei sind|ψt〉 = exp(− i
h̄
H0t)|ψ(t)〉 und V (t) = exp( i

h̄
H0t)Vt exp(− i

h̄
H0t). Das

SymbolT · bezeichnet das zeitgeordnete Produkt.
Bemerkung: Für die auftretenden Zeitentwicklungsoperatoren ist auch die folgende Nota-
tion gebräuchlich:U0(t, t0) = exp(− i

h̄
H0(t− t0)), so dassV (t) = U †

0(t, 0)VtU0(t, 0) ist.
Die vollständige Zeitentwicklung ist dann gegeben durch|ψt〉 = U0(t, t0)UI(t, t0)|ψt,0〉,
wobeiUI(t, t0) = T exp(− i

h̄

∫ t
t0
U †

0(t
′, 0)VtU0(t

′, 0)dt′) die Zeitentwicklung für Zustände
im Wechselwirkungsbild beschreibt.
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5.1 Bloch-Wellen. In der Vorlesung wurde das Problem von Teilchen in einem periodischen
Potential behandelt, das für die Festkörperphysik sehr wichtig ist. Betrachten Sie dazu das
ein-dimensionale Beispiel eines Teilchens mit Massem in dem periodischen Potential

V (x) = λ
h̄2

m

∞
∑

n=−∞

δ(x− na) .

Für die Eigenzuständeψk(x) zum EigenwertEk = h̄2

2m
q2
k macht man den Bloch-Wellen

Ansatz
ψk(x) = exp(ikx) uk(x) ,

wobei die Funktionuk(x) die Periodizität des Gitters besitzt,uk(x+ a) = uk(x). Bemer-
kung für Neugierige: Dieser Ansatz folgt aus dem Floquet-Theorem.

(i) Begründen Sie den Ansatz

ψ
(n)
k (x) = An exp(iqkx) +Bn exp(−iqkx)

im Intervallna < x < (n+ 1)a. Geben Sie die Bedingungen an, denen die Koeffi-
zientenAn undBn genügen müssen. 3 P.

(ii) Leiten Sie aus den Anschlußbedingungen an den Punktenx = na die Bestim-
mungsgleichung für den Parameterqk her:

3 P.cos(aqk) +
aλ

aqk
sin(aqk) = cos(ak) .

5.2 Betrachten Sie die WechselwirkungVt = −q0E(t)x eines geladenen harmonischen Oszil-
lators im homogenen elektrischen FeldE(t) als zeitabhängige Störung. Die Wahrschein-
lichkeit P|ψ0〉→|ψn〉 desÜbergangs vom Grundzustand zum Zeitpunktt = 0 in einen Ei-
genzustand|ψn〉 6= |ψ0〉 zur Zeit t ist gegeben durchP|ψ0〉→|ψn〉(t) = |〈ψn|U(t, 0)|ψ0〉|
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mit dem EntwicklungsoperatorU(t, t0) = U0(t, t0)UI(t, t0) und den Bezeichungen der
Präsenszübung 5.1.

(i) Begründen Sie, dass in niedrigster nichttrivialer Näherung der Entwicklungsopera-
tor für die Zustände im Wechselwirkungsbild gegeben ist durch

1 P.UI(t, t0) = 1 −
i

h̄

∫ t

t0

V (t′)dt′ = 1 −
i

h̄

∫ t

t0

U0(t
′, 0)†VtU0(t

′, 0)dt′ .

(ii) Berechnen SieP|ψ0〉→|ψn〉(t = ∞) in niedrigster nichttrivialer Näherung. 2 P.

(iii) Was ergibt sich demnach fürP|ψ0〉→|ψ0〉(t = ∞)? 1 P.

(iv) Geben SieP|ψ0〉→|ψ0〉(t = ∞) explizit für E(t) = E0 exp(−t/T ) an. Was ergibt
sich im GrenzfallT ≫ 1? 2 P.

Hinweis: Beachten Sie, da es sich bei dem System um einen harmonischen Oszillator
handelt, dassx ∼ (a+ a†) gilt.

12 P.
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