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9.0 Merken Sie sich bitte folgenden Termin vor: Die Raum-Zeit Koordinatenxµ(E) für den
Beginn des für den Scheinerwerb kausal relevanten Ereignisses

E = Klausur Quantenmechanik II

lauten:

x0 = 24. Juni 2000, 11:15 Uhr,

x = kleiner Physikhörsaal.

Zu Ihrer Information: Eine hinreichende Bedingung für denErwerb eines Scheines ist
durch die Wirkung

S[Student] = Schein Θ(Ü(Student) − 1

2
max(Ü)) Θ(K(Student) − 1

2
max(K))

gegeben, wobeiΘ(x) = 0 für x < 0 und Θ(x) = 1 für x > 0 die Stufenfunktion ist,
sowieÜ die gesamte in den Hausübungen erreichte Punktzahl undK die in der Klausur
erreichte Punktzahl darstellen.
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9.1 Freies relativistisches Teilchen. Die Dirac Gleichung für ein freies Teilchen lautet
(

ih̄ ∂t + ih̄α · ∇ − βmc2
)

Ψ = 0

mit β =
(

1l 0

0 −1l

)

undαk =
(

0 σk

σk 0

)

wie in der Vorlesung gewählt.

(i) Lösen Sie die Dirac Gleichung zunächst für ein freiesruhendes Teilchen. 1 P.

(ii) Geben Sie, ausgehend von (i), mit Hilfe einer Lorentztransformation die Lösung der
Dirac Gleichung für ein freies Teilchen mit beliebigem Impuls an. (Hinweis: Für ei-
ne Lorentztransformation in ein Bezugssystem mit Geschwindigkeitv = −pc2/Ep

mit Ep = +
√

p2c2 + m2c4 hat manΨ′(r′, t′) = exp(−α ·w/2)Ψ(r′, t′). Beachten
Sie:Ept − p · r = mc2t im Ruhesystem, undtanh(w) = v/c.) 2 P.

9.2 Bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes nimmt die Dirac Gleichung die Form

β(ih̄ ∂t − HDirac)Ψ = 0 , HDirac = c α · ( h̄
i
∇ − e

c
A) + βmc2 + eφ ,

an, wobeiα, β wie in 9.1 gewählt seien.

(i) Zeigen Sie: Multipliziert man die Dirac Gleichung von links mit

P =
β(ih̄ ∂t − HDirac) + 2mc2

2mc2
,

so erhält man die Klein-Gordon-ähnliche Gleichung
(

1

c2
(ih̄ ∂t − eφ)2 − (

h̄

i
∇ − e

c
A)2 − m2c2 +

eh̄

c
(σ · B − i α · E)

)

Ψ = 0 , (∗)

wobeiE, B das elektrische bzw. magnetische Feld beschreiben. 2 P.

(ii) Zeigen Sie weiter, istΨ eine Lösung von(∗), dann istP Ψ eine Lösung der Dirac
Gleichung. (Umgekehrt ist jede LösungΨ der Dirac Gleichung auch eine Lösung
von (∗), undP Ψ = Ψ in diesem Fall, d.h.P ist ein Projektor.) 1 P.

9.3 Relativistisches Energie-Spektrum des Wasserstoffatoms.

(i) Zeigen Sie, Gleichung(∗) in 9.2 geht für das stationäre (zeitunabhängige) Wasser-
stoff-Problem in die Gleichung
(

E2 − m2c4

c2
+

2EZe2

rc2
+

h̄2

r2
∂rr

2∂r −
L2 − (Ze2/c)2 − ih̄(Ze2/c)αr

r2

)

Ψ = 0

über, wobeiαr = α · 1

r
r gesetzt ist. 1 P.

(ii) Definieren SieK = β(1 + 1

h̄
σ · L) und zeigen Sie, dassK mit J = L + h̄

2
σ und

HDirac kommutiert. (Hinweis:HDirac aus 9.2 mitA = 0 undφ = −Ze/r.) Bestim-
men Sie die Eigenwertek vonK. (Hinweis: Zuerst Eigenwerte vonK2 bestimmen,
dann{K, γ5}|k〉 betrachten.) Was ist die physikalische Bedeutung vonK ? 2 P.

(iii) Definieren SieΛ = −βK − iZe2

h̄c
αr und zeigen Sie, dass[Λ, K] = [Λ, J ] = 0.

Berechnen SieΛ2 undΛ(Λ + 1). 1 P.

(iv) Wenn Sie jetzt ganz genau hinsehen, können Sie das relativistische Spektrum des
Wasserstoffatoms durch Vergleich mit dem nicht-relativistischen Fall angeben. 2 P.

12 P.
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