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Kopplung von Drehimpulsen: Ein Elektron befinde sich in einem Zustand mit Bahndre-
himpuls ¢ = 1. Berechnen Sie die Clebsch-Gordon-Koeffizienten (¢, my, s, ms|j, m) fir die
Kopplung des Bahndrehimpulses an den Spin des Elektrons. Hinweis: Verwenden Sie die
Auf- und Absteige-Operatoren J, = L, + 54 und J_ = L_ 4+ S_. Machen Sie sich klar,
dal damit — sofern L und S miteinander kommutieren — offensichtlich gilt:

Vil +1) —mm£1)[Jm=E1) =
VAL + 1) —my(mg £ )0, me 1, s,mg) +v/s(s + 1) — mg(ms £ 1)|,mg, s, mg 1) .

Weiterer Hinweis: Fir den Zustand |¢,my, s,ms) werden oft auch die Notationen
|0, mg)|s, ms) und |€,my) @ |s, ms) verwendet.

Es seien a* und a ein Paar von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die den be-
kannten Beziehungen [a,a™] =1, [a,a] = [aT, at] = 0 geniigen. Zeigen Sie, dafl damit die
Operatoren

L., = h({—a'ta),

L, = hv2l—-ataa,

L. = ha™V20 —ata

die Drehimpulsalgebra erfiillen. Priifen Sie auflerdem nach, daf3 die Beziehung
(L)? = B20(0 +1)

erfiillt ist. Wann ist diese Darstellung der Drehimpulsalgebra giiltig?

Anmerkung: Diese Darstellung der Drehimpulsoperatoren geht auf T. Holstein und H. Pri-
makoff zuriick, zu finden in Phys. Rev. 58 (1940) 1098. Sie eignet sich besonders zur
Untersuchung des semiklassischen Grenzfalles (L)? > h?.
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Ortho- und Para-Helium: Das Pauliprinzip verlangt, daf§ die Gesamtwellenfunktion, das
Produkt von Orts- und Spin-Wellenfunktion, zweier Elektronen unter Vertauschen beider
Teilchen antisymmetrisch ist. Betrachten Sie die beiden Anteile zunéichst getrennt:

Spin: Die Basis der Spinzustéinde zweier Spin-1/2 Teilchen ist gegeben durch |a)V®|3)?)

mit a, 8 € {1, ]}. Fiir die einzelnen Teilchen gilt (s®)?|a)® = 3|a)® und 59 |a) @

hm(a)|a)® mit i = 1,2 und m(1) = 1, m(|) = —1. Der Gesamtspin lautet S = s +
s =sWel1+les?.
[1] Begriinden Sie, warum der (normierte) Zustand
1
X00 = %

antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Teilchen ist.

(IMWe|H® -1V e |nH®)

[2] Zeigen Sie die Identititen S*ygo = S, x00 = 0. Daher wird ygo Spin-Singlett genannt.

[3] Begriinden Sie, warum die (normierten) Zusténde

X111 = |T>(1) 0%y |T>(2) )

w = (MY [nY e n®)
xioe = [NV e|])®

symmetrisch unter Vertauschung beider Teilchen sind.

[4] Zeigen Sie die Identititen S*x1m. = 2hX 1m, Und Sy X1m, = MshAX1m,. Die X1, bilden
also ein Spin-Triplett.

Ort: Vernachlissigt man im Hamiltonoperator zweier Elektronen im Coulombfeld Ze/r,
gegeben durch

1 11 1
_ r_ (1)\2 @2 _ o2+ L 2+
H = Hy+H o ((p )+ (p )) Ze (T(lﬁ,n@)) D o)

Ho H

die gegenseitige Abstofung der beiden Elektronen H’, so hat man fiir jedes Elektron ein
Wasserstoffproblem mit Kernladug Z. In der physikalisch recht gut erfiillten N&herung
eines sehr schweren Kernes haben daher die Ortsraum-Wellenfunktionen ® von H, die
Produktform

(I)m,fhml,nz,fzﬁm (I‘(l), I‘(2)) = (bm,fl,ml (r(1)>¢n2,527m2 (r(2)) .
[5] Begriinden Sie, daf§ die Ortsraum-Wellenfunktion ®; des Grundzustandes das Pro-
dukt der 1s-Wellenfunktionen ist. Welche Energie gehort dazu?
[6] Warum ist &y symmetrisch unter Vertauschung der beiden Elektronen?
[7] Der Gesamtbahndrehimpuls ist L = L& + L®. Zeigen Sie (L)2®, = L.®, = 0.

[8] Begriinden Sie, dafi die Ortsraum-Wellenfunktionen des ersten angeregten Zustandes
Produkte von 1s- und 2¢-Wellenfunktionen sind, ¢ € {s,p}. Welche Energie gehort
dazu?



[9]

Betrachten Sie fiir den ersten angeregten Zustand den Ansatz
1
V2
fiir die Ortsraum-Wellenfunktion. Zeigen Sie, da (L)2®F = h2(((+1)0F

tm>
hm®F ist. Zeigen Sie weiter, daB unter Vertauschung der Teilchen gilt:

¢j:m(r(1)7 I‘(Q)) = <¢100(r(1))¢2ém(r(2)) + ¢2zm(r(1))¢1oo(r(2))>
L., =

197, (<0, 1) = @, (), 1) = 0, (11, 1),

Gesamt: Die vollstandigen Wellenfunktionen W sind ein Produkt von Ortswellenfunktion
® und Spinor ¥, also von der Form ¥(r) r®) = &(r® r@)y,,.

[10] Folgern Sie aus dem Pauliprinzip, da$ fiir den Grundzustand nur ¥y = $¢yg und fiir

den ersten angeregten Zustand nur W, = @mego und Voae = @, X1m, moglich
sind. Diskutieren Sie die moglichen Zusténde im Para-Helium (S = 1) und im Ortho-
Helium (S = 0).

FREIWILLIGE ZUSTATZAUFGABE!

Hundsche Regeln: Die Abstofung H' in H::1 wird nun in erster Ordnung Storungstheorie
beriicksichtigt.

[1]

2]

[3]

[4]
[5]

Betrachten Sie das Verhalten der Ortsraumwellenfunktion fiir symmetrischen Spin
(S =1) und r — r®. Argumentieren Sie damit, da die Spin-Triplett-Zustinde
starker gebunden sind als der Spin-Singlett-Zustand. Dies ist ein Spezialfall der
ersten Hundeschen Regel, welche besagt, dafl der Zustand mit maximalem Spin die
niedrigste Energie hat.

Betrachten Sie qualitativ die mittlere Entfernung des Elektrons in Abhéngigkeit vom
Bahndrehimpuls ¢. Argumentieren Sie damit, daf§ die Zustéinde mit ¢ = 1 stérker
gebunden sind als die mit ¢ = 0. Dies ist ein Spezialfall der zweiten Hundschen Re-
gel, welche besagt, dafl der Zustand mit maximalem Bahndrehimpuls die niedrigste
Energie hat.

Zeigen Sie fiir die Matrixelemente von H’ mit den ersten angeregten Zustanden, dafl
gilt:

H/’(I)g’lm’XS’m’s> = 5%%’535’5m5m’5546’5mm’<(I)zrmem5 H,|q)?mX5m5> .

<(I)ngsms

Zeigen Sie, daBl (®],, Xsm.|H'| P}, Xsm.) nicht von m abhingt.

Berechnen Sie (9], Xsm.
iiberhaupt giiltig sind.

H'|®} Xsm,) explizit und tiberpriifen Sie so, ob [1] und [2]
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