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FHY s g FHY und «FHY — —F*Y . ©
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o, F" =0,

FHY |y WY

und

Allgemein sind sie es nicht,

0, FH = —ji

0y ' =0

Invariant unter Dualitatstransformationen

kMY — — RV

0, xF'*Y =0 .

®

Ohne stérende Stréme 5 sind freie Maxwell-Gleichungen

©
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Monopole in Eichfeldtheorien | F'L”/ > *FMV Und *F/,LI/ — _F/,LI/ . ©

N

§,FH = —jk 9, xFH =0 .

Homotopie

Allgemein sind sie e

Monopole in Eichfeldtheorien Il

Magnetische Ladungen werden nicht beobachtet.
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Mit magnetischen Stréomen £k ist
o, FF" = —j5¢ 0, xFH* = —kH .
symmetrisch unter erweiterten Dualitatstransformationen

FRY s FHY x FHY — — FRY

P P EH s —
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Mit magnetischen Stréomen £k ist
o, FF" = —j5¢ 0, xFH* = —kH .
symmetrisch unter erweiterten Dualitatstransformationen
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Ware das nicht viel schoner?

0, +FH # 0 wegen F1 = g* A — 9” A* unmoglich fir
nicht-singulares A. ..
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Fur eine magnetische Punktladung g,, gilt

VB =q.0%(x),

und damit

B =

GmT
43
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Fur eine magnetische Punktladung g,, gilt

T

V-B=¢.,0%), unddamit B =

Ist ¢., # 0, wird B nicht durch ein nicht-singulares
Vektorpotential beschrieben:

qm:]{zB-dS:j{Z(VxA)-dS:/VV-(VxA)d

dyr3

Sr =0 k
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Fur eine magnetische Punktladung g,, gilt

V.-B=¢,063), unddamit B = "

Ist ¢., # 0, wird B nicht durch ein nicht-singulares
Vektorpotential beschrieben:

dyr3

C]mZ]{EBdS:jI{Z(VxA)-dS:/Vv.<V><A)d3T:O k

Ein Ausweg ist der Dirac-String, ein Magnetfeld mit
linienfGrmiger Singularitat.
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Die Vektorpotentiale

_ Gm(1 —cos0)

An(x)

A7r sin 6

fuhren auf

BN’S(ZE) = V X AN’S(QE>

e, , As(z)= o

Y
43

(1 + cosb)
47rr sin 6

€p

+ gnd()0(y)O(F2)
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Die Vektorpotentiale

_ Gm(1 —cos0)

AN (CU) €y AS(m>

A7r sin 6

fuhren auf

_ Gm(1+cos0)

, e
A7r sin 6 i

Bus(®) = V x Ans(@) = "+ 4.5(2)3(y)O(F2)

473

magnetische Punktladung

Dirac-String
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Die Vektorpotentiale

_ Gm(1 —cos0)
~ 4rmrsind

AN (ZB)
fuhren auf

BN’S(ZE) = V X AN’S(QE>

E

Y
43

As(z)

_ Gm(1+cos0)

, e
A7r sin 6 i

+ gnd()0(y)O(F2)

ldee von Wu und Yang: Betrachte Ay s nur in nordlicher bzw.

sudlicher Hemisphare.
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Die Vektorpotentiale

~ qw(1 —cos0) _ Gm(1+cos0)

A7r sin 6

An(z) As(z)

ST €y

A7r sin 6

fuhren auf

I 4 a6 (2)5(y)O(F2)

BN’S(ZE) = V X AN’S(QE> = 471'7“3

ldee von Wu und Yang: Betrachte Ay s nur in nordlicher bzw.
sudlicher Hemisphare.

Sie sind durch eine singulare Eichtransformation verbunden,

2 2Gmp
An(z) = As(@) = Arrsing <P v ( 4 ) '
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An(z) — As(z)

V

2qmp
A7
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by

= [ (VxAN)-dS+ [ (Vx Ag)-dS
HN HS
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® Dirac-Monopol

@ \Wu-Yang-Monopol
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)Y
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Homotopie / (v X AN) : dS +/ (v X AS) ° dS
HN HS
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:%(AN—AS)odE
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:%(AN—AS)odE

%y

1 2¢, .
2/ d r sin pdy

rsinf 4w
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An(=) — As(x) = v(

qmzji(VxA)-dS

2qmp
A7

)

:/H(VXAN)-dSJr/H(VxAS)-dS

Y
-
-/

:qm

(AN — Ag) - d¢

%y

1 2q. . q
r sin
rsin@ 4 Py

©
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Der Zustandsvektor ) eines Elektrons im Feld eines
(schweren) magnetischen Monopols entwickelt sich nach der
Schrodinger-Gleichung

10p) = % (p — eA)2 Y

und andert sich unter Eichtransformationen A — A + Vy
wie 1 — el®Xq),
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Der Zustandsvektor ) eines Elektrons im Feld eines
(schweren) magnetischen Monopols entwickelt sich nach der
Schrodinger-Gleichung

10,1 = % (p— eA)*

und andert sich unter Eichtransformationen A — A + Vy
wie ¢ — e'Xq¢h. Mit y = —2q,,¢/(4) gilt

Ws(x) = e—2ieqmso/(47f)¢N(w) ,

und Eindeutigkeit entlang des Aquators fuhrt auf die

Dirac-Quantisierungsbedingung Zﬂ = g , ne.
7
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Konstruiert wurde ein U(1)-Hauptfaserbindel mit
Basismannigfaltigkeit S? und lokalen Schnitten ).
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Konstruiert wurde ein U(1)-Hauptfaserbindel mit
Basismannigfaltigkeit S? und lokalen Schnitten ).

Der Atlas von S? besteht aus mindestens zwei Karten
Un, Us, also ist die Zusammenhangsform A nur lokal

gegeben.
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gegeben.

Eichtransformationen entsprechen der Strukturgruppen-

wirkung von rechts auf das Hauptfaserbtndel.
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Konstruiert wurde ein U(1)-Hauptfaserbindel mit
Basismannigfaltigkeit S? und lokalen Schnitten ).

Der Atlas von S? besteht aus mindestens zwei Karten
Un, Us, also ist die Zusammenhangsform A nur lokal

gegeben.

Eichtransformationen entsprechen der Strukturgruppen-

wirkung von rechts auf das Hauptfaserbtndel.

Die Ubergangsfunktionen am Aquator gehdren zu Klassen
der Homotopiegruppe 71 (U(1)) & 7Z, was der Quantisierung

entspricht.
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Monopole in Eichfeldtheorien Il

Konstruiert wurde ein U(1)-Hauptfaserbindel mit
Basismannigfaltigkeit S? und lokalen Schnitten ).

Der Atlas von S? besteht aus mindestens zwei Karten
Un, Us, also ist die Zusammenhangsform A nur lokal

gegeben.

Eichtransformationen entsprechen der Strukturgruppen-

wirkung von rechts auf das Hauptfaserbtndel.

Die Ubergangsfunktionen am Aquator gehdren zu Klassen
der Homotopiegruppe 71 (U(1)) & 7Z, was der Quantisierung

entspricht.

(Allgemeinere Eichfeldtheorien konnen analog beschrieben

werden.)
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Georgi-Glashow-Modell

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Das Georgi-Glashow-Modell ist eine (konforme!)
Eichfeldtheorie mit Strukturgruppe G = SO(3):

mit

1 1
L = _Z Gl;’/GaMV + 5 «@qu ’ .@qu o V(¢)

GHY = WY — "W — ecopc WIWY

(@M¢>a — a“ﬁba - egabcwéugbc 3

V() =2 (¢”—(#)?)°
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® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Das Georgi-Glashow-Modell ist eine (konforme!)
Eichfeldtheorie mit Strukturgruppe G = SO(3):

L = Gl G+ 5 P o~ V(@)
mit
GHY = OFWY — OV W — ecap WEWY
(2" ), = 0" Pa — eapc Wy ¢c
V(g) =5 (#° - (#)?)’

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

('@VGMV>CL — _egabc¢b (@“gb)c y <9M'@u¢)a — _)‘gba (¢2 o <§b>2) .

|
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® Georgi-Glashow-Modell

@ Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

® Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

def

Mit G = —&" und G% = e —e;;1 %% gilt fur die Energiedichte

Too = % {(éaz) (932)2 T ((@O¢)a)2 T ((@i¢)a)2] +V<¢) > 0.

|
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- Mit G% €' —&i und G &' ¢, ;, B* gilt fur die Energiedichte
Monopolfe in Eichfeldtheorien | 1 5 2 5 2 O 2 5 2
poomdmontotl— Too = o {(éaa) +(%.) + ((279)a)” + ((2°9)a) ]+V(¢) >0.

i 7l e Fur Losungen mit T, = 0 ist notwendig und hinreichend das

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols Vakuum : G/C’L”/ — 0 , (@’uqb)a = 0 ; V(¢) pm O

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
| |
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- Mit G% €' —&i und G &' ¢, ;, B* gilt fur die Energiedichte
Monopolfe in Eichfeldtheorien | 1 5 2 5 2 O 2 5 2
podmtonnt - Too = 5 {(éaa) +(%.) + ((279)a)” + ((2°9)a) ]+V(¢) >0.

® ! Hooft-Polyakov-Monopol Fur Losungen mit T, = 0 ist notwendig und hinreichend das

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols Vakuum : G/C’L“/ — O , (@’uqb)a = O ; V(¢) pm O

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien II WI rd gelOSt d U rCh

| |
| |
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® Georgi-Glashow-Modell

@ Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Mit GY* =

1
T00=§

def

() + (22) + ((2°9)a)

—&'und GY

def

2

—e;;1 %% gilt fur die Energiedichte

Fur Losungen mit T, = 0 ist notwendig und hinreichend das

Vakuum

Wird gel6st durch

[¢a —

G =0,

(2" ¢), =0

Entscheidende Bedeutung hat das

Higgs-Vakuum :

(2"¢), =0,

Vie) =0

<¢>5a,37 WCIL/L — O]G :

V(g) =0

+((2°9)a)’ | +V () > 0.

|
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V' erflllt die Bedingungen fir spontane Symmetriebrechung:

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien | (I) V(¢) — V<g¢) fur a”e g E G,

® Georgi-Glashow-Modell
@ Vakua

o Lo endicher (i) absolutes Minimum bei einem ¢,;

Energie
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol T I I 1
® GrofRe des Monopols (”I) eS glbt eln g 6 G mlt g¢0 # ¢O "
@ Higgs-Vakuum
® Magnetische Ladung und
Topologie
® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
| |
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V' erflllt die Bedingungen fir spontane Symmetriebrechung:

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien | (I) V(¢) — V(g¢) fur a”e g E G,

® Georgi-Glashow-Modell
@ Vakua

o Lo endicher (i) absolutes Minimum bei einem ¢,;

Energie
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol ( 1 ) 1 I ' ¢ # ¢
® GroRe des Monopols I” eS glbt eln g e G mlt g 0 O
@ Higgs-Vakuum
® Magnetische Ladung und

BN S G = SO(3) wird zur kleinen Gruppe H = SO(2) 2 U(1)
* oreHionopot gebrochen — generiert durch T}”gbgT‘L — der
elektromagnetischen Symmetriegruppe.

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
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LOsungen endlicher Energie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

@ Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1
Too:§

(6" + (L) + (2°9)a)” + (Z2'¢)a)

2

+V(9)
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LOsungen endlicher Energie
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® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Too = 5 | ()" + (#2)° + (2°9)a)" + (2'8))" | + V(@)

1

Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen mit endlicher
Energie missen asymptotisch flr » — oo Im

sein.

Higgs-Vakuum :

(2"¢), =0,

V(g) =0

|
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Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1

Too = 5 | ()" + (#2)° + (2°9)a)" + (2'8))" | + V(@)

Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen mit endlicher
Energie missen asymptotisch flr » — oo Im

Higgs-Vakuum : (2%¢), =0, V(¢)=0

sein. FUr Zustande niedrigster Energie erwartet man
héchstmogliche Symmetrie, dies fihrt mit £ = (¢)er auf den
Ansatz von 't Hooft und Polyakov:

bu(@) = T HE), Wi®) =~ 5 (1~ K(€)]
W) = 5 (0

|
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LOsungen endlicher Energie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1

Too = 5 | ()" + (#2)° + (2°9)a)" + (2'8))" | + V(@)

Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen mit endlicher
Energie missen asymptotisch flr » — oo Im

Higgs-Vakuum : (2%¢), =0, V(¢)=0

sein. FUr Zustande niedrigster Energie erwartet man
héchstmogliche Symmetrie, dies fihrt mit £ = (¢)er auf den
Ansatz von 't Hooft und Polyakov:

a . J
Bal@) = — H(E), Wil®) = —easy —5 [L - K(9)]
W2(x)= % J(&) J # 0 ergibt Dyonen
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Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Too = 5 | ()" + (#2)° + (2°9)a)" + (2'8))" | + V(@)

1

Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen mit endlicher
Energie missen asymptotisch flr » — oo Im

Higgs-Vakuum :

(2"¢), =0,

V(g) =0

sein. Fur Zustande niedrigster Energie erwartet man
héchstmogliche Symmetrie, dies fihrt mit £ = (¢)er auf den
Ansatz von 't Hooft und Polyakov:

¢a(@)

CECL

7]

— 5 H(‘S)v WZ;(.’D) = —€aij — 5 [1 — K(f)] 9 WC?(ZB) =0

er?

er?

|
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Einleitung xa ’I, .CUJ O
Qba(il’}) — 5 H(‘S)a Wa(w) = “C€aij — 5 [1 —K(f)], Wa (CB) =0
Monopole in Eichfeldtheorien | er er
® Georgi-Glashow-Modell
® Vakua
® Losungen endlicher
Energie
® 't Hooft-Polyakov-Monopol
® GrofRe des Monopols
@ Higgs-Vakuum
® Magnetische Ladung und
Topologie
® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua
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® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

xa

¢a(w) =—H

er?

(€), Wi(x) = —€qi;

7]

er?

11— K(©)], Wo(x) =0

Dieser Ansatz fuhrt auf die Euler-Lagrange-Gleichungen

§

§

, I°K
de2

= KH?* + K(K*?

_1)7

|
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Einleitung xa . .CUJ

T gu(@) = 5 H(E), Wi@) = —eaij — [L - K(E)], Wa(x) = 0
e Georgi-GiashowModell

® Vakua

® Losungen endlicher

Energie
bt onore Dieser Ansatz fuhrt auf die Euler-Lagrange-Gleichungen
: hHAigszt;\t/i:t::T_adung und

Topologie d2K
e & & = KH? + K(K? - 1),

Homotopie d2H )\
Monopole in Eichfeldtheorien I 62 d€2 — 2K2H + 6_2 H<H2 o §2> ‘

Regularitat bei ¢ — 0 und Forderung nach endlicher Energie
(Higgs-Vakuum fur & — oo) ergeben Randbedingungen

K(€) —1< 6(6), HE) < 0(¢) fir & — 0,
K& — 0, HE) ~ & far & — oo .

| |
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Homotopie
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P K=KH?+K(K?-1)

. A
2 _ 2 2 2
& H =2K°H + 5 HH? - ¢?)

K(§) —1<0(£), H(E) < 0(¢)
K(§) — 0, H(E) ~ &

fur¢& — 0

fir & — oo
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Homotopie
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P K=KH?+K(K?-1)
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® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua
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@ Higgs-Vakuum
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® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

CK=KH?+K(K?>-1)
¢?H =2K°H + = H(H? —&?)
K()—1<0(8), H(E) < 0(8)

A

K(§) — 0, H(E) ~ &

fur¢& — 0

fir & — oo

LOsung existiert, geschlossene Form aber nicht bekannt.

Jedoch fur grol3e Abstande gilt wegen

hmr—>oo ¢a (Ter) —

1) o~
G ~

1

erd

(p)e,®, dass

€ijk£€a£€k ~

|
Nils Carqueville

Magnetische Monopole — 17


mailto:nils@carqueville.net

Einleitung

't Hooft-Polyakov-Monopol

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

® 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

P K=KH?+K(K?-1)

fur¢& — 0

far & — oo
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G
Einleitung a

Q
¥
?T“

S

S]

S

&
Q
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® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

® 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
Nils Carqueville Magnetische Monopole — 18


mailto:nils@carqueville.net

't Hooft-Polyakov-Monopol

y 1 1
1] Ao a .k ~ k
Einleitung G ~ 57, kL = 8@ e L ¢CL
@ ert Y (pyer3
Monopole in Eichfeldtheorien |

$ SeorgrGlashon-Hode Da der ungebrochene U (1)-Erzeuger @ ¢3T* proportional

® Losungen endlicher . . . .
Energi zur elektrischen Ladung ist, gilt FY = 2 ¢2GH* und somit

® 't Hooft-Polyakov-Monopol <¢> &

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum ki

) Magneti.sche Ladung und ki T .

° LO;S()SIEQ(;ZS Monopols B - 3 fur r—00.

® BPS-Monopole er

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
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Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

. 1
1) ~ a .k ~
Gaj = g, Eijkl T =

b
(p)er

35ﬂkxk¢a

Da der ungebrochene U (1)-Erzeuger rqlwgbgTa proportional
zur elektrischen Ladung ist, gilt Ff, = % ¢GHEY und somit

(¢

xkz

Bf=-Z_  firr—oo.
er

Fur grol3e Abstande ergibt sich ein magnetisches

Monopolfeld der Starke

I N B @ L
A= dr 2

die Dirac-Quantisierungsbedingung flr n = 1.
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©® Vakua
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@ Higgs-Vakuum
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Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie
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E2K=KH?+K(K?-1)
. Y

& H=2K?H + — H(H? — &)

K(£) — 0, H(€) ~ € firé — oo

|
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® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua
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@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
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® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

E2K=KH?+K(K?-1)

A

2 H =2K°H + 6—2H(H2 —£?)
K(§) — 0, H(§) ~ ¢ flrg — oo

Fur sehr grol3e Abstande vereinfachen sich die

def

Differentialgleichungen fir K und H = h + £ zu

K=K und h=

2\
— h .

e2

|
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Einleitung

FCK=KH*+K(K*-1)
Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell )\

® Vakua 2 r 2 2 2
@ Losungen endlicher g H _ 2K H + _2 H(H o 5 )
Energie €
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol .s
® GroRRe des Monopols K(g) — O, H(g) ~/ 5 fur g — OO
@ Higgs-Vakuum
® Magnetische Ladung und
Topologie

ST Fur sehr grol3e Abstande vereinfachen sich die

® BPS-Monopole def

Differentialgleichungen fir K und H = h + £ zu

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

K =K und B:%h.
(&

Also folgt

K Ne_g — e_<¢>€’r — e_szl:T

farr — oo.
H —§Ne_m£/e — g Mo

| |
| |
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K Ne_g — e_<¢>€’r — e_szl:T

Einleitung fur T — Q.
H — ‘S Ne—\/2)\§/e _ e—M¢7°
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K Ne_g — e_<¢>€’r‘ — e_szl:T

5l =& e VSO =l

furr — oo.

Interpretation: Monopol hat endliche Grol3e, bestimmt durch
Compton-Wellenlangen der schweren Eichbosonen und des

Higgs-Feldes.
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Annahme: Jede Konfiguration von Losungen endlicher
Energie soll dem Higgs-Vakuum
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® Georgi-Glashow-Modell

Pl =l — eWH x p=0, ¢°=(d)> (*)

® Losungen endlicher

Energie
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol . .. . . . .
DOTEC T flr grol3e Abstande gentigen, mit einer Abweichung von
oi/l;g:)r:s;i;che Ladung und hOChStenS ﬁ(e—T/Ro ) ]

® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
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Annahme: Jede Konfiguration von Losungen endlicher
Energie soll dem Higgs-Vakuum
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® Georgi-Glashow-Modell

Pl =l — eWH x p=0, ¢°=(d)> (*)

® Losungen endlicher

Energie
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol . .. . . . .
DOTEC T flr grol3e Abstande gentigen, mit einer Abweichung von
oi/l;g:)r:s;i;che Ladung und hOChStenS ﬁ(e—T/Ro ) ]

® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Die allgemeine Form von W* mit (*) ist

Homotopie

1 1
oM .
B2 P Tt

Monopole in Eichfeldtheorien I W,LL —

P A”

mit beliebigem A*.
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Higgs-Vakuum

1 1
Einleitung WH—= __— ¢ X a,“qb S B —
(®)

)% pa”

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

® Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Einleitung

Higgs-Vakuum

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

® Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

G"

WH =

(¢)%€

1 1

o AH
PxTPt 1y ®

= O"W" —0"WH —eWH x W"

1
(®)

def 1

(®)

& 1

¢ Fiy

(¢)%¢

b - (8" x O p) + I AV — ¥ AH

|
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Higgs-Vakuum

1 1

Einleitung W“ — 8“
Gz ® 0 )

P A”

Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher

Energie G,LLI/

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

= WY —0"WH —eWH x WY*
® GrofRe des Monopols

® Higgs-Vakuum 1 1

® Magnetische Ladung und .
Topologie ¢
(¢)%e

® Masse des Monopols <¢>
® BPS-Monopole 1

def
Homotopie — <¢> ¢ FléLI\L/IV

EL, ist der Feldstarketensor der Elektrodynamik, denn aus
den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt

b - (0"d x 9" P) + OFAY — §” AH

Monopole in Eichfeldtheorien I

O,Ft" =0, 9, +Fiv =0,

und aullerdem gilt in einer Eichung mit ¢ = ¢, dass
EL = OFAY — oY AP,
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Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1
(#)°€

py
FEM _

b (0"p x ) + A — ¥ AH

Also ist der magnetische Fluss durch eine geschlossene

Flache X

gZ:%B%iS:—
DY

1
e(¢)’

]{ cijk® - (07 x O"¢p) dS" .
>
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Einleitung

Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1
(#)°€

py
FEM _

b (0"p x ) + A — ¥ AH

Also ist der magnetische Fluss durch eine geschlossene

Flache X
1

92:£BdS:—6<¢>3]{E5wk¢((‘quxﬁkqb)dsz

Wie verhélt sich gs. unter ¢ — ¢ + 0¢?

|
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Einleitung

Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1
(¢)%e
Also ist der magnetische Fluss durch eine geschlossene
Flache X

Frv = b (0" x 8 P) + " A — ¥ AH

gz_]fB ds = — <¢> ]{aukqb (07 x 8" ¢) dS" .

Wie verhélt sich gs. unter ¢ — ¢ + 0¢?
Wegen ¢* = (¢)? gilt ¢ - 5 =0und ¢ - 3 ¢p = 0, also

b0 = 5o .8 [+ (096 < 9°6)] as'

ﬁ Eijk 742 5p- (07 x 0"¢p) AS"

=0.
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Magnetische Ladung und Topologie

dgs; = 0, d.h. der magnetische Fluss ist unabhéangig von
Deformationen von ¢, welche durch die beschriebenen
e ammoavon -~ Transformationen generiert werden.

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Einleitung

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Magnetische Ladung und Topologie

dgs; = 0, d.h. der magnetische Fluss ist unabhéangig von
Deformationen von ¢, welche durch die beschriebenen

Einleitung

o e Transformationen generiert werden.
©® Vakua
D Insbesondere ist g5, unabhangig von

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum . . .

® Magnetische Ladung und (I) der ZeltentWICklung Von ¢ B ¢(33, t) y
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Magnetische Ladung und Topologie

dgs; = 0, d.h. der magnetische Fluss ist unabhéangig von
Deformationen von ¢, welche durch die beschriebenen

Einleitung

o e Transformationen generiert werden.
©® Vakua
D Insbesondere ist g5, unabhangig von

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol
® GrofRe des Monopols
@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und (i) der ZeltentWICklung Von ¢ == ¢(CE, t),
Topologie

~breronan (i) stetigen Eichtransformationen von ¢,

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
Nils Carqueville

Magnetische Monopole — 24


mailto:nils@carqueville.net

Magnetische Ladung und Topologie

dgs; = 0, d.h. der magnetische Fluss ist unabhéangig von
Deformationen von ¢, welche durch die beschriebenen

Einleitung

. et Transformationen generiert werden.
©® Vakua
D Insbesondere ist g5, unabhangig von

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol
® GrofRe des Monopols
® Higgs-Vakuum

o Wagnetische Ladung ur (i) der Zeitentwicklung von ¢ = ¢(x, t),
~breronan (ii) stetigen Eichtransformationen von ¢,
S (i) der Wahl der (gro3en) Fache ..

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Magnetische Ladung und Topologie

dgs; = 0, d.h. der magnetische Fluss ist unabhéangig von
Deformationen von ¢, welche durch die beschriebenen
e ammoavon -~ Transformationen generiert werden.

©® Vakua
® Losungen endlicher . ac .
s Insbesondere ist gs; unabhangig von
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol
® GrolRe des )IIVIonopols ’
® Higgs-Vakuum

Einleitung

o Wagnetische Ladung ur (i) der Zeitentwicklung von ¢ = ¢(x, t),
~breronan (ii) stetigen Eichtransformationen von ¢,
i (i) der Wahl der (grof3en) Fache ..

Monopole in Eichfeldtheorien I

Man spricht von einem ,topologischen Erhaltungssatz®; die
obigen Deformationen sind Beispiele fur Homotopien.
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Magnetische Ladung und Topologie

Einleitung 1

= e
Monopole in Eichfeldtheorien | g 26 <¢> 3

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

5ijk¢ : <8J¢ X (‘3kqb) dSZ
>

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Einleitung

Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

gx

3 f 5ijk¢ : <8J¢ X (‘3kqb) dSZ
>

e 8m(9)

3 % «E?Z'jk(]b . (8-%;3 X ak¢) dSZ
Y

7
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Einleitung

Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1 : .

47 1

— — % Eiijﬁ . (6‘7(}5 X 8kq§) dSz
P

e §7(9)°

7

—N/2

N € 7 heil3t Poincare-Hopf-Index oder Windungszahl und

gibt an, wie oft die Abbildung

¢ : Y — My:={d: ¢ = ($)*}

die Flache X um die Flache .#; hiillt.

|
Nils Carqueville

Magnetische Monopole — 26


mailto:nils@carqueville.net

Einleitung

Magnetische Ladung und Topologie

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1

 2¢(¢)3
4 | |
S 87r<1¢>3 jé%m' (8¢ x ") A5

gy = j{z&‘ijkqb- (Eﬁgb X 8’“%) ds’

7

—N/2

N € 7 heil3t Poincare-Hopf-Index oder Windungszahl und
gibt an, wie oft die Abbildung

¢S — My :={¢: ¢ =($)*}
die Flache X um die Flache .#; hiillt.

Es ergibt sich also wieder die Quantisierungsbedingung

eqn n
— = — c 7.
47 2 "
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Masse des Monopols

Mit der Bianchi-ldentitat 2, *G*” = 0 (= Z,%" = 0) und der
Euler-Lagrange-Gleichung fur G** folgt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell
® Vakua

1
o Gm = / B-dS = o) / B (Drp), dr

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

) G_r('jrse des Monopols 1
: I\Hlllgg?r?:a\t/i:lc(:::T_adung und qe = / E . dS = - / (g)ak (.@k ¢) o d3 T .
Topologie <¢>

® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Masse des Monopols

Mit der Bianchi-ldentitat 2, *G*” = 0 (= Z,%" = 0) und der
Euler-Lagrange-Gleichung fur G** folgt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell
® Vakua

1
o Gm = / B-dS = o) / B (Drp), dr

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol
® GrofRe des Monopols
@ Higgs-Vakuum

1
@ Magnetische Ladung und qe == /E . dS = @ /éz?ak (.@k¢)a d3T 5

Topologie
® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

So ergibt sich fur die Masse des Monopols

M:/TOQdBT

:/ G (&) +(22) + ((2°9)a)” + (Z70)a)”]

+ V(¢))d3r > %/ {(63)2 + (%3)2 + ((.@iqb)aﬂ d°r

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
Nils Carqueville Magnetische Monopole — 27



mailto:nils@carqueville.net

Einleitung

Masse des Monopols

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

(&) +(22) + (2°¢)a)"| &r

+ (#) (e sin 0 + gy, cos 0)

fir beliebiges 6 € [0, 27].

_ 5/ ( (&8 — (P%¢) sin] + [BE — (2*¢) cosb]’ )d%
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Masse des Monopols

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

+ (#) (e sin 0 + gy, cos 0)

fir beliebiges 6 € [0, 27].

Bogomol’'nyi-Schranke :

(&) +(22) + (2°¢)a)"| &r

_ 5/ ( (&8 — (P%¢) sin] + [BE — (2*¢) cosb]’ )d%

M > {(¢)

q? + ¢>
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Masse des Monopols

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1

+ (#) (e sin 0 + gy, cos 0)

fir beliebiges 6 € [0, 27].

Bogomol’'nyi-Schranke :

Insbesondere fir ¢, = 0 qilt

47 47

M > (@)|gn] = {($)—— = =

2%¢  2¢2

(&) +(22) + (2°¢)a)"| &r

5/ ( 60 = (.@kgb)asinef + B — (.@k¢)ac080]2)d3r

MWzl: = 2—ij: .
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Einleitung

Masse des Monopols

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

(&) +(22) + (2°¢)a)"| &r

%/ ( 60 = (.@kgb)asinef + B — (.@k¢)ac080]2)d3r

+ (#) (e sin 0 + gy, cos 0)

fir beliebiges 6 € [0, 27].

Bogomol’nyi-Schranke : M > (Pp)\/q2 + ¢2

m

Insbesondere fir ¢, = 0 qilt

47 47 1
M > (@)|qm| > <¢>2—6 = @Mwi = %MWi :

Magnetische Monopole sind ziemlich schwer!
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Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Ist es moOglich, die Bogomol’'nyi-Schranke zu sattigen, d.h.
gibt es Monopole der Masse (¢)|gn|?

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
| |
Nils Carqueville Magnetische Monopole — 29



mailto:nils@carqueville.net

Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Ist es moOglich, die Bogomol’'nyi-Schranke zu sattigen, d.h.
gibt es Monopole der Masse (¢)|gn|?

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell

S Ve / (% (65)" + (B — (7"9), c050) + ((2°9),)]

Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und —|_ V(¢> d3 T _|_ <¢> qm COS 9
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
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Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Ist es moOglich, die Bogomol’'nyi-Schranke zu sattigen, d.h.
gibt es Monopole der Masse (¢)|gn|?

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |
® Georgi-Glashow-Modell

® Vakua = 1
o:_;frj]:::gien endlicher M 0 :O’Tr / (5 |:<(g)ak)2 —|_ (%g o («@k ¢) a COS 9)2 —|_ (('@O(b) CL) 2i|
@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und —|_ V(¢>) d37“ _|_ <¢>qm COS 9

Topologie
® Masse des Monopols
® BPS-Monopole

Es ist also M = (¢)|qn|, falls

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I @O¢ — O7 (gaa’l, — O7 %ZL — i(.@z¢)a : V(¢) — O )
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Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Ist es moOglich, die Bogomol’'nyi-Schranke zu sattigen, d.h.

gibt es Monopole der Masse (¢)|gn|?

s

+ V(cb)) d°r + (¢)q. cos b

Esist also M =

1

2

|

(

(gok

a

2°0=0, & =0, B,

)+ (B — (7%¢),c0s0)” + ((2°9),)]

+(2'¢)a, V() =0.

Aulierhalb vom Higgs-Vakuum nur mdglich ftr A — 0, fordere
aber weiterhin || —— (¢).
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Einleitung

Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Bogomol'nyi-Gleichung: %’ = —(2'¢), < GY =1 (2%¢),
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Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield-Monopole

Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Bogomol'nyi-Gleichung: %’ = —(2'¢), < GY =1 (2%¢),

Setzt man den 't Hooft-Polyakov-Ansatz ein, so ergeben sich

die Differentialgleichungen erster Ordnung

(K =—-KH, €¢H=H-—(K?>-1)

mit den exakten Losungen

H(€) = Ecothé — 1,

K(¢) =

§
sinh &

|
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Monopole in Eichfeldtheorien |

® Georgi-Glashow-Modell

©® Vakua

® Losungen endlicher
Energie

@ 't Hooft-Polyakov-Monopol

® GrofRe des Monopols

@ Higgs-Vakuum

® Magnetische Ladung und
Topologie

® Masse des Monopols

® BPS-Monopole

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

Bogomol'nyi-Gleichung: %’ = —(2'¢), < GY =1 (2%¢),

Setzt man den 't Hooft-Polyakov-Ansatz ein, so ergeben sich

die Differentialgleichungen erster Ordnung
(K =—-KH, €¢H=H-—(K?>-1)
mit den exakten Losungen

§

H(E)=Ceothe—1,  K(©)= 2o

Es existieren Monopole der Masse (¢)q,,!

|
Nils Carqueville

Magnetische Monopole — 30


mailto:nils@carqueville.net

Homotopie

|
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Homotopie

Definition: Sei I" der Einheitswrfel in R™ und X ein
topologischer Raum mit z¢ € X.
reeseniaEdeanl o Ejne stetige Abbildung o : I — X heil3t n-Schleife bei z,

Einleitung

© Horvaon falls a(s) = x fur alle s € 01™.
E{EEZE e Zwei n-Schleifen o, 8 : I™ — X heil3en homotop
Monopole in Eichieldtheorien I zueinander, falls eine stetige AbbildungI' : I” x I — X
existiert, so dass
['(s,0) =a(s) Vsel",
['(s,1)=p0(s) Vsel®,

['(s,t) =29 Vsedl™ tel.

Dann heil3t I' Homotopie zwischen o und 3.

| |
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Homotopie

Bemerkung: Wegen ™ /01™ = S™ lassen sich n-Schleifen
ebenso gut als Abbildungen S — X definieren.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

® Homotopie

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von
Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
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Homotopie

Bemerkung: Wegen ™ /01™ = S™ lassen sich n-Schleifen
ebenso gut als Abbildungen S™ — X definieren.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Beispiel:

Homotopie

® Homotopie

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von
Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

| |
| |
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Homotopie

Bemerkung: Wegen ™ /01™ = S™ lassen sich n-Schleifen
ebenso gut als Abbildungen S™ — X definieren.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Beispiel:

Homotopie

® Homotopie

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von
Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

o und ( sind homotop, o’ und 5’ sind es nicht.

|
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Homotopie

Definition: Das Produkt « « 3 zweier n-Schleifen
a, 0 I™ — X ist definiert durch

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

L def | @(2s1,82,...,8,) far s; € [0,1/2],
o:omotoziegruppe (@*B)(Sl, ) Sn) :e 7 ’ o ‘e |
QEE];Z:E;ZTEI)\;Z” 6(281 — 17 82, ey STL) fUr S1 - [1/2, 1] .

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
Nils Carqueville Magnetische Monopole — 34



mailto:nils@carqueville.net

Homotopie

Definition: Das Produkt « « 3 zweier n-Schleifen
a, 0 I™ — X ist definiert durch

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

L def | a(2s1,82,...,8,) far s; € 10,1/2],
oHomotoEiegruppe (O{*/B)(Sl7 c et Sn) — .
® Eigenschaften von 5(281 — 1, 8924 ..., Sn> far S1 € [1/2, 1] :

Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

Das Inverse o~ von « ist definiert durch

_ def
o (s1,...,5n) = a(l—s1,82,...,5p) V(s1,...,8,) € I™.

|
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Einleitung

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

® Homotopie

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von
Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

Definition: Das Produkt « « 3 zweier n-Schleifen
a, 0 I™ — X ist definiert durch

(axB)(S1,--.,8n) =

Das Inverse o~ von « ist definiert durch

o (s1,...,5n) def a(l—s1,82,...,85) V(s1,...,8,) € I™.
Satz: ,Homotop sein zu“ ist eine Aquivalenzrelation, und die
Menge der Aquivalenzklassen von Schleifen an z bilden
eine Gruppe.

def (281,82, .-, 5n) fir sy € [0,1/2],
6(281—1,82,...,Sn> fir s; € [1/2,1] .

|
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Homotopiegruppe

Satz: ,Homotop sein zu“ ist eine Aquivalenzrelation, und die
Menge der Aquivalenzklassen von Schleifen an z bilden
eine Gruppe mit dem Produkt x und dem Einselement als

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

 Homotopis derjenigen Klasse, welche die konstante Abbildung
® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von n =

H(?motopiegruppen I — {330} enthalt

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
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Homotopiegruppe

Satz: ,Homotop sein zu“ ist eine Aquivalenzrelation, und die
Menge der Aquivalenzklassen von Schleifen an z bilden

eine Gruppe mit dem Produkt x und dem Einselement als
S derjenigen Klasse, welche die konstante Abbildung

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von In —_— {xo} enthalt

Homotopiegruppen

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

vonopole n Ectiethearin i [H@finition: Diese Gruppe heildt n-te Homotopiegruppe von
X bei zqg, m, (X, zg).

1 (X, zo) heilt Fundamentalgruppe von X bei x.

| |
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Homotopiegruppe

Satz: ,Homotop sein zu“ ist eine Aquivalenzrelation, und die
Menge der Aquivalenzklassen von Schleifen an z bilden

eine Gruppe mit dem Produkt x und dem Einselement als
S derjenigen Klasse, welche die konstante Abbildung

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von In —_— {xo} enthalt

Homotopiegruppen

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

vonopole n Ectiethearin i [H@finition: Diese Gruppe heildt n-te Homotopiegruppe von
X bei zqg, m, (X, zg).

1 (X, zo) heilt Fundamentalgruppe von X bei x.

Beispiel: 7, (S') = Z ist die ,Wickelgruppe®“.

| |
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhangend,
dann gilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie Wn(X, :E]_) g Wn(X, :EQ) fUI’ a”e 331, ZEQ E X 5

® Homotopie
® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von

Homotopiegruppen In diesem Fall schreibt man schlicht 7, (X).

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
Nils Carqueville Magnetische Monopole — 36



mailto:nils@carqueville.net

Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhangend,

Einleitung dan n g | It

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie Wn(X,:E]_) g Wn(X, :EQ) fUI’ a”e 2131,5132 E X 5
® Homotopie

° Hpmotoziegruppe

e In diesem Fall schreibt man schlicht 7, (X).

Monopole in Eichfeldtheorien I

Satz: Ein einfach zusammenhangender topologischer Raum
X hat eine triviale Homotopiegruppe, 7, (X) = 0:

Jede Schleife lasst sich auf einen Punkt zusammenziehen.

| |
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhangend,

Einleitung dan n g | It

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie Wn(X, :E]_) g Wn(X, :E2) fur a”e 331,:1:2 E X q
® Homotopie

® Hgmotoziegruppe

e In diesem Fall schreibt man schlicht 7, (X).

Monopole in Eichfeldtheorien I

Satz: Ein einfach zusammenhangender topologischer Raum
X hat eine triviale Homotopiegruppe, 7, (X) = 0:

Jede Schleife lasst sich auf einen Punkt zusammenziehen.

Satz: FUr zwei wegzusammenhéangende topologische
Raume X, Y qilt

(X XY) 2 m,(X)dm(Y).

| |
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: FUr zwei wegzusammenhéangende topologische
Raume X, Y qilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie 7Tn (X X Y) g 7Tn (X) EB 7Tn (Y) .

® Homotopie
® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von

Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: FUr zwei wegzusammenhéangende topologische
Raume X, Y qilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie 7T’I’L (X X Y) g 7Tn (X) @ 7T’I’L (Y) .

® Homotopie
® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von

IR —— Beispiel: Fur die Fundamentalgruppe des n-Torus gilt

Monopole in Eichfeldtheorien I

7T1(Tn>:7T1(SlX...X51>gZ€B...@Z.

|
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Satz: FUr zwei wegzusammenhéangende topologische
Raume X, Y qilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie 7T’I’L (X X Y) g 7Tn (X) @ 7T’I’L (Y) .

® Homotopie

® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von

IR —— Beispiel: Fur die Fundamentalgruppe des n-Torus gilt

Monopole in Eichfeldtheorien I

7T1(Tn>:7T1(SlX...X51>gZ€B...@Z.

Beispiel: Sei X einfach zusammenhangend und Y
wegzusammenhangend. Dann gilt

T (X XY)Z1,(X)®m,(Y) Zm,(Y).

|
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Beispiel: Sei X einfach zusammenhangend und Y
wegzusammenhangend. Dann qilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie Wn(X X Y) %J 7Tn(X> GB Wn(Y) %J Wn(Y> .

® Homotopie
® Homotopiegruppe
® Eigenschaften von

Homotopiegruppen

Monopole in Eichfeldtheorien I

|
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Eigenschaften von Homotopiegruppen

Beispiel: Sei X einfach zusammenhangend und Y
wegzusammenhangend. Dann qilt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie 7Tn (X X Y) g 7Tn (X) @ Wn(Y) g 7Tn (Y) .
® Homotopie

® Homotopiegruppe

® Eigenschaften von

IR —— Satz: Sei GG eine Lie-Gruppe und H C G eine
Monopole in Eichfeldtheorien I Lle'U ntergru ppe. Dann gllt

WQ(G/H) = ker(m(H) — 7T1(G)) 5

Insbesondere ist 7o (G/H) = w1 (H), falls G
wegzusammenhangend ist.

Magnetische Monopole — 38
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Monopole in Eichfeldtheorien Il

|
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Higgs-Vakuum

Untersucht werden allgemein Eichfeldtheorien mit beliebiger
Strukturgruppe G und Potential V' > 0:

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

. 1 1%
Homotopie C’%YMH — —Z G'Ié GCLHV + (@M@>T (.@,u,®> _ V(¢>

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

| |
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Higgs-Vakuum

Untersucht werden allgemein Eichfeldtheorien mit beliebiger
Strukturgruppe G und Potential V' > 0:

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

. 1 1%
Homotopie C’%YMH — —Z G'Ié GCL/JJ/ + (@M(:D>T (.@M(b> _ V(¢>

e Topologische Annahme: Fur Feldkonfigurationen endlicher Energie qilt,

Quantenzahlen

R R dass sie (iberall auRerhalb einer endlichen Anzahl kompakter
® Quantisierungsbedingung . o - . . .
Gebiete (,Monopole) in guter Naherung im Higgs-Vakuum
liegen:

V(®)=0, 9"d=0.

| |
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Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Higgs-Vakuum :

V(®)

0,

"D =0.

Nils Carqueville
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Higgs-Vakuum : V(®)=0, PP =0.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

At Aul3erdem wirke G transitiv auf die Mannigfaltigkeit der V
Monopole in Eichfeldtheorien I m I n I mlerenden FE'der

® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische %O — @ . V(@) — O — [@} 3
Schrédinger-Gleichung G

® Quantisierungsbedingung

d.h.
VO, Py € My g€ G: 1 = p(g)PD- .

| |
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Higgs-Vakuum : V(®)=0, PP =0.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

At Aul3erdem wirke G transitiv auf die Mannigfaltigkeit der V
Monopole in Eichfeldtheorien I m I n I mlerenden FE'der

® Higgs-Vakuum

® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische %0 p— (I) . V((I)) — O p— [(I)} ,
Schrédinger-Gleichung G

® Quantisierungsbedingung

d.h.
VO, Py € My g€ G: 1 = p(g)PD- .

Die kleine Gruppe von ® € ., lasst ® invariant,

Hy, ©{h € G: p(h)®1 =01} = p(g)Hayp(g™")

|
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Higgs-Vakuum : V(®)=0, PP =0.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

At Aul3erdem wirke G transitiv auf die Mannigfaltigkeit der V
Monopole in Eichfeldtheorien I m I n I mlerenden FE'der

® Higgs-Vakuum

® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische %O — @ . V(@) — O — [@} 3
Schrédinger-Gleichung G

® Quantisierungsbedingung

d.h.
VO, Py € My dg € G . D1 = p(g)P> .

Die kleine Gruppe von ® € ., lasst ® invariant,

Hg, = {h €G: p(h)®1 = q)l}:p(g)chgp(g_l) -

|
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Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Hy =

heG: plhyd =

Nils Carqueville
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Hyp = {h cG: p(h)d = <1>}

Monopole in Eichfeldtheorien |

FUr ein festes &y € .#, setze H := Hgy, .

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

| |
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. thﬁheazmm@:@}

Monopole in Eichfeldtheorien |

FUr ein festes &y € .#, setze H := Hgy, .

Homotopie

Assoziiere g € G zu ® € . durch

Monopole in Eichfeldtheorien I

® Higgs-Vakuum

® Topologische

Rl ® = p(g)®o -
Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung

| |
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Hg = {h cG: p(h)® = c1>}

Monopole in Eichfeldtheorien |

FUr ein festes &y € .#, setze H := Hgy, .

Homotopie

Assoziiere g € G zu ® € . durch

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen @ — p(g) @O 0

@ Topologische
Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Falls p(g1)®o = @ = p(g2)Po, dannist p(gy ') p(g2)Po = Po,
also g, 'gs € H.

| |
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e th{heazmm@:@}

Monopole in Eichfeldtheorien |

FUr ein festes &y € .#, setze H := Hgy, .

Homotopie

Assoziiere g € G zu ® € . durch

Monopole in Eichfeldtheorien I

® Higgs-Vakuum

® Topologische

Sl ® = p(g)Po -
Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung

Falls p(g1)®o = ® = p(g2)®o, dann ist p(g; *)p(g2) o = Po,
also g, 'gs € H.

g1 und go gehoren also zur selben Restklasse von H in G,
und damit

My = G/H .

| |
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PP =0

Aus 2+ ® = ( folgt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien | IO(GMV>¢ — ie [.@M, .@V] @ — O 9

Homotopie

d.h. die einzigen im Higgs-Vakuum nicht-verschwindenden

Monopole in Eichfeldtheorien I

g Komponenten des Feldstarketensors sind diejenigen, welche
o Topolagieche. zu den Generatoren von Hg gehdren. Nur diese Eichfelder

Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung haben |m nggS—Vakuum Bestand.

| |
| |
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PP =0

Aus 2+ ® = ( folgt

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien | IO(GMV>¢ — ie [.@M, .@l/] @ — O 9

Homotopie

d.h. die einzigen im Higgs-Vakuum nicht-verschwindenden

Monopole in Eichfeldtheorien I

g Komponenten des Feldstarketensors sind diejenigen, welche
o Topolagieche. zu den Generatoren von Hg gehdren. Nur diese Eichfelder

Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung haben |m nggS—Vakuum Bestand.

Im Georgi-Glashow-Modell folgt daraus gerade

A =579 G".

|
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Topologische Quantenzahlen

Im Higgs-Vakuum ist die Situation also folgende:

Einleitung

Eine die Monopole umschlieRende Flache ¥ = S? wird durch
das Higgs-Feld ® zu jedem Zeitpunkt auf .#, abgebildet.

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
@ Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

| |
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Topologische Quantenzahlen

Im Higgs-Vakuum ist die Situation also folgende:

Einleitung

Eine die Monopole umschlieRende Flache ¥ = S? wird durch
das Higgs-Feld ® zu jedem Zeitpunkt auf .#, abgebildet.

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
@ Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

|
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Topologische Quantenzahlen

Die Feldkonfigurationen endlicher Energie ordnen sich in
Restklassen der Homotopiegruppe s (.4).

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
@ Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

| |
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Topologische Quantenzahlen

Die Feldkonfigurationen endlicher Energie ordnen sich in
Restklassen der Homotopiegruppe s ().

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Insbesondere sind folgende Deformationen von &
zueinander homotop:

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum

" oenaner (i) Zeitentwicklung von ® = ®(x,t) : ¥ — 4
® Topologische
AT (i) Eichtransformationen

(i) Deformationen durch andere Wahl von X

| |
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Topologische Quantenzahlen

Die Feldkonfigurationen endlicher Energie ordnen sich in
Restklassen der Homotopiegruppe s ().

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Insbesondere sind folgende Deformationen von &
zueinander homotop:

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum

s s (i) Zeitentwicklung von ® = ®(x,t) : ¥ — 4

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Eichtransformationen

Deformiere g : 3 — G stetig, so dass g(x = 0) = 1l

T(0,0,8) & p(g(trs, 6, )1 (rs, 0, ) ist Homotopie zwischen ®; und ®».

| |
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Topologische Quantenzahlen

Die Feldkonfigurationen endlicher Energie ordnen sich in
S Restklassen der Homotopiegruppe s (.#).

Monopole in Eichfeldtheorien |

Insbesondere sind folgende Deformationen von &
zueinander homotop:

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum

® lopdegecte (i) Zeitentwicklung von ® = ®(x,t) : ¥ — 4

Quantenzahlen

@ Topologische
Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung

Eichtransformationen

Deformiere g : 3 — G stetig, so dass g(x = 0) = 1l

T(0,0,8) & p(g(trs, 6, )1 (rs, 0, ) ist Homotopie zwischen ®; und ®».

Je nach Struktur von my(.#y) = 7o (G /H) korrespondiert zu
Feldkonfigurationen eine ,topologische Quantenzahl®.
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Nils Carqueville Magnetische Monopole — 45


mailto:nils@carqueville.net

Topologische Quantenzahlen

Beispiele:
Eineitung o Georgi-Glashow-Modell: G = SO(3), .4, = S?
Monopole in Eichfeldtheorien | :> 7T2 (%O) g Z

Homotopie

,You cannot peel an orange without breaking the skin.”

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
@ Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Quantenzahlen

Beispiele:
cietung  Georgi-Glashow-Modell: G = SO(3), .#, = S?
Monopole in Eichfeldtheorien | :> 7T2 (%O) g Z

Homotopie

,You cannot peel an orange without breaking the skin.*

Monopole in Eichfeldtheorien I

2 o  elektroschwache Theorie: G = SU(2) x U(1)y, H = U(1)gy
o Topiogische = o (M) = T (G/H) 2 ker{m (H) - m(G)} =0

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

|
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Topologische Quantenzahlen

Beispiele:
Exulcsting o Georgi-Glashow-Modell: G = SO(3), .#, = S*
Monopole in Eichfeldtheorien | :> 7T2 (%O) g Z
e ,You cannot peel an orange without breaking the skin.”
MH?)‘;l'ZkEr:”dh ~ e elektroschwache Theorie: G = SU(2) x U(1)y, H = U(1)y
e = ma( M) = m2(G/H) = ker{mi(H) — m1(G)} =0

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

e GUT: Sel (G eine einfach zusammenhangende
Strukturgruppe, die bei Mx ~ 10'° GeV zu
Gsyw = SU(3) x SU(2) x U(1) gebrochen wird.
= m2(G/Gen) 271 (Gey) E0BR0PZ = Z
Wurden vielleicht sehr schwere Monopole bei einem
Phasentbergang im frihen Universum erschaffen?

|
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Feldkonfigurationen, die zu nicht-trivialen Klassen in 7o (.#)
gehoren, beschreiben magnetische Monopole.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Feldkonfigurationen, die zu nicht-trivialen Klassen in 7o (.#)
gehoren, beschreiben magnetische Monopole.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Bisher: mo(.#) erst charakterisiert durch ¢ : ¥ — .#;, dann
durch H, WQ(%O) = WQ(G/H)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Feldkonfigurationen, die zu nicht-trivialen Klassen in 7o (.#)
gehoren, beschreiben magnetische Monopole.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Bisher: mo(.#) erst charakterisiert durch ¢ : ¥ — .#;, dann
durch H, WQ(%()) = WQ(G/H)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum

R Nun: Beschreibung nur durch physikalische Eichfelder, die im

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung H igg s-Vakuum uberleben.

® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Feldkonfigurationen, die zu nicht-trivialen Klassen in s ()
gehoren, beschreiben magnetische Monopole.

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Bisher: mo(.#) erst charakterisiert durch ¢ : ¥ — .#;, dann
durch H, WQ(%()) = WQ(G/H)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum

R Nun: Beschreibung nur durch physikalische Eichfelder, die im

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung H iggs-Vaku um uUberleben.

® Quantisierungsbedingung
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Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Parametrisiere ¥ = S? durch y : I? — 3,

Y = {y(s,t) . s,t €0, 1]}

mit y(s,t) = y, fur alle (s,t) € OI>.

| |
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Parametrisiere ¥ = S? durch y : I? — 3,

Y = {y(s,t) . s,t €0, 1]}

mit y(s,t) = y, fur alle (s,t) € dI*. Wegen 2+ ® = 0 gilt

PP =

%31 20 =0 mit (s,0)=dy Vse[0,1].

|
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Oy’ |
2,® = a—i@ﬂ) —0 mit ®(s,0) =y Vsel0,1].

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Dy’
Einleitung @ @ p—
ot
=P

(g(s,t))®o wird daraus

2, =0 mit (I)(S,O) = ®y Vs € [O, 1] :

Monopole in Eichfeldtheorien |

Mit ® (s, t)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

@ Higgs-Vakuum

® Topologische 8 . i
Quantenzahlen —p(g)@o p— ]_ep(W )

@ Topologische 8-[;

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

oy"
Ot

p(g)®o mit g(s,0) =1 Vs e [0,1].
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Nils Carqueville Magnetische Monopole — 49


mailto:nils@carqueville.net

Topologische Schrodinger-Gleichung

Dy’
Einleitung @ @ p—
T ot
=P

(g(s,t))®o wird daraus

2, =0 mit (I)(S,O) = ®y Vs € [O, 1] :

Monopole in Eichfeldtheorien |

Mit ® (s, t)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

@ Higgs-Vakuum )

® Topologische a o ) ayz
Quantenzahlen — p (g) @ 0o — 16,0 ( W )

@ Topologische 8t at

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

p(g)®y mit g¢g(s,0)=1 Vs e [0,1].

Schrédinger-Gleichung g entspricht Zeitentwicklungsoperator
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Dy’
Einleitung @ @ p—
ot
=P

(g(s,t))®o wird daraus

2, =0 mit (I)(S,O) = ®y Vs € [O, 1] :

Monopole in Eichfeldtheorien |

Mit ® (s, t)

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
® Topologische 8 . i
Quantenzahlen —p(g)@o p— ]_ep(W )
@ Topologische 8-[;
Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

oy"
Ot

p(g)®o mit g(s,0) =1 Vs e [0,1].

Wird geldst durch die Dyson-Reihe:

15 0
g(s,t) = T exp (ie/ W % dt)
0 ot
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Topologische Schrodinger-Gleichung

oy .
2,® = a%: 2,8 =0 mit ®(s,0)=d, Vsel0,1].
Monopol% in Eichfeldtheorien | Mlt @(S’ t) _ p(g(S’ t))@() erd daraus
S 9, . . Oy .
, Quantenzahien aﬂ(g)fbo = iep(W") 5 p(g)Po mit g(s,0) =1 Vs € [0,1].

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Wird geldst durch die Dyson-Reihe:

15 0
g(s,t) = T exp (ie/ W % dt)
0 ot

g(s,t) =1 fart=0und s = 0, 1, definiere also i durch

[t Oy
h(s) =g(s,1) = T exp|ie [ W' de | .
0 ot
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

1 7
h(s) = g(s,1) = T exp ie/ W %—ytdt . R(0) =1 = h(1)
0

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

| |
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung ) a 1
S | h(s) =g(s,1) = T exp (ie/ 1% 8y75 dt) , h(0) =1 =h(1)
pole in Eichfeldtheorien | 0

Aullerdem ist ®(s,t) = p(g(s,t))Po und ®(s,1) = &g, d.h.:

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum

o h ist eine Schleife in H und reprasentiert eine Klasse in 1 (H).

® Topologische
Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung

Monopole in Eichfeldtheorien |

h(s) = g(s,1) = T exp (ie/ol W %{ dt) . R(0) =1 = h(1)

Homotopie

L AulRerdem ist ®(s,t) = p(g(s,t))Po und ®(s,1) = Pg, d.h.:

® Topologsche h ist eine Schleife in H und reprasentiert eine Klasse in 71 (H).

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Andererseits korrespondiert h € |h] € 71 (H) wegen
®(s,1) = p(h(s))Po zu einem Element aus
mo(G/H) = mo(M).
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Topologische Schrodinger-Gleichung

Einleitung

h(s) = g(s,1) = T exp (ie/ol W %{ dt) . R(0) =1 = h(1)

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

L AulRerdem ist ®(s,t) = p(g(s,t))Po und ®(s,1) = Pg, d.h.:

® Topologsche h ist eine Schleife in H und reprasentiert eine Klasse in 71 (H).

Quantenzahlen
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

Andererseits korrespondiert h € |h] € 71 (H) wegen
®(s,1) = p(h(s))Po zu einem Element aus
mo(G/H) = mo(M).

Damit lasst sich explizit die Einbettung von
WQ(G/H) = ker(m(H) — 7T1(G))

konstruieren.
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung ‘@tg(sﬂ t) — O mlt 9(87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung ‘@tg(sﬂ t) — O mlt 9(87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien | TrICk SCh rel be

Homotopie

—1 —1
Monopole in Eichfeldtheorien II «@tg — gat :> g '@t — atg
@ Higgs-Vakuum
® Topologische
Quantenzahlen

o Topologische als Operatoridentitat.

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung ‘@tg(sﬂ t) — 0 mlt 9(87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien | TrICk SCh rel be

Homotopie

—1 —1
Monopole in Eichfeldtheorien II «@tg — gat :> g @t — atg
@ Higgs-Vakuum
® Topologische
Quantenzahlen

o Topologische als Operatoridentitat.

Schrédinger-Gleichung
@ Quantisierungsbedingung

= 0 (97'%s9) = (09~ ") Zsg+ 9~ 0 (Zsg)

=2¢(971%:9)=0

— g_l«@t«@sg
— g_l [@tv 98] g
oy Oy’

= ie0T Guo Ty g
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung ‘@tg(sﬂ t) — O mlt 9(87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien | TrICk SCh rel be

Homotopie

—1 =1l
Monopole in Eichfeldtheorien |1 .@tg — gat :> g .@t = atg
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen

o Topologische als Operatoride

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

= O (97 %Zs9) ) Zsg+ g0 (Ds9)

=2:(971%:9)=0

:g_l«@t«@sg
:g_l [@tvgs]g
o oyt Oy’
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung ‘@tg(sﬂ t) — O mlt 9(87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien | TrICk SCh rel be

Homotopie

—1 —1
Monopole in Eichfeldtheorien II «@tg — gat :> g @t — atg
® Higgs-Vakuum
® Topologische
Quantenzahlen

o Topologische als Operatoridentitat.

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung

= 0 (97'Zs9) =/ (09~ ") Zsg+ 97 0:(Zsg)

=2¢(971%:9)=0

_g_l«@t«@sg
— g_l [@tv 98] g
oy Oy’

= ie0T Guo Ty g
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

Einleitung gtg(87t> — 0 mlt g<87 O) — ]l \VIS E [07 1] ‘

Monopole in Eichfeldtheorien | TrICk SC rel be

Homotopie

—1 =1l
Monopole in Eichfeldtheorien |1 .@tg — gat :> g .@t = atg
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen .

® Topologische al S O pe ratO r I d
Schrédinger-Gleichung

® Quantisierungsbedingung

titat.

= 0 (97 %s9) = (09~ ") Zsg+ 97 0 (Zsg)

=2¢(971%:9)=0

— g_l«@t«@sg
_g_l [@tv 98] g
oy Oy’

= ie0T Gua Ty g
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

_ . oyt Oy’

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
@ Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

_ B 8 - Oyd

Mit g~ Dy gli—o Und g~ Dy gli=1 = h~' S folgt also

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1 . .
® Higgs-Vakuum 1 dh . -1 ({9y7’ 8y']
@ Topologische h = 1€ g Gq/]g - dt .
Quantenzahlen dS 0 t
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
@ Quantisierungsbedingung
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

_ B 8 - Oyd

Mit g~ Dy gli—o Und g~ Dy gli=1 = h~' S folgt also

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

1 . .
® Higgs-Vakuum 1 dh . -1 ({9y7’ 8y']
@ Topologische h = 1€ g Gq/]g - dt .
Quantenzahlen dS 0 t
® Topologische

Schrédinger-Gleichung
@ Quantisierungsbedingung

Nur H-Felder treten in h(s) auf.
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Quantisierungsbedingung — zum letzten Mal

_ B 8 - Oyd

Mit g~ Dy gli—o Und g~ Dy gli=1 = h~' S folgt also

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I

@ Higgs-Vakuum 1 dh

® Topologische h,
Quantenzahlen d S

® Topologische
Schrédinger-Gleichung
@ Quantisierungsbedingung

Nur H-Felder treten in h(s) auf. Insbesondere fir H = U(1)

ISt
h(s) = exp (ie/E B- dS)

und zum z-ten Mal ergibt sich wegen h(1) = 1l die

Dirac-Quantisierungsbedingung Zﬂ = g , ne.
7
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Zusammenfassung

e magnetische Monopole in klassischer Elektrodynamik nur
Einlitung ad hoc, fiUhren zu Singularitaten

Monopole in Eichfeldtheorien |

Homotopie

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Zusammenfassung

o magnetische Monopole in klassischer Elektrodynamik nur
Einletung ad hoc, fuhren zu Singularitaten

vonopole in Eicieicthearien L o - EjCfeldtheorien mit spontaner Symmetriebrechung lassen
Homotopie Monopole als Losungen endlicher Energie zu

Monopole in Eichfeldtheorien I
® Higgs-Vakuum
® Topologische

Quantenzahlen
@ Topologische

Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Zusammenfassung

o magnetische Monopole in klassischer Elektrodynamik nur

Einletung ad hoc, fuhren zu Singularitaten

monopole n Eictieitireoien 1 o - EjChfeldtheorien mit spontaner Symmetriebrechung lassen
Homotopie Monopole als Losungen endlicher Energie zu

cemam = e Monopole charakterisiert durch topologische Struktur der

" Quaneneaie Higgs-Felder

@ Topologische
Schrédinger-Gleichung
® Quantisierungsbedingung
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Zusammenfassung

o magnetische Monopole in klassischer Elektrodynamik nur

Einletung ad hoc, fuhren zu Singularitaten

monopole n Eictieitireoien 1 o - EjChfeldtheorien mit spontaner Symmetriebrechung lassen
Homotopie Monopole als Losungen endlicher Energie zu

cmam = e Monopole charakterisiert durch topologische Struktur der

" Quaneneaie Higgs-Felder

@ Topologische
Schrédinger-Gleichung

® Quanisierungsbedingung e intrinsische Eigenschaften in konkreten Modellen
berechenbar
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