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Faserbundel

Definition: Ein Faserbundel (E, N, F, G, X) ist die Einheit von:

1. ein topologischer Raum E (total space)
2.ein topologischer Raum X (Basisraum) und eine
Projektion IT:E —» X

3.ein topologischer Raum F (Faser)

4. eine Gruppe G von Homdomorhpismen der Faser F

5.eine Uberlagerungvon X durch offene Koordinatenumgebungen U, :
¢, I17'(U,)—>U_XF,

wobei :IT1¢ (x,f) =xmitxe U_,f € F.



Faserbundel

Die Gruppe G

Betrachte den Ubergang von lokalen Koordinaten, gegeben durch

¢,,U, zu einer anderen Wahl von lokalen Koordinaten ¢, U;.
SeiU, "U; # @ Dann ist :

@00, (U, NUHXF = U, NUyXF
Seinunxe U N UB’ f € F, x fix und nur f konne sich dandern. Dann
ist die Abbildung ¢, o ¢; eine Abbildung, genannt g ;(x), von Fnach F.
g .5 (%) heilit transition Funktion. Die Menge aller solcher Abbildungen
formen die Gruppe G.



Faserbundel (Beispiel)

Fiir jede Mannigfaltigkeit gibt es ein Faserbiindel T(M),
das Tangentialbiindel T(M) :
TM)=U ., T,(M)
Der Basisraum von T(M) ist die Mannigfaltigkeit M, die Faser bei
x € Mist der Tangentialraum T (M). Die Projektion IT st :

II: TM) > M bzw. VeT (M) p.
Seipe U,,U, c Mund x' die lokalen Koordinanten in R" fiir U .

Sei ferner Ve I1" (U ) ein Tangentialvektor in p :

0
ox’

p

Dann definiere den Homdomorphismus ¢, :

¢ 11" U,)—>U_,XR" bzw. Vi (p,a'(p))

V=d(p)



Prinzipalbtundel

Sei (E, I, F, G, X) ein Faserblndel. Identifiziere die Faser F mit
der Gruppe G und erhalte ein ,Prinzipalbindel* P(E).

Beispiel: E=T(M), dann ist P(E)=F(M).

Definition: Faserbindel, die globale Produkte zweier Raume sind,
heiBBen triviale Faserblndel.

Definition: Ein Schnitt eines Blundels E ist eine Abbildung s:X—E.

Satz: P(E) und E sind trivial genau dann, wenn P(E) einen Schnitt besitzt.



Mathematischer Hintergrund
 Eichfelder als Prinzipalbtndel:

Basisraum < Raumzeit
Strukturgruppe <« Eichgruppe
Prinzipalblndel <« Eichfelder
Zusammenhang < Eichpotential

Krimmung < Feldstarke

Holonomie «— Phasenfaktor



Mathematischer Hintergrund

Eichtransformationen entsprechen
den Wechsel von Faserkoordinaten
eines Prinzipalblndels.

« Bemerkung zur Holonomie/Phasenfaktor

1. Krimmung ist die Holonomie in einem Punki.

2. Die Spur Uber den Phasenfaktor ist der Wilson-Loop
iIn Yang-Mills-Theorien.



Charakteristische Klassen

Vergleiche ein beliebiges Prinzipalblndel der Lie-Gruppe G Uber eine
Mannigfaltigkeit der Dimension d mit einem Blndel {(n-k-1, O(k)), das
wir universelles (n-k-1)-Bundel nennen. Der Basisraum dieses Blindel
ist O(n)/(G x O(n-k)).

Ziel: Finde eine Funktionc, die sagt wienicht- trivial ein universelks
Biindelist und wie dieses auf das Prinzipalbiindel zuriickgewafen wird.
Wr wollenzwei Voraussetaungen :

l.c(P)=c(P') < Pistdquivalentzu P'
2.f (&) =c(f &)

— ¢(P) fiir Prinzipalbiindel iiber M ist Element von H? (M, R).



Charakteristische Klassen

Kohomologe - Gruppen H”(O(n)/ GXO(n—k));R)

G =0O(k): Pontrjagin Klassen
G =S0O(k): zusitzlich Euler Klassen (nur fiir geradek nicht null)
G = U(k):Chern Klassen

fiir O(k) Prinzipalbiindel: Stiefel - Whitney Klassen
— fiir Kohomologk - Gruppen H” (Gr(n,k,R),Z/2)

Bemerkung: SeiE=TM
w,(TM') =0 < Mist orientierbar
w,(TM) # 0 = M besitzt keine Spin - Struktur

Fiir w,(TM ) # 014Bt sich kein Paralleltransport fiir Spinoren
definieren, wegen uneindeutiger Vorzeichen Die beiden ersten

Stiefel - Whitney Klassen miissen viedmehr verschwinden.
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Berechnung von Chern-Klassen

Die Chern - Klassen c;(F) lassen sich aus Polynomen in F,

die invariant unter der Gruppe G sind, konstruieren.

Entwickle in Serien nach t:

Det(t] + Z—J => ¢, (F)t’
2r) S

Beispiel G =SU(2):

F=pZ
2i

(tr(F'c* AF'c”)—tr(F‘c*) atr(F'c"))

Det]| tI + Fo =t +Ltr(F“6“)+ .
4 27T 32

fir SUQR)ist tro® =0, also:
F J _p FAF

Det(t] - i >
27T 167

F'AF“.

2

bzw.c,(P)=0undc,(P)= —1 !
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Der Dirac-Monopol als Eichbundel

Erinnerung : Prinzipalbiindel der Gruppe U(1), dem Basisraum S~

und lokalen Schnitten .

Das Biindel ist eine Kopie zweier Sitze :
(0,0, }und {6,0,e'"" )

und lokal S*x S', wobei: eV~ =e™%e'"".
Homotope Kurven verharren bei ein und dem selben Prinzipalbiindel :
U(1) Prinzipalbiindel iiber S* <> Homotopie — Klassen in U(1)

Der Monopol ist somit ein Element von 7, (U (1)) = Z.

Definition : Ein nichtabelscher Monopol ist ein Element von 7, (G). 12



Der Dirac-Monopol als Eichbundel

Wihleals Zusammentang die 1 - Form: A +dy, und somit:
(X1—cosf) )

2
Als Kriimmungs?2 - Formergibtsich dann:

A=A +tnpmitA, =n

F:dA:gsianﬁ/\d(b.

Fiir G = U(1) verschwindet die erste Chern - Klassenicht.

l

c(F)= 2LTrF und allgemein: cn(F)=( j det F.
T

2
Die erste Chern - Zahlergibt sich dann als Integraliiber die erste
Chern- Klasse:

F F F
Szﬂzjzsz;z:n’

+ —
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Montonen-Olive Vermutung

* Nicht-supersymmetrisch

Eine Eichtheorie ist charakterisiert durch HxH™
durch zwe1 dquivalente Beschreibungen der Theorie

einmal durch Eichteilchen und einmal durch Monopole.

— Dabeierscheint jeweils das Eichteilchen/der
Monopolals Monopol/Eichteilchen (Dualitat).
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Zwanziger-Schwinger

Verallgemeinerungn der Dirac - Quantisierungsbedingung
durch Zwanziger (1968) und Schwinger (1969) :

4,8, — 4,8, = 2/mhn firn=0,%£1,%£2,..

Witten (1979) fand die allgemeine Losung :
q+ig=q,(m7+n) firm,ne Z,
6 27min h

wobel 7= + :
2z 90
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Yang-Mills-Higgs zum Zweiten

Yang - Mills - Higgs - Modell :

1 1
Lyyy = __F:vFaW __Dﬂ¢aDﬂ¢a
4 2
Ergianze den 6 - Term :
2
&:_ Be 2 F:V*Faﬂv
327
— 1aBt EOM unberiihrt, aber nicht die Ladung der Dyonen. Wir finden :
1 a a b a auv 1 a a
L=—— Ime[FF ™ +iF, « F* | =—D,¢"D"¢
. 47 T
mit 7 = 29 + 7211 ,damit wird die BPS Massenformal M =v[Q? + Q" ]'*
T e
. el
mtQ =ne+—n_ zZu: M:vne+nmr‘. "




BPS states und Supersymmetrie

1+1-dimensionale supersymmetrische Feldtheorie :
1 i _ 1 1 __
L=——0,0)+=uy o w——V>(@g)—=V'
5 (9,9) VoW~ (@) 5 (Owy
Es gibt zwei chirale Superladungen :

0. = [dx(@+ W, FV (P,
Die susy Algebra lautet :
Q’=P,Q>=P,{0,,0 }=T mitP, =P, +iP,und T der Zentralladung
Wir finden :
2R =P, +P =(Q,+0 ) -T=(Q, -0 ) +T
Also eine Bogomol'nyi Relation :

MZlT.
2

Allgemein gilt fiir eine susy Algebra: M = k‘Z ‘
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S-Dualitat in N=4 SYM

N =4 Super Yang - Mills
bosonischer Teil der Wirkung :

S:—EImIITr(F +zF*F)——_[[TI’D¢ D¢' +V(¢")]

mit dem Potential V(¢') = ZTr[¢ 9T

1<1<J<6

Eine N =4 SYM ist durch G, < ¢' > und 1 festgelegt, es gibt keine
Quantenkorrekturen zum Moduliraum der Vakua: V(¢') =0,[¢',¢’ 1= 0.

Es gibt je sechs magnetische und elektrische Ladungen, als Zentralladungen
der N =4 susy Algebra:

0/ =—(ds -Tr(E¢")
ey *

o' = Lias Tr(B¢"),
ey

wobei fiir BPS states :
2

M?=2[(Q!)* +(Q")*1bzw. wegen SU(2) — U(1): M =vjn, +n,1.
e
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S-Dualitat in N=4 SYM

Vermutung: Die N=4 Super Yang-Mills-Theorie ist exakt s-dual.

SL(2,7) transformationen :

az'+b, a,b,c,de Z,ad-bc =1
cT+d

ab)"
(n,n,)—>(n,n,)

cd

Die Generatoren der SL(2, Z) - Gruppe sind :

T:7T—>17+1

S:z'a—l
T

Fiir einen verschwindenden & - Term ist die S - Dualitidt bzw.

die elektromagnetische Dualitit exakt. 19



S-Dualitat in N=4 SYM

Tests der Dualitat:
1. Witten Index
index,, =n, —n, =tr(-1)"" = str(e”™)

N, : Teilchenzahl - Operator fiir Fermionen fiir E =0

. {1 susy exakt
index,, =

0 susy gebrochen

FOr K3 berechnet: Ergebnis kovariant unter SL(2, Z) Dualitat.
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S-Dualitat in N=4 SYM

2. Stringtheorie

Die S-Dualitat der N=4 SYM ist in der Stringtheorie eine T-Dualitat, die als
perturbative Dualitat leichter zuganglich ist.

3. ab \'1 a

cd \O C

Zeige, dass die supersymmetrische Quantenmechanik auf komplexen

Mannigfaltigkeiten (dem Moduliraum der Dyonen) normalisierte Grundzustande
Besitzt. Dies wurde mit Erfolg getan.
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1-dim. Quanten-Antiferromagneten

Bosonisierung:

: . I
[Jo (X), j,(x")]= ——0,0(x—x')
ﬂ J
Schwinger-Term (in 1-;1 Dimensionen endlich)

L7 (%), Jo (D=1, (x), j, (x)]=0

Definiere: [¢(x),I1(x")]=10(x-x")und

identifiziere: j,(x)= % d_P(x)

1 1
j (X)) =——=0 =———I1
5 (%) p (1) p (x)
%[axﬂx),n(x')] = —%5' (X —X') oder j,U = ﬁé‘wav¢. .



1-dim. Quanten-Antiferromagneten

Dualitat: Dirac «— Sine-Gordon Modell

1. Verhalten sich wie Eichteilchen/Soliton und vice versa zueinander.

2. Beziehung zwischen Kopplungen wie in S-Dualitat:

23



Dualitat in der 2-dim. QCD

2B.Ljs (), jE (M= if e, <x>5<x—y>+é5“bax5<x—y>

Dualitat zwischen dem massiven Thirring-Modell und dem Sine-Gordon-Modell:

g = ﬂ(z—fg—lj mit =2, /% : Kopplung Sine - Gordon - Modell
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Montonen-Olive Derivate

e Dualitat zwischen Vektormesonen und
Solitonen in der color flavour locked (CFL)
Phase der QCD

1

CKC
m Vektormeson

mSOliton
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Monopolkondensation und Confinement

ldee entliehen aus der Theorie der Supraleitung
— alle guten Ideen werden stets recycled

MeiBner-Effekt
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Monopolkondensation und Confinement

1. Abelsches Higgs-Modell der Supraleitung fihrt zu einem Flux-Quantum
(Nielson-Oleson String)

2. Um unendliche Energie zu kompensieren, fihre Monopol ein, was sich
nur durch ein Monopol-Antimonopol Paar realisieren laft.

Zwischen diesen wirkt ein lineares Potential V(r)~r: — Confinement!

|dee (t‘Hooft 1974): Das color Vakuum ist supraleitend, dann sind

die Quarks in Mesonen und Baryonen (und Pentaquark?) confined.

Im Gegensatz zu oben mussen aber elekirische und magnetische
Felder die Rollen tauschen.
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Zusammenfassung

Eichfelder als Prinzipalblndel

BPS states

Monopole und Dualitaten finden sich in
zahlreichen Modellen

— Zusammenhang zwischen
verschiedenen Dualitaten?

Confinement kann durch Theorien mit
Monopolen (bisweilen) erklart werden

28



Diskussion

Was ist der Zusammenhang zwischen der
elektromagnetischen Dualitat, der S-Dualitat
und der ,Super-Dualitat*?

Was ist der Zusammenhang mit der Stringtheorie
und ferner mit logarithmischen konformen
Feldtheorien?
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