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Lecture 6

6.1 SCHUR-Polynome

Motivation

e Lecture 5 explizite Form der Polynome des bosonischen FOCK-Raumes
B = C[CUl, o, .. ]

die unter o,, den semi-unendlichen Monomen aus F(™ entsprechen

e Lecture 6 Wie sehen diese Polynome in B aus?
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Lecture 6 6.1 SCHUR-Polynome

Elementare SCHUR-Polynome

Definition 6.1 Die elementaren SCHUR-Polynome Si(x) sind Polynome, die zu Clxy, 2, . . .]
gehoren und definiert sind durch die generierende Funktion

Z Sp(z)z" = expz Tpz" (1)

kEZ k
Fiir sie gilt:
Sp(x) =0firk <0 (2)
21 k2
Sk(z) = Y L2 fiirk >0 (3)
" L kq! Eo!
1—|—2k32—|—...—k

Darstellungstheorie unendlich-dimensionaler Lie-Algebren WS 03/04 2



Lecture 6

6.1 SCHUR-Polynome

Beispiele

Si(x) = o
2

Sg(x) = ? + 9

3
Ss(x) = El + x122 + 3

4 2 2
T €T TiTo
g 1 2 1
4(x) = o4 + 5 + 5 + x1x3 + T4

(4)
(5)

(6)
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Lecture 6

6.1 SCHUR-Polynome

Total symmetrische Funktionen hy

hi = Summe aller Monome mit totalem Grad k in den Variablen €4, . ..

Beispiel: ho = e% + 63 + €1€9

N
Z hpz" = H (1—€2z)"
i=1

k>0

Verbindung zu den SCHUR-Polynomen:

sy EN

(9)
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Lecture 6 6.1 SCHUR-Polynome

Durch Einsetzen in (1) sieht man:

00 k k
€, + .+ € k
g ko 1 N
> siost —em (3 ()
kEZ k=1
N 00 Gk y
= [ exp (Z L
1=1 o k=1 ,
Y00 2o og(1-a)
N N 1
— — 1 1 — i —
[[ exp (mlog(1 —eiz)) = || — >
1=1 1=1
e
k>0
Koeffizientenvergleich liefert:
Sp(x) = hi(er, ..., €en) (10)
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Lecture 6 6.1 SCHUR-Polynome

Partitionen und zugeordnete SCHUR-Polynome

Par := Menge aller Partitionen

A € Par ist eine nicht-steigende, endliche Sequenz von natiirlichen Zahlen,
A={ A >X>...>0}

Definition 6.2 Zu jedem o.g. A € Par ordnen wir SCHUR-Polynome S)(x) zu mit A =

{A1, ..., Ak}, definiert durch die kK X k-Determinante

Sx; Sxj+1 Sijye

CSaot Sn, Sapsr o-e|
S)xl,)\Q,...(x) - S)\3_2 S)\3_1 S)\3 o - det S>\7j+]—2($) (11)
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Lecture 6 6.1 SCHUR-Polynome

Bemerkung 6.1 Ausserdem ist

€1
Sx(x) = try, (12)
EN

was auf (10) fiihrt, wenn 7, die k-te symmetrische Potenz der natiirlichen Darstellung von GLy
Ist.

im Allgemeinen:
7 : Darstellung von GL die der Partition A entspricht
x; : definiert wie in (9)

Damit ist das SCHUR-Polynom ein homogenes Polynom von Grad |[A| = A1 + A2+ .. ..
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Lecture 6

6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

Beispiel: A = {1, 1}:

S1 Sy 2 T}
S11 = =S — 5= — —
1,1 ‘So S, 1 2 5 )
weitere:
7 )
52:?4—5132 53:E+£B1502+CC3 (13)
. ;
So1 = gl —x3 S111 = 5 T1T2 + T3 (14)
4 2 2 4
x T e 1 5
S, = =2 2 " 1+ oz T4 Soo = — — xix3+ 15
4 24+2+2 123 + a4 S22 5 123 9 (15)
4 2 2 4 2 2
T rire X T TlTo x5
S =1 _ 17 _ 244 S =1 I e+ =2 —x 16
2,1,1 3 5 5 4 1,1,1,1 o4 5 13 5 1+ (16)
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Lecture 6 6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

Theorem 6.1

o0 (’Uz'o ANvi_ 4 N .. ) = Sigi_1+1i_o+2,..(T) (17)

wobei g > 21 > ... und 7_; = —k fiir ausreichend groBes k.

Beweis: Strategie: wir berechnen

(0X)) {Ro(exp(ylAl + ’ygAg 4+ .. .))’Uio N\ ’Uz'_l N .. } = R()B(eXp(y1A1+y2A2—|—. . ))P(CE)
(18)

wobei
P(QZ‘) = 0 (vio/\’ui_l N\ ) (19)

Dieser Zusammenhang ist gezeigt, wenn beiderseits die Koeffizienten des Vakuums dieselben sind,
da Go(?,bo) =1 (55 a)
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Lecture 6 6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

Problem:
exp(ylAl —|— y2A2 —|— . ;) g GLOO
#eloo
also definieren wir uns eine groBere Gruppe:

GLo := {A = (ay;) |4,j € Z, JA™" und fast alle der a;; — &;; mit ¢ > j sind 0}  (20)

Ebenso wird definiert:

gl :={(ai;)|i,j € Z, fast alle der a;; mit i > j sind 0}

gl . und GL,, agieren nicht auf V' sondern auf der Vervollstindigung V' definiert als

V = chvj|cj20fijrj>>0
J
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Lecture 6 6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

Ausserdem erweitern sich die Darstellungen R und r zu denen auf Qoo und GLo auf demselben
Raum F' der aus V' konstruiert wurde.

Jm’jm—la"'

Ry(A) (i, N, (AN Ll) = Z (det Ai.m’im_l’") X Uiy NV 1 N oo

F > Gy 1>

(Gleichung (4.48)) gilt fiir R,,(A) mit A € GL..
Die Exponentialabbildung ist auf ganz gl__ definiert und wir haben:
expr(a) = R(expa) fira € gl__

und es ist klar dass fir a = . yi\;, a € gl und damit expa € GL, gilt. Damit kann
(4.48) auf R(exp a) angewandt werden.

Darstellungstheorie unendlich-dimensionaler Lie-Algebren WS 03/04 11



Lecture 6 6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

Im bosonischen Bild ist ro(Ay) dargestellt durch 9 fijr k > 0, so dass
Oxy,

R(?(eXp(ylAl + yQAQ + .. )) = expz Yi

Jj=t

0
8a:j
F(y) := Koeffizient der 1 (des konstanten Terms) bei Anwendung auf P(x), d.h.:

0

oz,

F(y) =exp | )y

Jj=t

P(z)] = P@+y)l,—o = Py)

=0

Damit gilt:

1
exp Z Aryr | = exp Z (A1) ys S Z ALSk(y)

k>1 k>1 k>0
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Lecture 6 6.2 der 2. Teil der Bosonen-Fermionen Korrespondenz

was als Matrixausdruck verstanden werden kann:
Apn = Sp_m(y) m,n € Z, A € GLy(nach (2)) (21)

(18) wird damit zu:

oo (’U@-O ANvi_ A .. ) = Koeffizient von 1) in der Entwicklung von oy {R(A)(fui0 ANvi_ | N...

(4.48) gibt uns den Koeffizienten:

i0,8 1,89,y (11)
det(Ay "~ v 1 ) = i0i_14Li_g+2,... = F(y) = P(y)

was die Determinante einer Matrix aus Elementen von A auf den Schnittpunkten der Reihen
0,—1,—2,... mit den Spalten ig,7_1,%_2, ... von A beschreibt. [J
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Korollar 6.1 (Verallgemeinerung auf alle m)

Om <Uim Nvi . | N ) = Simyip, _1—m+1i,, _o—m+2,... (22)

Korollar 6.2 Die Wirkung R” (A) von A € GL4, in B ist

RP(A)Sy= Y det(A) T2t (23)

p1+m,po+m—1,.
uwePar

Korollar 6.3 Die SCHUR-Polynome bilden eine orthonormale Basis in B beziiglich der kontravari-
anten hermiteschen Form (-|-) definiert in 5.8, ndmlich

<S/\‘Su> — 5>\,u (24)
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir ¢ = 1

Lecture 2 VIRASORO-Operatoren

—a,k + Z a_;ajtk (25)

i>—%

wobei € = O fiir ungerade k und € = 1 fiir gerade k. Die Ly erfiillen die VIRASORO-Algebra fiir
c = 1.

Da C = F©), wihlen wir nicht die Darstellung 2.2 mit i = 1 sondern fiir k > 0, u € R:

ar = V27(Ay), a_p = %fo(/\k), ag = % (26)
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Damit erhalten wir:

2
L{Y = Mz + ) Ao(A-j)Po(A) (27)
j=1
LY = prg(Ar) + Y fo(A—j)Po(Aj41) (28)
j>1
LY = pio(A2) + 7o(A)? + D o(A_j)7o(Aj12) (29)
j=>1
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Lecture 3: Die Oszillatordarstellung der VIRASORO-Algebra fiir ¢ = 1 ist die direkte Summe von
unitaren, irreduziblen Hochstgewichtsdarstellungen. Jede dieser Darstellungen wird generiert von
einem singularen Vektor, dem Hochstgewichtsvektor. Fiir gewohnliche Werte von p gibt es nur
einen Vakuumvektor 1y von F und diese Darstellung ist die VERMA-Darstellung.

Lemma 6.1 Sei pu = —m € Z und k € Z4, so dass kK + m > 0. Dann sind fiir

fm,k: = Vktm N Vkdtm—-1N\ .o . AN U1 NV_p NV_p_1 N ... E F(O) (30)
die VIRASORO-Operatoren gegeben durch

(—m) . .
Ly " fme =0 firg >0 (31)

. 1
L™ e = 5 (m o+ 26)° fon (32)
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Fragen:

e Gibt es nicht-triviale singulare Vektoren fiir u # —m € Z7?
e Gibt es noch andere singuldre Vektoren fiir 4 = —m als in Lemma 6.1 angegeben?

Proposition 6.1

(a) Ist u ¢ Z, dann sind alle singuldren Vektoren aus Vir in F9) Vielfache des Vakuumvektors
Yo.

(b) Ist 4 = —m € Z, dann ist jeder singulire Vektor aus Vir in F'(?) eine lineare Kombination
der foo . mit kK, kK +m € Z.
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Beweis:

(a) Eine sofortige Konsequenz aus der KAC-Determinantenformel, die wir in Lecture 8 behandeln
werden.
(b) Motivation:

(i) Jeder singuldre Vektor ist eine Linearkombination von singuldren Eigenvektoren von L(()_m).

(ii) Jeder singuldre Eigenvektor hat den Lg_m)—Eigenwert h = mTQ + n mit n € Z4 und erzeugt
eine Unterreprasentation V (1, h).
2
(iii) Aus der Kac-Determinantenformel folgt, dass h = %, J € Zy
(iv) Aus Vergleich folgt, dass j gerade, also j = 2k und n = k(k + m), also k + m € Z
(v) Das sind die einzigen erlaubten Unterreprasentationen und aus Lemma 6.1 folgt, dass es fiir
jede einen singularen Eigenvektor gibt.
(vi) Damit folgt:
1
r9 — V(1,>(m+ 2k)? 33
b L(m + 2k) (39

k>0,k+m>0
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Lecture 6

6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Aus Lecture 4, Proposition 4.1 wissen wir

dim, F© = }" (dim Fk“))) ¢ = o(q)"

k

Hier:

e Unterraum V (1, 1(m + 2k)?)

e erzeugt von f,, ; mit Grad k* + mk

Damit gibt (33):
1

—:Z chV

O

(1, i(m + 2k)2) (34)
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Wir wissen

® fmo = 1o erzeugt V (1, %2)

e Sein Charakter wird von dem Wert der VERMA-Darstellung o(q)~ " durch die Anwesenheit
der Unterreprasentation erniedrigt

2
o V (1, (mf) ) wird vom singuldren Vektor f,, 1 vom Grad m 4 1 erzeugt

Daher gilt

2 (1 . qm—l—l)qh

ch V' (1, T) < () (35)

DaB hier sogar exakte Gleichheit vorliegt, folgt aus einem Konsistenzvergleich von (34) und (35).
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

Zusammenfassung

Unter Ausnutzung des Isomorphismus zwischen F(®) und Clxzy, x2, . . .|, erhalten wir das

Theorem 6.2 Betrachte die Darstellung

dp — L,g“), c—1
der VIRASORO-Algebra auf dem Raum C[x1, x2, . . .].

Dann gilt:

(a) Ist u & Z, dann ist die Darstellung irreduzibel und damit eine VERMA-Darstellung.
(b) Ist 4 = —m € Z, setze

Pm,k(:c):Sk_|_m"k_l_m(a:)furkzo,k—i—mzo

N
k mal
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Lecture 6 6.3 Die Struktur der VIRASORO-Algebra Darstellung fiir c = 1

2
ok o
w und alle singuliren Vektoren

Dann sind die P, i singulare Vektoren mit Eigenwerten
sind Linearkombinationen der P, ;.. Ausserdem haben wir

(m + 2k)?
C L= Vil
[':Ula'CUQ) ] @ 3 A
keZy k>—m
(c) ; »
1 _ m
v (1,7) 2= )
4 ©(q)

Dieses Theorem wurde von verschiedenen Autoren entdeckt, KAc [1979], SEGAL [1981] und
WAKIMOTO-YAMADA [1986].

Die Ergebnisse des letzten Unterkapitels werden nicht in den folgenden Lectures verwandt.
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