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Erinnerung

Unendlich-dimensionale Lie-Algebren:

Oszillator-Algebra A = {a,, n € Z; h} mit

[h,an]:O, [am,an]:m5m+nh
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Erinnerung

Unendlich-dimensionale Lie-Algebren:

Oszillator-Algebra A = {a,, n € Z; h} mit
[ha an]:Oa [ama an]:m5m+nh

Witt-Algebra

d
b:C{dn:_Zn+1d_ . nEZa [dmadn]:(m_n)dm+n}
4

mit Darstellung auf V, g = Cl{v; = 25 (dz)P}:

dn(Vk) — (k —a _IB (n + 1)) Vik—n
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Unendlich-dimensionale Lie-Algebren:
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Erinnerung

Unendlich-dimensionale Lie-Algebren:

Witt-Algebra

b:(j{dn:_zn—i_ldi . neza [dm’dn]:(m_n)dmﬂa}
V4

mit Darstellung auf V, g = Cl{v; = 25 (dz)P}:
dn(Vk) — (k — _:8 (n + 1)) Vik—n

Virasoro-Algebra Vir = d & Cc¢ mit

m’ —m
12

[dm ) C] =0, [dm ) dn] = (m — n)dpin + Opmin




zentrale Erweiterung

Definition: Sei a eine Abelsche Lie-Algebra Uber C und g ei-
ne Lie-Algebra Uber C. Eine exakte Sequenz von Lie-Algebra-
Homomorphismen

O—>a—L>bi>g—>O

heil3t zentrale Erweiterung von g durch a, wenn [a, h] = 0.
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zentrale Erweiterung

Definition: Sei a eine Abelsche Lie-Algebra Uber C und g ei-
ne Lie-Algebra Uber C. Eine exakte Sequenz von Lie-Algebra-
Homomorphismen

O—>a—L>bi>g—>O

eif3t zentrale Erweiterung von g durch a, wenn [q,h] = 0.

/]

<Uns interessiert nur der Fall h = g @ a.
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zentrale Erweiterung

Definition: Sei a eine Abelsche Lie-Algebra Uber C und g ei-
ne Lie-Algebra Uber C. Eine exakte Sequenz von Lie-Algebra-
Homomorphismen

O—>a—L>I)i>g—>O

heil3t zentrale Erweiterung von g durch a, wenn [a, h] = 0.

Betrachte folgende Eigenschaften einer Abbildung ® : g x g — «a:

() O ist bilinear und alternierend
(o) O(a,|b,c])+0O(,]|c,al)+0O(c,|a,b])=0
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Betrachte folgende Eigenschaften einer Abbildung ® : g x g — a:

(V) O ist bilinear und alternierend
(#)  Of(a,|b,c])+0O(b,[c,a]) +O(c,|a,b]) =0

Definition:

Ci(g,a) := {@ caxg—a: O erfllt (@)}

Z2(q,q) = {@ e C%(q,q) : O erfillt (4)}

B*g.0) = {@:gxg—a: dueHome(g a): Oa,b) = u([a,b)) |
H*(g,a) := Z(g,a)/B*(g,0)
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zentrale Erweiterung

Betrachte folgende Eigenschaften einer Abbildung ® : g x g — a:

(V) O ist bilinear und alternierend
(#)  Of(a,|b,c])+0O(b,[c,a]) +O(c,|a,b]) =0

Definition: Koketten, Kozykeln, Korander, Kohomologiegruppe

Ci(g,a) := {@ caxg—a: O erfllt (@)}
Z2(q,q) = {@ e C%(q,q) : O erfillt (4)}
B*g.0) = {@:gxg—a: dueHome(g a): Oa,b) = u([a,b)) |

H*(g, a) Z*(g, 0)/B*(g, a)

LA -p.6



zentrale Erweiterung

Allgemeinere Situation:

C'(g,a) := {@ : X;_;6—a: O r-linearund alternierend}
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zentrale Erweiterung

Allgemeinere Situation:
C'(g,a) := {@ : X;_;6—a: O r-linearund alternierend}
Definiere Korand-Operator ¢, : C’(g, a) — C"*!(g, a) durch

def ; _
(6:0)ar, - ar1) = Z( D™ @ ®(ar,.... ... are1)

+ Z( 1) O([ai,ajl,ai, ..., iy s Ajye..rlrel)

i<j
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zentrale Erweiterung

Allgemeinere Situation:
C'(g,a) := {@ : X;_;6—a: O r-linearund alternierend}
Definiere Korand-Operator ¢, : C’(g, a) — C"*!(g, a) durch

def ; _
(6:0)ar, - ar1) = Z( D™ @ ®(ar,.... ... are1)

+ Z( 1) O([ai,ajl,ai, ..., iy s Ajye..rlrel)

i<j

= Z' (g, 0) = kero, und B'(g,a) = iImd,_q
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zentrale Erweiterung

Jedes O € Z%(g, a) ,erzeugt” eine zentrale Erweiterung b von g
durch a.
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Jedes O € Z%(g, a) ,erzeugt” eine zentrale Erweiterung b von g
durch a.

Die Abbildung ® : d x » —» C mit

m3—m

O(ds d) B Spsn =

liefert eine (bis auf Aquivalenz eindeutige) zentrale Erweiterung
von d durch C.
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zentrale Erweiterung

Jedes O € Z%(g, a) ,erzeugt” eine zentrale Erweiterung b von g
durch a.

Die Abbildung ® : d x » —» C mit

m3—m

O(ds d) B Spsn =

liefert eine (bis auf Aquivalenz eindeutige) zentrale Erweiterung
von d durch C.

H*®,C) = C

ooLA-p. 8



Grundlegendes

0
V = @CVJ:{ZI?JV] bJEC,|J|<OO} mit Vj = 1

JEZ JjeJ
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Grundlegendes

0
V = @C\}J:{Zb]v] bJEC,|J|<OO} mit Vj = 1

JEZ JjeJ

Nur endliche Linearkombinationen kommen vor!
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0
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JEZ JjeJ
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Grundlegendes

0
V = @C\}]:{Zb]v] bJEC,|J|<OO} mit Vj = 1

JEZ JjeJ

olos = {(aij)i,jeZ : a;; = 0 fur fast alle (i, j)}
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Grundlegendes

0
V = @C\}J:{Zb]v] bJEC,|J|<OO} mit Vj = 1

JEZ JjeJ

Mit dem Matrixkommutator als Lie-Klammer ist gl., eine
Lie-Algebra.

LA -p.9



Grundlegendes

f : )
0
qlee = C{E,‘j : i,jEZ} mit El'j = e 0 ;0
0
\ ' )
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Grundlegendes

qlee = C{E,‘j : i,jEZ} mit E,‘j = e 0 ;0

Es gllt E,‘j Vi = 5jk V; und Eij E,. = 5jm Ei, und somit die
Vertauschungsrelationen

[Eija Emn] = 6jm Ein — Oy Emj .
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Grundlegendes

qlee = C{Ei]‘ : i,jEZ} mit El'j = e 0 ;0

Es gl|t El'j Vi = 5jk V; und Eij E,. = 5jm E;,, und somit die
Vertauschungsrelationen

[Eij ) Emn] — 5jm Ein o 5,/”‘ Emj :

LA —p. 10



Grundlegendes

gl ISt in der groBeren Lie-Algebra a., enthalten.
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Grundlegendes

gl ISt in der groBeren Lie-Algebra a., enthalten.

Ao 1= {(al’j)i,_jeZ D aij = O far i — j| > O}
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Grundlegendes

gl ISt in der groBeren Lie-Algebra a., enthalten.

Die Shift-Operatoren Aj vertauschen die Basisvektoren:

def
Ak Vi = Vj—k-

coLA —p. 11



Grundlegendes

gl ISt in der groBeren Lie-Algebra a., enthalten.

Die Shift-Operatoren Aj vertauschen die Basisvektoren:

def
Aij = Vj—k-

Aevi = vjig = Z5i+k,jvi = ZEi,i+ij
I€EZ I€EZ
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Grundlegendes

gl ISt in der groBeren Lie-Algebra a., enthalten.

Die Shift-Operatoren Aj vertauschen die Basisvektoren:

def
Aij = Vj—k-

Apv; = vig = Z5i+k,jvi = ZEi,i+ij
I€Z i1 €7

= Ap = ZEi,i+k =

I1€EZ 0 1

coLA —p. 11



Grundlegendes

Die A, bilden eine kommutative Unteralgebra von a..:

[Ak, Al] =0
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Grundlegendes

Die A, bilden eine kommutative Unteralgebra von a..:
Ak, A =0

Auch b ist in a,, enthalten:

dn(v}) (J—a-Bn+1)vj,

= Y (k—a=B@+1)6viy

keZ

= D (k—a=B@+1)Exi v

keZ
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Grundlegendes

Die A, bilden eine kommutative Unteralgebra von a..:
Ak, A =0

Auch b ist in a,, enthalten:

dn(vj) (J—a-Bn+1)vj,

= Y (k—a=B@+1)6viy

keZ

= Y (k—a-Bm+1)Epyiv;

ke
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Diracsche Lochertheorie

Die freie Dirac-Gleichung (iy*d, — m) ¥ = 0 taugt nicht gut fiir
Ein-Teilchen-Theorie.
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Diracsche Lochertheorie

Die freie Dirac-Gleichung (iy*d, — m) ¥ = 0 taugt nicht gut fiir
Ein-Teilchen-Theorie.

Sie hat Losungen ¥& = ye*'7* das flihrt zu Instabilitat.

Diracs Idee: Fast alle Zustande ¥ sind besetzt! ¥~)—L6cher
werden interpretiert als Antiteilchen.

Die Theorie ermoglicht auch Annihilation und Paarerzeugung,
behandelt aber Teilchen und Antiteilichen unsymmetrisch, daher
echte Quantenfeldtheorie nétig. . .
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Dirac-Locher in AV

Die Dirac-Theorie dient als Motivation flr das Folgende.
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v; : 1-Teilchen-Zustand mit Energie j
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Dirac-Locher in AV

Die Dirac-Theorie dient als Motivation flr das Folgende.

V . Zustandsraum eines Elektirons

v; : 1-Teilchen-Zustand mit Energie j

Wegen des Pauli-Prinzips liegen alle Viel-Teilchen-Zustande im
Raum A*V, etwa das Vakuum

o ;= Vo AV_1 AVoa AL .

ool A —p. 14



Dirac-Locher in AV

FO = Cly Avi A €AYV ¢ o> i > ... i = —kfirk > 1}
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Dirac-Locher in AV

FO .= C{v,-()/\v,-_l/\...eA“’V: i0>i1>...; 04 =—kfOrk> 1}
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y € FO enthalt eine gleiche Anzahl von Elektronen und
Positronen:
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Dirac-Locher in AV

F(O) = C{v,-()/\v,-_l A...e ATV : lo>10-1> ... I = —k fur k > 1}
v € FO enthalt eine gleiche Anzahl von Elektronen und
Positronen:

Sei etwa i_; = k fir alle k > k.

k — [ besetzt [ besetzt = k — [ unbesetzt

+3 +2 +1 0 -1 -2 -3 —k+l -k —k-1
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Dirac-Locher in AV

FO = Clyy Avi, A €AYV ¢ g > i > ... i = —k fur k> 1}

y € FO enthalt eine gleiche Anzahl von Elektronen und
Positronen:

MaB fiir den Grad der Anregung von ¢ = v;, Av;, A...€ FO:

d -I: xO O xO
e . . .
degy = Z i, — Z I = Z(Z_S+S)
s=0 s=0 s=0
ig>0 tritt auf i <0 tritt nicht auf

oL A -p. 15
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Dirac-Locher in AV

Wie ist FO strukturiert?

Betrachte Zerlegung ko, ki, ..., k,..1} CZvonk e Z, d.h.

k =ky+ki+...+k,.; und ko<k <...<k,q.
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Dirac-Locher in AV

Wie ist FO strukturiert?

Betrachte Zerlegung ko, ki, ..., k,..1} CZvonk e Z, d.h.
k =ky+ki+...+k,.; und ko<k <...<k,q.
Dies liefert eindeutig einen Vektor aus F©:

Wiy = Vg AVig=1 N oo . AV, (—n=)) AV AVt A ...
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Dirac-Locher in AV

Wie ist FO strukturiert?

Betrachte Zerlegung ko, ki, ..., k.-1} CZvonk € Z, d.h.
k=kyo+ki+...+k,-1 und ko<ki <...<k,.
Dies liefert eindeutig einen Vektor aus F©:
Wiy = Vig AN Vi1 N oo . AV i—n—)) ANV A V_p_1 A ...

Offenbar gilt deg iy = X502 (i—s + ) = k.

Jedes ¢ mit deg ¢ = k lasst sich so schreiben, also:

ocolLA —p. 16



Dirac-Locher in AV

(1)
(I

(i)

i+ (0) L
MltFk :

Cly e FO . degy = k} gilt:

FO = @ F”, wobei FJ” = Cyo

keZ,

dimFy” = p(k) = #(Zerlegungen von k)

dim, F© =

3 (dim ) o =

keZ,

1

¢(g

)

]_[<1 - q')

ocolLA —p. 17



Dirac-Locher in AV

Rademacher-Formel:

| & d smh(%\/%(n—z—a))
p(n) = E;Akm)@d —

k [ k-1 . : : ]
§ : : j(hj |hj| 1\ 2nhn
Ak(n) = 5GCD(h,k),1 exp |l % ( — { ‘ — 5) —
h=1 =1

ocolLA —p. 18



Dirac-Locher in AV

Definiere nun einen Raum, der alle Zustande mit endlich vielen
Positronen enthalt:

F = C{vio/\vi_l/\...eAO"V: lo>1_1>...;

Z—\{io, i1, }| < OO}

C{ semi-infinite Monome (sim) }

ocolLA —p. 19



Dirac-Locher in AV

Definiere nun einen Raum, der alle Zustande mit endlich vielen
Positronen enthalt:

F = C{vio/\vi_l/\...eA“’V: lo>1_1> ..., Z_\{io,i_l,...}|<oo}

C{ semi-infinite Monome (sim) }

F zerfallt in Teilrdume, F = P __., F'™, wobei

meZ

Fm™ .= C{v,-mm,-m_lx\. €AV iy >y > i = km flr k < 0} .
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Dirac-Locher in AV

Definiere nun einen Raum, der alle Zustande mit endlich vielen
Positronen enthalt:

F = C{vio/\vi_l/\...eA“’V: o>10_1>...; Z_\{io,i_l,...}|<oo}

C{ semi-infinite Monome (sim) }

F zerfallt in Teilrdume, F = P __., F'™, wobei

meZz

Das Referenz-Vakuum y,, € F'™ spielt eine besondere Rolle,
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Dirac-Locher in AV

Definiere nun einen Raum, der alle Zustande mit endlich vielen
Positronen enthalt:

Z—\{io, i1, }| < OO}

F = C{vio/\vi_l/\...eAO"V: lo>1_1>...;

C{ semi-infinite Monome (sim) }

F zerfallt in Teilrdume, F = P __., F'™, wobei

meZz

Das Referenz-Vakuum y,, € F'™ spielt eine besondere Rolle,
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Dirac-Locher in AV

F™ = {tﬁ:vim/\vim_l/\... EACV ¢ iy >ipy > ... i = k+m flrk < o}
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Dirac-Locher in AV

F(m) = C{lﬂ =V ANVi N...€ ATV . Iy > 1 > ... I = k+m for k < O}

Der Grad von y € F wird analog zu m = 0 definiert:

d f (0¢) O D
e . . .
degy = Z Iy — Z lS:Z(l_S+s—m)
s=0 s=0 s=0
ig>m tritt auf ig<m tritt nicht auf
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Der Grad von y € F™ wird analog zu m = 0 definiert:

d f (0¢) O D
e . . .
degy = Z Iy — Z lS:Z(l_S+s—m)
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Dirac-Locher in AV

F™ = {¢: Vi AV A € ATV Ly > iy > i = k+m fOr k < 0}

Der Grad von y € F™ wird analog zu m = 0 definiert:

d f (0¢) O D
e . . .
degy = Z Iy — Z lS:Z(l_S+S—m)
s=0 s=0 s=0
ig>m tritt auf ig<m tritt nicht auf

Und Gberhaupt ist Vieles analog:

oL A —p. 20



Dirac-Locher in AV

Mit F{" := C{y € F™ : degy = k| gilt:

i) F™ =5 F"™. wobei F" :=Cy,
keZ.,

(i)  dimF"™ = p(k)

iy dimg F = )7 (dim F{™) ¢ = L = ]_[(1 - q’)

keZ, "O(q) | jeN
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Dirac-Locher in AV

Mit F{" := C{y € F™ : degy = k| gilt:

i) F™ =5 F"™. wobei F" :=Cy,
keZ.,

(i)  dimF"™ = p(k)

iy dimg F = )7 (dim F{™) ¢ = L = ]_[(1 - q’)

keZ, "O(q) | jeN

_ (m)
= F = Fk

coLA —p. 21



Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def
p@Wi, Avip A..l) = aviy Avip Ao + vy, Aavig Ao+ ..
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Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def
p@ i, Avi, A...) = @vil/\viz/\... + vil/\@viz/\... + ...

o(a) wirkt wie eine Derivation.
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Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def
p@Wi, Avip A..l) = aviy Avip Ao + vy, Aavig Ao+ ..
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Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def
p@Wi, Avip A..l) = aviy Avip Ao + vy, Aavig Ao+ ..

Wegen E; vy = ¢ xv; gilt flr die Basis

0 far j ¢ {ij}iew

p(Eij) (Vil/\viz/\'”) = - .
Vi Ao AV AV AV AL TOr =

coLA —p. 22



Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def
p@Wi, Avip A..l) = aviy Avip Ao + vy, Aavig Ao+ ..

Wegen E; vy = ¢ xv; gilt flr die Basis
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Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def

p@i ANviy A...) = avi Avip Ao + vy, Aavi, A...

Wegen E; vy = ¢ xv; gilt flr die Basis

Die p(E;;) bilden die Unterrdume F in sich ab:

def
pm (Eij) = p(Eij)|F(m) : F™ — F

coLA —p. 22



Darstellung von gl auf F

Definiere Darstellung p von gl auf F:

def

p@i ANviy A...) = avi Avip Ao + vy, Aavi, A...

Wegen E; vy = ¢ xv; gilt flr die Basis

Die p(E;;) bilden die Unterrdume F in sich ab:
def
@ ) = @) ey 3 B = B

Damit ist p direkte Summe der p,,, p = D, ., Pm.

ocolLA —p. 22



Darstellung von gl auf F

Durch p lasst sich jedes semi-infinite Monom
Wo=vi A AV AVt A...€ F™
aus dem Referenz-Vakuum v,,, = v,, A v,,,—1 A ... Konstruieren:

P(Ei m) - P(Ei k) Vin AVp—1 A..)

= p(Ei,m)---P(Ei _im—tk+1) Vi Ao e A Vst AV A Vi1 A .. )

= Y

Noo o ANV AN Vip—k—1 N Vip—k—2 N\ ...

m
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Darstellung von gl auf F

Durch p lasst sich jedes semi-infinite Monom
Wo=vi A AV AVt A...€ F™
aus dem Referenz-Vakuum v,,, = v,, A v,,,—1 A ... Konstruieren:

P(Ei m) - P(Ei k) Vi AV A...)

= p(Ei,m)---P(Ei _im—tk+1) Vi A oo e A Vst AV AVt A .. )

= Y

Noo o ANV AN Vip—k—1 N Vip—k—2 N\ ...

m
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Darstellung von gl auf F

Durch p lasst sich jedes semi-infinite Monom
Wo=vi A AV AVt A...€ F™
aus dem Referenz-Vakuum v,,, = v,, A v,,,—1 A ... Konstruieren:

P(Ei m) - P(Ei k) Vi AV A...)

= p(Ei,m)---P(Ei _im—tk+1) Vi A oo e A Vst AV AVt A .. )

= Vi N AV AN Vg1 N V=2 N ...
= Y
= Vi Ao AV AVt Ao = p(Ei ). p(Eip_,m—k) ¥Um
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Darstellung von gl auf F

Durch p lasst sich jedes semi-infinite Monom
Wo=vi A AV AVt A...€ F™
aus dem Referenz-Vakuum v,,, = v,, A v,,,—1 A ... Konstruieren:

P(Ei m) - P(Ei k) Vi AV A...)

= p(Ei,m)---P(Ei _im—tk+1) Vi A oo e A Vst AV AVt A .. )

= Y

Noo o ANV AN Vip—k—1 N Vip—k—2 N\ ...

m

ocolLA —p. 23



Darstellung von gl auf F': Unitaritat

Definiere positiv definite Hermitesche Form (.|.) auf F durch

: def
(Slm)y> =" Oy -

((sim),

ocoLLA —p. 24



Darstellung von gl auf F': Unitaritat

Definiere positiv definite Hermitesche Form (.|.) auf F durch
(sim), ) = 6, .

((sim),

Die Form (.|.) ist kontravariant und p ist unitar:

(p@u|w) = (v|pahy)
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Darstellung von gl auf F': Unitaritat

Definiere positiv definite Hermitesche Form (.|.) auf F durch
(sim), ) = 6, .

((sim),

Die Form (.|.) ist kontravariant und p ist unitar:

(p@u|w) = (v|pahy)

Die Darstellung p von gl auf F ist eine direkte Summe von
irreduziblen unitéren Darstellungen auf F™.

ocoLLA —p. 24



Darstellung von gl auf F

keZ,
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Darstellung von gl auf F

keZ,

Wie wirkt p also auf F"?
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Darstellung von gl auf F

Fm — {EE} }70")

keZ,

Wie wirkt p also auf F"?

p(E;;) kann nichts andern, als ein v; durch ein v; zu ersetzen:

(m) (m)
p(Eij) F" C Fili_.
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Darstellung von gl auf F

Fm — {EE} }70")

keZ,

Wie wirkt p also auf F"?

p(E;;) kann nichts andern, als ein v; durch ein v; zu ersetzen:

(m) (m)
p(Eij) F" C Fili_.

Mit deg(E;)) e jundg;:=Clg € gl : degg = j} gilt dann also

=Ps; und  p)F" c B
JEZ

oolLA —p. 25



Darstellung von gl auf F

p(ar) Ym = 0 fir 1<0

ocoLA —p. 26



Darstellung von gl auf F

p(ar) Ym = 0 fir 1<0

Denn: Fur j > mist p(E;;) ¥, immer Null.
Seialso j=m-k, ke Z,.
= P(Eim=t) Vm A oo AVipegs1 A Vi A ..)
= Vi Ao e A Vsl AVi A Vi1 AL
Ist aber i < j = m — k, dann taucht v; im Dachprodukt

doppelt auf, so dass es verschwindet.
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Darstellung von gl auf F

Denn: Fudr j > mist p(E;;) ¥, immer Null.
Seialso j=m-k, ke Z,.
= P(Eim=t) Vm A oo AVipegs1 A Vi A ..)
= Vi Ao e A Vsl AVi A Vi1 AL
Ist aber i < j = m — k, dann taucht v; im Dachprodukt

doppelt auf, so dass es verschwindet.
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Darstellung von gl auf F

Denn: Fdr j > mist p(E;;) ¢, immer Null.
Seialso j=m—-k, k € Z, .
= P(Eim=t) Vm A oo AVipegs1 A Vi A ..)
= Vi Ao e A Vsl AVi A Vi1 AL
Ist aber i < j = m — k, dann taucht v; im Dachprodukt
doppelt auf, so dass es verschwindet.

F;tm) - Z Pm (gjl)"’ Pm (gjn) 1/

J1+--+in=k
jl,'“ sJn € L+

LA —p. 26



Darstellung von gl auf F': Hochstgewichte

Sei n, C gl die Unteralgebra bestehend aus strikt oberen
Dreiecksmatrizen, n, = @M g;, dann gilt

1 furi<m def
Pm (n+) Ym = 0 und pm(Eii)wm — . YUm = A; Ym -
0 flri>m

ocolLA —p. 27



Darstellung von gl auf F': Hochstgewichte

Sei n, C gl die Unteralgebra bestehend aus strikt oberen
Dreiecksmatrizen, n, = @M g;, dann gilt

1 furi<m def
Pm (n+) Ym = 0 und pm(Eii)wm — . YUm = A; Ym -
0 flri>m

Definition: Unter Vorgabe einer Menge 1 = {4; : i € Z} c C,
genannt Hochstgewicht, heif3t eine Darstellung 7, von gl,, auf
einem Raum V), irreduzible Hochstgewichtsdarstellung, falls es

einen Vektor v, # 0 aus V, gibt mit

T (n+) V) = 0 und T (Eil')V/i = A;v,).

ocolLA —p. 27



Darstellung von gl auf F': Hochstgewichte

Anwendung auf vorliegenden Fall:

Far alle m € Z ist p,, eine besondere irreduzible

Hochstgewichtsdarstellung, die Fundamentaldarstellung, von gl
mit dem fundamentalen Gewicht

Wy = {/l,' : /ll-:lf[]rigm;/l,-:OfUri>m}.
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Darstellung von gl auf F': Hochstgewichte

Anwendung auf vorliegenden Fall:

Far alle m € Z ist p,, eine besondere irreduzible
Hochstgewichtsdarstellung, die Fundamentaldarstellung, von gl
mit dem fundamentalen Gewicht

Wy = {/l,- : /ll-:lf[]rism;/li:Of[]ri>m}.

Seien Vi, V, irreduzible Hochstgewichtsdarstellungen von gl
mit Hochstgewicht-Vektoren vy, v,, so ist vi ® v
Hochstgewicht-Vektor einer irreduziblen Unterdarstellung von

Vi ® V», namlich der hochsten Komponente. Die Hochstgewichte
addieren sich.
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Darstellung von gl auf F': Hochstgewichte

Anwendung auf vorliegenden Fall:

Far alle m € Z ist p,, eine besondere irreduzible
Hochstgewichtsdarstellung, die Fundamentaldarstellung, von gl
mit dem fundamentalen Gewicht

Wy = {/l,- : /ll-:lf[]rism;/li:Of[]ri>m}.

Seien Vi, V, irreduzible Hochstgewichtsdarstellungen von gl
mit Hochstgewicht-Vektoren vy, v,, so ist vi ® v
Hochstgewicht-Vektor einer irreduziblen Unterdarstellung von

Vi ® V», namlich der hochsten Komponente. Die Hochstgewichte
addieren sich. Auf diese Weise konstruiert man weitere unitare
irreduzible Hochstgewichtsdarstellungen.

coLA —p. 28



Darstellung von a, auf I

Elemente von a., sind endliche Linearkombinationen von
Diagonalmatrizen der Art

ay = Z/liEi,Hk mit A; € C.
1€EZ
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Darstellung von a, auf I

Elemente von a., sind endliche Linearkombinationen von
Diagonalmatrizen der Art

ay = Z/liEi,Hk mit A; € C.
1€EZ

Lasst sich a,, auch durch p auf F darstellen?

ocolLA —p. 29



Darstellung von a, auf I

Elemente von a., sind endliche Linearkombinationen von
Diagonalmatrizen der Art

ay = Z/l, Ei,i+k mit A; € C.
1€EZ

Lasst sich a,, auch durch p auf F darstellen?

pla)Ym = ZﬂiP(Ei,Hk)%ﬁm

IEZ
= Z/l,-vm/\vm_l/\.../\v,-+k+1/\v,-/\vi+k_1/\...
I€Z
( . .
0 form—-k<i<mundk#0

= X Zm<i§m—k/lip(Ei,i+k)wm form<i<m-kundk #0
] (ZieZ/li) Ym fark =0

coLA —p. 29



Darstellung von a, auf I

pla) Yy = Z/liP(Ei,Hk)wm

I€EZ
= Z/l,-vm/\vm_l/\.../\vi+k+1/\vi/\vi+k_1/\...
1€EZ
( . .
0 form—-k<i<mundk #0

= 9 Zm<i§m—k/lip(Ei,i+k)wm form<i<m-kundk=+0
] (Ziez Ai) ¥m fark =0
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Darstellung von a, auf I

pla) Yy = Z/liP(Ei,Hk)wm

IEZ

= Z/l,-vm/\vm_l/\.../\vi+k+1/\vi/\vi+k_1/\...
I€EZ

( , :

0 form—-k<i<mundk=#0

= 1 Zm<i5m—k/lip(Ei,i+k)¢m form<i<m-kundk #0
] (Ziez/li) Ym fark =0

endlich
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Darstellung von a, auf I

pla) Ym = Z/liP(Ei,Hk)Wm

IEZ

= Z/l,-vm/\vm_l/\.../\v,-+k+1/\v,-/\v,-+k_1/\...
I€EZ

( , :

0 form—-k<i<mundk=#0

= Zm<i5m—k/lip(Ei,i+k)¢m form<i<m-kundk=+0
(ZieZ/li)’ﬁm frk =0

\
endlich/

kann divergieren, ,Anomalie”
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Darstellung von a, auf I

0 furm—k<i<mundk %0

| (Xiez Ai) ¥m fUrk =0

oolLA —p. 31



Darstellung von a, auf I

g

0 form—-k<i<mundk#0
| (Ziez/li) 1/ fur k=0

Erganze also p,, zu p,,:

— def | Pm(Eij) firi+ joderi=j>0
Py i
pm(Eij) =1 flri=j<0
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Darstellung von a, auf I

0 furm—k<i<mundk %0

| (ZieZ /li) Y fUrk =0

Erganze also p,, zU p,,:

- def pm(Eij) fOr i # Jj oderi = j>0
Pm(Eij) = o
,Om(Eij) — I fari= j<0

oolLA —p. 31



Darstellung von a, auf I

g

0 form—-k<i<mundk#0
| (Ziez/li) 1/ fur k=0

Erganze also p,, zu p,,:

(

+(Z0 ) v fOrm > +1
= /p\m(aO) Ym = 5 _(Z?S(_)l /ll) Ym farm < -1
0 frm =20

\

oolLA —p. 31



Darstellung von a, auf I

pm(E;;) genugt den Vertauschungsregeln

[Eij . Emn] — 5jm Eip — 6y Emj

ocoLLA —p. 32



Darstellung von a, auf I

pm(E;;) genugt den Vertauschungsregeln

[Eij . Emn] — 5jm Eip — 6y Emj

() |Eij. Eu| =0 fir j#k, [#i
(i) |Eij, Eq| = Eq fir 1+ i

(i) |Eij. Ex| = —Eq; fir j+k

(Iv) :Eij, Eji: = Eii — Ejj
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Darstellung von a, auf I

pm(E;;) genugt den Vertauschungsregeln

[Eij . Emn] — 5jm Eip — 6y Emj

() |Eij. Eu| =0 fir j#k, [ #i
(i) |Eij, Eq| = Eq fir 1+ i

(i) |Eij. Ex| = —Eq; fir j+k

(Iv) :Eij, Eji: = Eii — Ejj

pm(Ei;j) genugt jedoch nicht (iv), sondern es gilt

Pn(Es), Bl Esi)| = Pl Ei) — PmlEji) + oA Eij, Eji) 1
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Darstellung von a, auf I

pm(E;;) genugt den Vertauschungsregeln

[Eij . Emn] — 5jm Eip — 6y Emj

() |Eij. Eu| =0 fir j#k, [ #i
(i) |Eij, Eq| = Eq fir 1+ i

(i) |Eij. Ex| = —Eq; fir j+k

(Iv) :Eij, Eji: = Eii — Ejj

pm(Ei;j) genugt jedoch nicht (iv), sondern es gilt

Pn(Es), Bl Esi)| = Pl Ei) — PmlEji) + oA Eij, Eji) 1

ocoLLA —p. 32



Darstellung von a, auf I

[ﬁm(Eij), ﬁm(Eji)] = om(Eij) — pm(Eji) + a(E;j, Eji) 1l

def | —a(Eji,Eij)=1 firm=jundn=iundi<Oundj>1
(/835,18 7)) = t
sons
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Darstellung von a, auf I

[5n(E:j) . Pu(Eji)| = Dn(Eij) = omlEji) + @(Eij, Eji) 1
—a(Eji,E,-j) =1 fourm= J und n =i undi <0 und Jj 2= 1

def
(/835,18 7)) = {O

sonst

o 1St somit eine projektive Darstellung von a:

O ([Eij, Ekl]) = [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] = o /Bys, 1)
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Darstellung von a, auf I

[5n(E:j) . Pu(Eji)| = Dn(Eij) = omlEji) + @(Eij, Eji) 1
—a(Eji,E,-j) =1 fourm= J und n =i undi <0 und Jj 2= 1

def
(/835,18 7)) = {O

sonst

o 1St somit eine projektive Darstellung von a:

O ([Eij, Ekl]) = [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] = o /Bys, 1)

ocolLA —p. 33



Darstellung von a, auf I

Pm ([Eij, Ekl]) - [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] — a(E;j, En)

ooLA —p. 34



Darstellung von a, auf I

P ([Eij, Ekl]) - [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] SN

Eine zentrale Erweiterung verschafft wieder eine lineare
Darstellung:

e = (oo @D Cc

mit der Lie-Klammer [a, b] = ab — ba + a(a, b)c.
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Darstellung von a, auf I

P ([Eij, Ekl]) - [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] SN

Eine zentrale Erweiterung verschafft wieder eine lineare
Darstellung:

mit der Lie-Klammer [a, b] = ab — ba + a(a, b)c.
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Darstellung von a, auf I

P ([Eij, Ekl]) - [ﬁm(Eij) , ﬁm(Ekl)] SN

Eine zentrale Erweiterung verschafft wieder eine lineare
Darstellung:

mit der Lie-Klammer [a, b] = ab — ba + a(a, b)c.

Weiterhin: 5,,(c) &' 1l und ¢t €' ¢

oL A —p. 34



Darstellung von a, auf I

B (|Eij» Ena|) = [Pm(Ery) , Bl Eir)| - A Eij, Eir)
Eine zentrale Erweiterung verschafft wieder eine lineare
Darstellung:

mit der Lie-Klammer [a, b] = ab — ba + a(a, b)c.

Weiterhin: 5,,(c) &' 1l und ¢t €' ¢

om ist unitare Darstellung von a.

coLA —p. 34



Darstellung von A auf F

Die kommutative Unteralgebra von a,, der Shift-Operatoren A,
wird unter p,, zu

[Bn(An) . Bun(A)| = 1.6
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Darstellung von A auf F

Die kommutative Unteralgebra von a,, der Shift-Operatoren A,
wird unter p,, zu

[Bn(An) . Bun(A)| = 1.6

Das sind die Vertauschungsrelationen der Oszillator-Algebra A
mit 7z = 1!
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Darstellung von A auf F

Die kommutative Unteralgebra von a,, der Shift-Operatoren A,
wird unter p,, zu

[Bn(An) . Bun(A)| = 1.6

Das sind die Vertauschungsrelationen der Oszillator-Algebra A
mit 7z = 1!

Damit ist eine fermionische unitare Darstellung von A
konstruiert.

ooLLA —p. 35



Darstellung von Vir auf F

d lasst sich als Unteralgebra von a,, darstellen. Also stellt sich
die zentrale Erweiterung von b, namlich Vir, unter p linear in der
zentralen Erweiterung von a., dar, namlich a.:

(). o)) = (i = HPldis)) + a(d;.d))
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Darstellung von Vir auf F

d lasst sich als Unteralgebra von a,, darstellen. Also stellt sich
die zentrale Erweiterung von b, namlich Vir, unter p linear in der
zentralen Erweiterung von a., dar, namlich a.:

[P(dy) . p(d))| = (i = HPldisj) + lds, d))
Der 2—Kozykel berechnet sich nach Definition zu

12
cg = —128°+128-2

.3 o
cx(di,dj) = 5,‘.,.]' (: g+ 2ih()) mit

h, = %(a—m)(a+2,6—1—m)

ooLA —p. 36



Darstellung von Vir auf F

Somit folgt far die Operatoren

Ly := p(dy) + hg und L :=pd;) fari+#0 :

P =i

[Li, Lj] = ({1 = J) Lisj + Oix; 7 8
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Darstellung von Vir auf F

Somit folgt far die Operatoren
Ly := p(dy) + hg und L :=pd;) fari+#0 :

P> — i
2 #
Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung ¢z = —126% + 126 - 2

[Li, Lj] = (0 = J) Lisj + Oisj
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Darstellung von Vir auf F

Somit folgt far die Operatoren
Ly := p(dy) + hg und L :=pd;) fari+#0 :

0 —i

12 *
Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung ¢z = —126% + 126 - 2
AuBerdem folgt

[Li, Lj] = (0 = J) Lisj + Oisj

L()lﬁmthlﬂm und L,-me:O fur i > 0.

ocolLA —p. 37



Darstellung von Vir auf F

P -

[Li, Lj] = ({ = J) Li+j + 0i4j 7 8

L()Iﬁmthlﬁm und Ly, =0 far i > 0.

ocolLA —p. 38



Darstellung von Vir auf F

P -

[Li, Lj] = (i_j)Li+j+5i+jTC,8
L()Iﬁm:hmlﬁm und Ly, =0 far i > 0.

{L;; cg} ist Darstellung der Virasoro-Algebra auf F) mit
minimalem Eigenwert h,, des Energieoperators Ly; sie ist
allerdings nicht notwendig unitar.
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Zusammenfassung

 Dirac-Theorie ist zu mehr gut als gedacht!
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Zusammenfassung

 Dirac-Theorie ist zu mehr gut als gedacht!

* pn ISt lineare, irreduzible, unitare Hochstgewichtsdarstellung
von gls, auf F.
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Zusammenfassung

 Dirac-Theorie ist zu mehr gut als gedacht!

* pn ISt lineare, irreduzible, unitare Hochstgewichtsdarstellung
von gls, auf F.

* D, ist lineare, unitare Darstellung von a., auf F™.
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Zusammenfassung

Dirac-Theorie ist zu mehr gut als gedacht!

* pn ISt lineare, irreduzible, unitare Hochstgewichtsdarstellung
von gls, auf F.

* D, ist lineare, unitare Darstellung von a., auf F™.

* b, Vir und A sind realisiert als Unterdarstellungen von a...

oL A —p. 39
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