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Zusammenfassung

e Definition der Schleifenalgebra gYn
e Darstellung von gﬁn auf as

e Sukzessive Erweiterung von gNZn auf eine Kac-Moody-Algebra
gl,, :=gl, ® Cce Cd.

e Invariante Bilinearformen
e Eine irreduzible Hochstgewichtsdarstellung von sl,

e Aussagen iiber unitare Darstellungen von sli,,
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Schleifen-Algebra

Erinnere: gl,, ist die Lie-Algebra aller nxn-Matrizen iiber C

Definiere die Schleifen-Algebra gl := g¢l,,(C[t,t~']): Lie-Algebra der nxn-
Matrizen mit Laurent-Polynomen als Eintrage.

Bemerke: Fiir t € S1, d.h. t = €%, ist g~ln gerade die Lie-Algebra der Abbildungen
der Einheitssphare nach gl,,.

Daher: Schleifen-Algebra.
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Basis von éln

Erinnere: e;; mit 1 im (i,j)-ten Eintrag bilden Basis von gi,,.
— ¢;;(k) := tFe;; (i,j = 1..n,k € Z) bilden Basis von gl,,.
Fir die Multiplikation gilt:

eii(k)emn(l) = t" e emn = djmein(k +1)

und wir erhalten fiir den Kommutator:

€ij(k), emn(l)] = djmein(k + 1) — dniemi(k +1)
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Basis von Clt, ¢t 1]"

Erinnere: a € gl,, ist Abbildung a : C* — C".
Analog: a(t) € gl ist Abbildung a(t) : C[t,t~']" — C[t,t~1]"

Die Vektoren v, = vy := t %e; (j = 1.m,k € 7Z) bilden eine mit a € Z
indizierte Basis von C[t,t1]"

— Man kann C[t,t~1]" mit C* identifizieren.
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Darstellung von g~ln in Qo

Erinnere: aoo := {(a4j) | 4,7 € Z,a;; = 0 fiir |i — 5| > 0}

Wie wirken die e;;(k) auf die v,54; 7

gk, =5, _ gk— _
€ij(k)Unst1 = thes it~ %er = 1770 165 = 010n(s— k)4

Damit Darstellung der Basisvektoren in .. (siehe nichste Seite):

T(eij(k)) = z:ZEn(S—k)H,nerj
sE

dabei ist Ej; die Matrix mit einer 1 im (k,[)-ten Eintrag.
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Darstellung von g~ln in Qo

Warum hat e;;(k) die Darstellung

T(eij(k)) — Z En(s—k)+i,ns+j

SEZ

Es gl't T(@ij(k)) erfullt T(eij(k))vnHm = 5mjvn(l—k)—|—i:

T(eij(k))vnl—t—m — zEn(s—k)—l—i,ns—l—j Unl4+m — 25n8+j,7%l+m vn(s—k)—l—i —
SEZ SEZ

z 58l5jmvn(s—k)—|—i — 5mjvn(l—k)—|—i
SEZ
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Darstellung von g~ln in Qo

Fiir ein allgemeines a(t) = > t*a, ax € gl,:

7(a(t)) =




Steffen Stern Schleifen- und Kac-Moody-Algebren

Eigenschaften der Abbildung 7

e 7 ist injektiver Homomorphismus von Lie-Algebren

o 7(a(t)) ist strikte obere Diagonalmatrix < a(t) = ag + a1t + ast? + ... und ag
strikte obere Diagonalmatrix

n—1
e Fiir den Shift-Operator gilt: A; = 7((a +tb)?) mita= Y. €41, b =en
i=1

e Definiere die antilineare anti-Involution w iiber w(t*X) =t *X*, X € gl,.
Dann gilt: 7(w(t*X)) = (r(t*X))*
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Eine affine Kac-Moody-Algebra

Definiere gAl:,L = gl P Ce.
Mit der Kommutator-Relation:

a(t),c] =0,
la(t),0(t)] =

bezeichnet man gAZ; als eine affine Kac-Moody-Algebra.

a(t)b(t) — b(t)a(t) + Reso(tr(a’ ()b(t)))c

Dabei ist Resy das Residuum an ¢t = 0, d.h. der Vorfaktor von 1/t.
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Eine affine Kac-Moody-Algebra

Motivation fiir den Term Resq(tr(a’(t)b(t)))c:

In Vortrag 4 haben wir fiir a., := G € Cc gefunden:
la,b] = ab — ba + a(a, b)c

mit Oé(Eijani) =1 fiir 2 < O,] > 1, a = 0 sonst.
Diese Regel anwendend finden wir hier:

a(7(a(t)), 7(b(t))) = Reso(tr(a’(t)b(t))).
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Invariante Bilinearformen

Eine Bilinearform (-,-) auf einer Lie-Algebra g mit Kommutator [-, -] heiBt invari-
ant, falls:

([z,y],2) = (2, [y, 2]) Vz,y,2€g

Beispiel: Auf gl,, definiert (X,Y") := tr(XY') eine invariante Bilinearform, denn:

(X,Y],Z)=tr(XYZ-YXZ)=tr(XYZ — XZY) = (X, Y, Z)).
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Invariante Bilinearform auf gl

Wir iibertragen dies auf g~ln:
Definiere (t*X,t™Y) := 6k, _mtr(XY)

Das verallgemeinert sich auf allgemeine a(t), b(t) € gl,, zu:
(a(t),b(t)) = Reso(t™1tr(a(t)b(t)))

Diese Form ist invariant, denn es gilt:

([a(t),b(t)], c(t)) = (ab — ba, c) = Reso(t™1tr(abc — bac)) =

Reso(t~'tr(abe — acb)) = (a(t), [b(t), c(t)])
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Eine weitere affine Kac-Moody-Algebra

~_/ ~ ~/
Wir erweitern gl, zu gl, = gl, € Cd mit den zusitzlichen Kommutator-
Relationen:

d, ] =0, [d,a(t)] = ta(t)

Eine solche Algebra nennt man ebenso affine Kac-Moody-Algebra.
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Invariante Bilinearform auf gl

Satz: gAln besitzt eine nichtdegenerierte, symmetrische und invariante Bilinearform
definiert liber:

a(t),b(t)) = Reso(t— tr(a(t)b(t)) fiir a(t),b(t) € gl,,
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sl,, als Subalgebra von gAln

sl,, ist als Lie-Algebra der spurlosen komplexen nxn-Matrizen eine Unteralgebra
von gl,,.

Sie besitzt die Dreieckszerlegung sl, = n_ @ h & n,, wobei n_ nur strikte
untere und n, nur strikte obere Dreiecksmatrizen beinhaltet.

Wir definieren die Cartan-Subalgebra
h:= span(h; :=e; —e€i41+1 (1 =1.n—1); c;d)

sowie iy = ny + Y tFsl, o =n_+ > tFsl,
k>0 k>0

Damit erhalten wir die Dreieckszerlegung si,, := 1, @ h @ n_.

Bemerke: 7(n. ) ist obere Dreiecksmatrix, daher " Dreieckszerlegung" .
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Hochstgewichtsdarstellung von sl

Fiir ein gegebenes \ € h* wird eine irreduzible Darstellung 7, von sl,, auf
einem Vektorraum L()\) Hochstgewichtsdarstellung genannt, falls ein Vektor
vy existiert mit:

® 7T>\(’I¢L_|_)U>\ =0
o ma(h)vy = ARh)vy firheh

Dabei wird X\ als Hochstgewicht und v, als Hochstgewichtsvektor bezeichnet.

Anmerkung: Man kann Existenz und Eindeutigkeit von L(\) zu gegebenem \ € h*
zeigen.
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Eine irreduzible Darstellung von g, in F(")

~_ !
Wir kehren zunachst zu gl,, zurick:

Bereits bekannt:

o gAZ; ist eine Unteralgebra von a.,, welche die Oszillator-Algebra A enthalt.
Grund: Die Shift-Operatoren A, spannen die Subalgebra A von a., auf.
(Vortrag 4); Alle Shift-Operatoren sind im Bild von 7.

® a., besitzt irreduzible Darstellungen 7, in F(Mm) \welche irreduzibel bleiben,
wenn man sich auf A beschrankt.
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Eine irreduzible Darstellung von g, in F(")

Also besitzt gl irreduzible Darstellungen 7., in F(™ definiert iiber
Tm(a(t)) = Fm(7(a(?)))
mit der zusatzlichen Definition 7,,(c) := 1.

Mit der weiteren Forderung nach #,,(d)®,, = 0 |3Bt sich dies auf gl iibertragen
(Mehr dazu im nachsten Vortrag).

v,.: Vakuum-Vektor.
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Wie sieht diese Abbildung in sl,, aus?

Erinnere: sl, = 7y @ h @ n_ mit

h = span(h; :=e;; —e;i11+1 (1 =1.n—1); c;d).
Wahle neue Basis:

{ho =c+epn—e11; hii=1.n—-1); d}.

Definiere die linearen Funktionale w; (j = 0..n — 1) auf h iiber:

w]'(hz') = (Sz'j (’L,] =0..n — 1) Wj(d) = 0.
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Wie sieht diese Abbildung in sl,, aus?

Nach langerem Nachdenken findet man:

Dabei ist m' = m mod n.
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Hochstgewichtsdarstellung fiir sl

Erinnere: Fiir ein gegebenes \ & h* wird eine irreduzible Darstellung 7 von
sl auf einem Vektorraum L()\) Hochstgewichtsdarstellung genannt, falls ein
Vektor vy existiert mit:

® 7T)\(7Al_|_)v>\ =0

o mx(h)ux = A(h)vx fiirheh

Wiahle L(A) := F) | 7y := 7, vx = U, und X := w,,y € h*.
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Hochstgewichtsdarstellung fiir sl

Nun gilt 7(n) ist obere Dreiecksmatrix, und r,,(ns)¥,, = 0.

Weiterhin ist 7T>\(h)f0)\ = ﬁ'm(h>\IJm = wm/(h)\lfm = )\(h)’l))\

Es ist also nur noch zu zeigen: Die Darstellung auf F(™) ist eingeschrinkt
auf sl,, weiterhin irreduzibel.
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Finde irrduzible Darstellung von sl

Es wiirde reichen, wenn wir zeigen konnten: A C si,,.

Erinnere: A; = 7(a’) mit a =

Problem: Alle a’ sind spurfrei bis auf a*” = t%id, s € N.
Daher: Schrinke Vektorraum F(™) ein auf:

F' .= {y e FOW : ¢ (Asn)v =0, s€ N}

(0)

0O 1 O
0 0 1
0 0 O
t 0 0

0
0
1
0
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Eine irrduzible Darstellung von sl

Erinnere: Ein allgemeines v € F(™) hat die Form:

v =Tm(Aj) ) Pm(Ajy) .. P (Aj,) Uiy

Damit 7, (Agp)v # 0 muB mit

P (An), P (Ak)] = Non,—k

gelten: j; = sn fiir ein 1
(ansonsten schiebe 7,,(Asy,) einfach nach hinten durch; #,,(Ag,)¥,, = 0.
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Eine irrduzible Darstellung von sl

Also wird F%;” durch alle

(

’f'm(A_jl)’f‘m(A_ﬁ)...f'm(A_jn)\Ijm, (O < jl S jg S S ]n) mit jz 7& ST
aufgespannt.

Diese sind alle linear unabhangig (Vortrag 2 / 5).
Weiterhin ist F((ggb) unter der Anwendung von 7,,(sl,,) geschlossen:

Auch gibt es keinen Unterraum, der unter der gesamten Aktion von §ln In-
variant ist (da alle o.g. Vektoren lin. unabhangig).
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Eine irrduzible Darstellung von sl

Also: In F (" ist die Darstellung 7, = i, o 7 irreduzibel.
Zusammenfassung:
Wir haben eine irreduzible Hochstgewichtsdarstellung von sl,, gefunden mit:

L) = F((g), T = T, U = V¥, und A := w,,.

Bemerke: Mit 7 und r,,, ist auch 7 unitar.
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Erweiterung auf groBere Raume

Mithilfe des Tensorproduktes konnen wir den Darstellungsraum vergroBern, z.B.
Zu:

L(wo) @ L(wo) @ L(w1)
mit der Darstellung 7, ® td ® @d + id @ 7, ® td + 1d @ 1d @ T, .

Das Hochstgewicht der hochsten Komponente dieser Darstellung entspricht der
Summe der einzelnen Hochstgewichte, d.h. mit der Eindeutigkeit von L()\) gilt
insbesondere:

L(2wo +wi) € L(wo) ® L(wo) ® L(w1)
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Erweiterung auf groBere Raume

Da sich die Unitaritdt auf die Produktraumdarstellung iibertragt, ist folgender
Satz bewiesen:

Die Darstellungen L(kowo + kw1 + ... + kp_1wn_1) von sl, mit k; € N sind
unitar.

Es gilt sogar viel allgemeiner das folgende Theorem:

Die Darstellungen L(\) sind genau dann unitdr, wenn A(h;) € N firi =1..n —1
und A\(d) € R.
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Das Level von L()\)

Theorem: Die Darstellungen L(\) sind genau dann unitdr, wenn A(h;) € N fiir
i=1..n—1und A(d) € R.

Dac=hg+ ...+ h,_1, liefert das Theorem sofort:
A(c) € N.

Man nennt A\(c) das Level von L(\).
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