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VORBEMERKUNGEN

Die Lie-GruppenSU (n) haben eine sehr einfache Struktur ihren — 1 verschiedenen fundamentalen Darstellun-
gen. Die speziellen uréiten Transformationen haben imdich eine definierende Darstellung auf dem Ratm
Die fundamentalen Darstellungen sind nun alles Darstellungen, die durctamdiigtantisymmetrische Tensoren
gegeben sind. Sie sind daher iniiither Weise auf den &Jmen/\k C" k=1,...,n—1,realisiert. Inahnli-
cher Weise lassen sich die symmetrischen TensorprodifKte”) verwenden, um Darstellungen mit volisidig
symmetrischen Tensoren zu realisieren. Beide Klassen von Darstellungégegedann, um auch allgemeine
Tensordarstellungen konstruieren Zinken.

Fur die orthogonalen Gruppe®O(n) kann man ebenfalls vollshdig antisymmetrische Tensordarstellun-
gen mit Hilfe der Faume/\'C R™ realisieren. Allerdings gibt es nun Atgliche Darstellungen, die nicht als Tenso-
ren realisiert werdendanen. Dies sind die sogenannten Spinor-Darstellungeriigtiel SO(n) sind dies @mlich
lediglich projektive Darstellungen, die zu gélanlichen Darstellungen einer nicht-trivialelberlagerungsgruppe
von SO(n) geliftet werden Bnnen. Diese zweifacHdberlagerungsgruppen vaO(n) werdenSpinn) genannt.
Die Tatsache, dass die Spinor-Darstellungen nicht in Form von Tensoren realisiert wénem kist auf enge
Weise damit verbunden, dass ihnen eine weitere algebraische Struktur zugrunde liegt, die der Clifford-Algebren.

Clifford-Algebren. Wir betrachten einen Vektorrauii mit innerem Produk{-, -). Zu diesem inneren Produkt ist in
natirlicher Weise eine quadratische Fofphassoziiert,Q(-,-) = (-,-). Die Clifford-Algebra zuV mit ¢ kann
man sich nun als diauRere Algebra\* V' mit einer neuen Multiplikation vorstellenamlich mit dem Produkt
v-v=—(v,v)ll = —|lv||?1 fur allev € V. Damit ist die Clifford-AlgbraC(V, Q) Uber einen reellen Vektorraum
V einfach gegeben als(V,Q) = ®* V/I(V,Q), wobei ®" V die Tensor-Algebra®“V = Ra V @ (V ®
Ve (VeVeV)d...ist,undI(V,Q) ist das Ideal in®™ V, das durch die Relation ® v + Q(v,v)1l fur
v € V aufgespannt wird. Die Tensoralgebgd” V ist in natirlicher WeiseZ-graduiert. Da das Idedl(V, Q)
durch quadratische Elemente generiert wird,dbetler QuotientC(V, Q) nur eineZ,-Graduierung(C(V, Q) =
cOW,Q) e (V. Q).

Allgemeine Eigenschaften.Es ist hiflreich, sich ein paar Dinge zu Clifford-Algebren klar zu machen. Die hier gegebene
Definition unterscheidet sich leicht von der in der Vorlesung verwendeten, aber man sieht leicht, dqgivaient
sind.

e Wenn@ = 0, so erhalten wir die Grassmann-AlgeliaerV, also die ALgbrg\* vV = C(V,Q = 0).

o Anwenden der Definition de Clifford-Algebra auf eine Summe von Vekterenw ergibt(v + w) - (v +
w)=v 4+v-wtw-v+w?=-Q+wv+w) =—-Qv,v) - 2Q(v,w) — Q(w,w). Dies impliziert die
Relationv - w + w - v = {v,w} = —2Q(v, w), die oft zur Definition einer Clifford-Algebra verwendet wird. Ist
@ durch ein inneres Produkt induziert, so heif3t das insbesondere, dass zwei Vektoren antikommutieren, wenn sie
orhtogonal zueinander sind.

e Etwa die Hilfte de Mathematiker verwenden die hier gegebene DefiniiimnrCiifford-Algebren, die
andere Hlfte verwendet statt dessen die Definition viav = ||v||?1 mit dem anderen Vorzeichen.

¢ Eine gegebene reelle, nicht-entartete quadratische Form kann immer in die;FoinSignatur(p, q)
gebracht werdem + ¢ = n, n = diag(+1,...,+1,—1,...,—1). Fir Mathematiker ist der Fallp = n,q = 0)
besonders interessanify fPhysiker auch der Falp = n —1,¢g = 1) bzw.(p = 1,q¢ = n — 1). Betrachtet man eine
komplexe statt reelle quadratische Form, so gibt es, bis auf Isomorphisménichatur eine Form der Signatur
(n,0).

e Im Falle vonV = R™ mit Standard-Skalarprodukt wird die Clifford-Algebra auch einfdéfn) ab-
gekiirzt. Wahit man inV eine Orthonormalbasie;,...e,}, so ist die Algebra erzeugt durch die mit der
Relationeiej +eje; = —261‘]‘.

o Als Vektorraume sind die Algebre@'(n) und A" R™ isomorph. Dies sieht man leicht ein, weil man jedes
Wort e;, e;, ... mit Hilfe der Relation in ein Wort umwandeln kann, indem kein Buchstalaopplet auftritt, und

die Buchstaben geordent sind, dh.,< i < .... Dies geht, weik? = —1, und ansonstene; = —eje; fur
j # i. Daher ist die Dimension vo@i(n) genau wie die vorf\* R™ gerade2™. Eine Basis vorC(n) ist gegeben
durchll, {e;}, {eie; : i < j}, {eiejer i <j <k}, ... ,erea...ep.

Die Clifford-Algebren hatten wir in der Vorlesung aisflich klassifiziert. Wir erinnern nur schnell daran, dass
z.B.C(1) einfach die Algebra ist, die durch die zwei Elemefitee; } generiert wird, wobei? = —1 gilt. Damit
ist offensichtlichC(1) = C.



SPIN-GRUPPEN

Eine der wichtigesten Eigenschaften der Clifford-Algebren ist, dass sie verwendet warthemkum die Gruppen
Spin(n) zu konstruieren. Diese sind, wie wir sehen werden, nicht triviale, zweifdbleelagerungen der orthogo-
nalen Grupper5O(n). Man beachte schon jetzt, dass quadratische Alegdrbzw. Worte geraderdnge in den
antikommutierenden Generatoren bzw. Buchstaben kommutierende Objekte sind.

Definition. Es gibt mehrerédquivalente Wege, die Grupp&pin(n) als die Gruppen invertierbarer Elemente einer
Clifford-Algebra zu definieren. Offensichtlich gibt es invertierbare Element€'(in), da zum Beispiela;1 =
7%61' ist.

e Man kannSpin(n) als die Gruppe der invertierbaren Elemeptes C(¥)(n) des geraden Anteils der
Clifford-Algebra definieren, die den Rauvh = R™ unter Konjugation invariant lassefV g~ c V.

e Man kann zeigen, daséifv, w € V die Konjugationv — wvw ™! eine Reflektion (Spiegelung) van
and der Hyperebene darstellt, die aufsenkrecht steht. Man definiert dann &chst die Grupp®in(n) als die
Gruppe aller solcher Spiegelungen rhit||> = 1. Die GruppeSpin(n) ist dann die Untergruppe vdpin(n) der
geraden Element&pinn) = Pin(n) N C(®)(n). Diese Gruppe enttit offensichtlichSO(n), da jede Rotation
(Drehung) durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen realisiert werden kann (Satz von Cartan-Bjeudonn

e Man kann eine Lie-Algebrapin(n) aus den quadratischen Elementen der Clifford-Algebra definieren.
Diese Definition ist die expliziteste und einfachste, aber man sieht nicht sofort, dass dadurch die Lie-Algebra einer
Uberlagerungsgruppe va#0(n) erzeugt wird, wie es in der vorhergenden Definition der Fall ist.

Explizite Konstruktion. Die Lie-Algebra vonSO(n) wird durch reelle, antisymmetrischex n Matrizen erzeugt. Eine
Basis fir diese ist zum Beispidl;; = E;; — Ej;, i < j, wobei die MatrizenF;; nur auf deri-ten Zeile undj-ten
Spalte eine eins, und sonst nur nullen haliéh;),; = d;,0,;. Die GeneratoretL;; erzeugen Drehungen in der
(i,4)-Ebene und gdigen den Vertauschugnsrelationen

[Lij, L) = 6Ly — SarLij 4 6B — 0jx Ly -

Die Generatoren vot'(n) wiederum gefigen der Relatior;e; + eje; = —24;;. Man kann damit nachrechnen,
dass die quadratischen Auédke%eiej genau die Vertauschungsrelationen der erfillen. Damit ist gezeigt,
dass der Vektorraum, der durch die quadratischen Element€yohder Forme,e;, i < j, aufgespannt wird,
zusammen mit dem Kommutator als Lie-Klammer isomorph zur Lie-Algetifa) ist. Analog erfalt man aus der
komplexen Clifford-AlgebraC(n) die Lie-Algebrau(n).

Um nun die Grupp&pin(n) zu konstruieren, iisssen wir die quadratischen Elemente ¥dm) exponen-
tieren. Das ist relativ einfach, dge;e;)> = —1. Damit findet man

1 0 0
exp(@(ieiej)) = cos(i) +ee; sin(i) .

Wenn wird von 0 bis 4 laufen lassen, gibt dies genau eine det/Zl) isomorphen Ein-Parameter-Untergruppen
von Spinn). Man kann leich einsehen, dass diese Gruppenelemente, wenn sie auf einen Vektor avirken,
exp(f(Lese;)) v (exp(d(3ese;))) ™!, gerade eine Rotation des Vektarsm den Winkelf in der (i, j)-Ebene be-
wirken. Wenn wir also irSpin(n) einmal deri/(1)-Kreis voll durchlaufen, durchlaufen wir den Kreis v6i®(n)-
Rotationen in defi, j)-Ebene zweimal. Dies kommt genau daher, d&is(n) eine zweifachdJberlagerung der
GruppeSO(n) ist.

Ganz analog zur adjungierten Aktion der Lie-Algbpéan(n) auf sich selbst, gegeben durch die Kommutato-
ren, ist auch die Darstellung der Algebra auf Vektoren durch das Nehmen des Kommutators in der Clifford-Algebra
realisiert. Eine infinitesimale Drehung eines Vektori der (i, j)-Ebene ist gegeben dureh— [e;e;, v], was
genau die infinitesimale Version der Darstellung auf dem Level der Gruppe-stgv(g) ~1, wobeig € Spin(n)
durch Exponentieren des Generateys; erhalten wird.

Maximaler Torus. Wir beschénken uns zuiichst auf den FalBpin(2n). Der maximale TorusT dieser Lie-Gruppe
kann leicht identifiziert werden, wenn man eine beliebige Identificafiorez R?" wahlt: T  U(n) C SO(2n)
ist der maximale Torus von sowobl(n) als auchSO(2n). Man kann zum Beispi€l” als die Gruppe det x n
komplexen Diagonalmatrizen nehmen, deketier Diagonaleintrag von der Foresp(idy,) ist. Diese Matrizen sind
UberR nicht diagonalisierbar, so dasgf50(2n) aus diesen Matrize?n. x 2n Blockdiagonalmatrizen mi2 x 2

Blocken der Form
cosf, —sindy
sin 0y, cos 0y,



werden. Jeder dieser @lke stellt eine Rotation in ddRk — 1,2k)-Ebene um den Winkel, dar. Alle diese
Drehungen kommutieren miteinander. Die Grupp&n(2n + 1) mit ungerader Dimension haben den selber Rang
wie die GruppenSO(2n) mit gerader Dimension. Daher kann man den selben maximalen Touaswenden,
nur muss man die Matrizen um einen Eintrag erweitern: Al§italisherm(2n + 1)-ter, Diagonaleintragifgt man
einfach eine 1 hinzu, so dagsin die reellen(2n + 1) x (2n + 1) Matrizen eingebettet wird.

Die zweifacheUberlagerung voti/ (n), die die Einschiinkung der zweifachedberlagerung vorsO(2n)
durchSpin(2n) ist, kann auf verschiedene Weise beschrieben werden.&iimén sie zum Beispiel definieren als

Un) ={(A,u) €U(n) x S*: u*> =det A}.

Der maximale Toru§” von Spin(2n) kann dann leicht durch Winkel 6;, beschrieben werdenamlich als

H (COS ék + e9j_1€9k Sin ék) .
k

Dies ist in der Tat eine zweifachdberlagerung vofT'.
SPINOR DARSTELLUNGEN

Wir haben gesehen, dass die Grupginn) eine Darstellung auR™ besitzen, indem man einen Vektoe R”

mit einem Element der Clifford-Algebré’(n) identifiziert und die Aktion vong € Spinn) C C(n) gemal
v~ go gt einfuhrt, was ja inC(n) definiert ist. Dies ist natrlich auch eine Darstellung va$iO(n), namlich
genau die fundamentale Darstellung auf VektoreniiNiah kdnnen wir aber num durch ein beliebiges Element
vonC'(n) ersetzen. Dies liefert immer noch eine Darstellung 8pim») und damit ebenso vofiO(n) aufC'(n),

die mit der Darstellung ayf * R” identifiziert werden kann. Diese Darstellung ist reduzibel, die Zerlegung in irreps
ist nichts anderes als die Zerlegung V@A R™ in die F«"iume/\'C R", k = 0,...,n. Offensichtlich liefern dabei
die Rlle £ = 0 undk = n jeweils die triviale Darstellung, abeiifk = 1,...,n — 1 erhalten wir fundamentale
irreps. Der entscheidende Punkt ist nun, dass dies nicht alle fundamentalen Darstellun§gmvon Diejeni-
gen fundamentalen irreps, die man bei dieser Konstruktion verpasst, neni@pimam-DarstellungenDies sind
echte Darstellungen vaBpinn), die beziglich SO(n) lediglich Darstellungen bis auf ein Vorzeichen (projektive
Darstellungen) sind. Wir werden sehen, dasdieslén geraden FaBpin(2n) zwei verschiedene irreduzible Halb-
Spinor-Darstellungen mit der gleichen DimensiT! gibt, wahrend man im ungeraden F8ipinn = 2m + 1)
nur eine irreduzible Spinor-Darstellung der Dimensigrhat.

Spezialille. Die Spinor-Darstellungen sind zu speziellen Punkten in den Dynkin-Diagrammen assoiié @2n +
1), die einzige Spinor-Darstellung korresponidert zu dem Knoten am Ende des Diagramms, der mit den anderen
Knoten durch eine Doppellinie verbunden istirf50(2n) sind die beiden Halb-Spinor-Darstellungen zu den
beiden Knoten des assoziiert, mit denen sich das Ende des Diagramms verziveigeire n gibt es einige
interessante Spezialfe aufgrund von Isomorphismen unter Lie-Gruppen mit kleinem Rang. Wir geben hier ein
paar davon an:

« Die GruppeSpin2) ist einfach der Kreis, und ist eine zweifacberlagerung des Kreises, der dir Grup-
penmannigfaltigkeit vorO(2) bildet.

e Die GruppeSpin(3) istisomorph zuSU (2). Die Spinor-Darstellung ist gerade die fundamentale Darstel-
lung vonSU (2). Das Dynkin-Diagramm ist einfach ein einzelner Knoten.

e Die GruppeSpin4) ist isomorph zuSU(2) xz, SU(2). Die Halb-Spinor-Darstellungen sind jeweils
die fundamentalen Darstellungen der zwei Kopien \#ii(2). Das Dynkin-Diagramm besteht aus zwei nicht
miteinander vebundenen Knoten.

e Wir haben den Isomorphism@pin5) = Sp(2). Die Spinor-Darstellung auf* kann mit der funda-
mentalen Darstellung vofip(2) auf H? identifiziert werden. Das Dynkin-Diagramm besteht aus zwei durch eine
Doppellinie miteinander verbundene Knoten.

e Wir haben den Isomorphism@pin(6) = SU(4). Jede der beiden Halb-Spinor-Darstellungen @tf
kann mit der fundamentalen Darstellung vef (4) auf C* identifiziert werden. Das Dynkin-Diagramm besteht
aus drei Knoten, die durch zwei einfache Linien miteinander verbunden sind.

e Das Dynkin-Diagramm voispin8) besteht aus insgesamt vier Knoten. Drei davon sind durch je eine
einfache Linie mit dem zentralen vierten Knoten verbunden. Die Darstellungen, die zu déudesen Kno-
ten gelren, leben alle auf® und korrespondieren zu den zwei Halb-Spinor-Darstellungen und der Vektor-
Darstellung. Man hat eine “Trialits-Symmetrie”, die diese drei Darstellungen untereinander permutiert. Dies
ist eine Gruppe mi8! = 6 Elementen de&uf3eren Automorphimsen v@pin8).



Komplexe Clifford-Algebren. Spinoren lassen sich besonderssthuf komplexen Vektoaumen mit Hilfe von Clifford-
Algebren konstruieren. Die komplexen Clifford-Algebren sind in der Vorlesung besprochen worden. Sie haben
eine sehr einfache Struktur. Da es keine nicht-triviale Signatur gibt, haben wir lediglich die Algébfteh =
C(n) ® C. Die Konstruktion der Spinor-Darstellung als invertierbare Elemente(en kann ebenfalls kom-
plexifiziert werden, was die Gruppgepinn, C) liefert, die Komplexifizierung vorSpinn), als die Gruppe der
invertierbaren Elemente i@c(n). In der Vorlesung haben wir erarbeitet, dass @ign) induktiv gegeben sind
durchC¢(1) = Ca C, Cc(2) = M (2,C), die komplexer2 x 2 Matrizen, undCc(n + 2) = Cc(n) ®c Cc(2) =
Cc(n) ®c M(2,C). Offensichtlich kann dies vereinfacht werden zu

Ce(2k) = M(2,C)®---@M(2,C) = M(2*,C), Cc(2k+1)=Cc(1)@M(2%,C) = M(2*,C)aM(2*,C).

Wenn man das beweisen will, so kann man dies explizit dadurch tun, dass man genératbrefiir C(2),
fis-o oy fafurC(n) undey, . .., enqo fur C(n+2) wahlt. Der Isomorphismus, déirfdie Induktion beitigt wird,
ergibt sich dann durch die Abbildurg — 1 ® hy, es — 1 ® hy Undegyo — ify @ hiho furk =1,...n. Man
kann dann nachrechnen, dass diese Abbildung die Struktur der Clifford-Algebra &flakalso die algebraischen
Realtionen nich&indert) und surjektiv ist. Damit ist diese Abbildung ein Isomorphismus zwischen Algebren.

Spinoren. Wir konzentrieren uns auf den geraden Fak= 2k. Die komplexifizierte Clifford-Algebra ist dann einfach
die Algebra de* x 2% komplexen Matrizen. Ein Spinor-Raufhist dann ein Vektorraum, auf dem diese Matrizen
operieren. Genauer:

Ein Spinor-ModulS der Clifford-AlgebraCc(2k) ist gegeben durch eine2f'-dimensionalen komplexen
VektorraumS zusammen mit einer Identifikatiaric (2k) = End(S) der Clifford-Algebra mit der Algebra der
linearen Endomorphismen agt

Ein Spinor-Raum ist also ein komplexer Vektorrasnmausammen mit einer Wahl, wie di: Generatoren
e; der Clifford-Algebra als lineare Operatoren auf ihm operieren sollen. Eine explizite Konstruktion eines solchen
RaumesS zusammen mit den korrekten Operatoren funktioniert mit Hilfe von Technikerulgeren Algebra.
Dazu gehen wir noch einmal kurz in den reellen Fallimkrund betrachten zéehstA* R”. Zu jedem Vektor
v existiert ein Operator auf\" R", der durch dieauRere Multiplikation mitv gegeben istpA : a — v A a.
Hat man ein inneres Produkt aRf*, so hat man ein induziertes ajf" R", bei demaufRere Produkte (Dach-
Produkte) von orthonormalen Basis-Vektoren orthonormal sindu@eh dieses inneren Produktes existiert zu
vA ein adjungierter Operatarv, der sogenannte Kontraktions-Operatordsion der Formu = o’ Av A d”, SO
istvVa=(—1)F@a’ Aa"(v,v). Ansonsten ist V a = 0. In Physiker-Notation &nen wir schreiben:

af(v)=vA, a)=ovv, d(e)=al, ale)=gq,

7 7"

Die Algebra, die diese Operatorenigdhén, ist die Algebra der kanonischen Antikommutator-Relationen:

Fur jedesn € N existiert eine Algebra der kanonischen Antikommutator-Relatione@nm@eneratoren
a;,a],i=1,...,n, definiert durch die Relationefu,, a;} = {a,a!} = 0 und{a,,al} = 6.

Wir haben gesehen, dass dies Algebra durch OperatorelyaRf realisiert werden kann. Eine Identifika-
tion dieser Algebra mi€(n) ist einfachw € C(n) — a'(v) — a(v). Das sieht man sofort ein, indem man

v? = (a'(v) — a(v))? = (' ())? + (a(v))* — {a' (v),a(v)} = ~||v]*1

ausrechnet. & gerades: = 2k konnen wir nunA\" R"™ komplexifizieren um eine komplexe Darstellung von
Cc(2k) zu erhalten. Die Dimension dieser Darstellun@it Dies kann also nicht di2*-dimensionale irreep auf
einem Spinor-Rauny sein. Wir niissen also einen Weg finden, eine einzelne irreduzible Darstefiumgs der
reduziblen Darstellung\* R™ @ C herauszupicken. Man tut dies mit Hilfe einer komplexen Strultur

Wir wahlen also eine komplexe Strukturauf V' = R2*. Damit haben wir eine Zerlegung @ C =
Wy @ W, wobei W; der Eigenraum vory zum Eigenwert+i ist, W; der J-Eigenraum zum Eigenwerti.
Wir konnen ohne Bescnkung der Allgemeinheit eine orthogonale komplexe Struktéinlen, also eine, die
(Jv, Jw) = (v, w) geriigt. Weiter fihren wirisotrope Unterdumeein. Ein Unterraumi¥ C V mit innerem
Produkt(-,-) ist isotrop, wenn (wy, ws) = 0 fiir allew;,ws € W gilt. In der Tat sind die RumeW; und W
isotrope Unteume vorl/ @ C, denn wir findenir wy, wy € W sofort(wy, we) = (Jwy, Jws) = (iwy, iwg) =
—(w1,ws), da das innere Produkt ein reelles ist. By isotrop ist, ist die Clifford-Algebral'(W;) C Cc(2k),
die durch die Elemente voW; erzeugt wird, nicht anderes als die Grassmann-Algebra bzvauflere Algebra
A" W, denn die durch das innere Produkt induzierte quadratische Form it aigfentische null. Ganz genauso
kann man dahe®' (W) mit \* W identifizieren. Wie auch immer man das konkret realisiert, es geht darum, den
Spinor-Raums als dieauRere Algebra eines solchen isotropen Raumes,/g:BV;, zu konstruieren, da diese
die richtige Dimensior2* hat. Wir miissen also zeigen, daSg(2k) mit den Endomorphismen auf diesem Raum



identifiziert werden kann. In wie weit unsere Konstruktion von der Wahl yabhangt, werden wir erst gper
untersuchen. Hier nehmen wir die Standardwiihldie komplexe Struktur, indem witif j = 1,...,k setzen:
wj = eg;j—1 + iezj. Wir kdnnen damit explizit einsehen, d@s (2k) = End(A\" C*) ist.

Wir verwenden eine Definition der Erzeuger und Vernichter der kanonischen Antikommutator-Algebra auf
A" CF, indem wires;_; = al — a; undey; = —i(af + a; setzen. Die Antikommutator-Relationen dgrunda/
implizieren dann ide Clifford-Algebra-Relationgn;, e;} = —4;;. Mit diesem expliziten Modellis§ = A C* mit
einer expliziten Aktion der Clifford-Algebra. Wirdnnen also einfach ablesen, wie die Elementesyon(2k) auf
S operieren, und wir &nnen damit den Charakter véraelsSpin2k) Darstellunge berechnen. Diskommutieren-

den Elemente des maximalen Torus wpim(2k) sind die Elementd ey, _1e,;, die in der Darstellung ayl* C*

gegeben sind al§es;_1e0; = —il(al — a;)(al + a;) = ii[a;,al]. Die Eigenwerte des Kommutatofs;, a']
auf A" C* sind £1, je nach dem, ob der Basisvektey in dem Wort aus Dach-Produkten vorkammt, das den
Eigenvektor bildet. Die Gewichte der Darstellusiglaherk-Tupel aus Werter-1, es gibt also genaf verschie-
dene Gewichte. Mit dieser Normierung hat man die diésetEigenschaft, dass Darstellungen Smin(2k), die
ganzzahlige Gewihte haben, auch DarstellungenS01i2k) sind, wahrend Darstellungen mit halbzahligen Ge-
wichten eigentliche Darstellungen v&pin2k) sind. Die Zerlegung in die Halb-Spinor-Darstellung&hund S~
entspricht gerade der Zerlegung der Gewichte in solche mit gerader oder ungerader Anzahl an negdﬁ'wen
tragen. Mit der Standardwahilif positive Wurzeln ist das éthstgewichtifir eine der Halb-Spinor-Darstellungen
gerade(+1,+3,...,+3,+1), und fir die andere lautet ds-1, +3, ..., +1, —1). Man beachte, dass dies nicht
die Gewichte der Darstellung vdii(k) C SO(2k) auf \* C* sind. Piift man, wie ramlich die Lie-Algebra des
maximalen Torus voi/ (k) auf A" C* operiert, so findet man, dass alle Gewichtg(n1} sind. So sind also die

Gewichte von/\" C* dieselben wie die voly, verschoben um einen fixen Gewichtsvektdy, —1,..., -1, —1).

Anders gesagt, sollte man die Darstellungicht als/\* C* auffassen, sondern genauer AlCF (A" CF)=1/2,
Der zugtzliche Faktor verschwindet, wenn man zu projektiven Darstellufigéh der komplexen Geraden i
ibergeht, d&(S) = P(A\" C*). Dies entspricht der Tatsache, dass unsere KonstruktionSvalfein mit dem
WissenEnd(S) = C¢(2k) auf kanonische Weise nix(.5) festlegt, nichtS selbst. Multiplikation vonS mit einem
Skalarandert f@amlich nichtEnd(.S).

Komplexe Struktur. Die soeben durchgéhrte Konstruktion vort verwendete eine spezifische Wahl der komplexen
Struktur.J. Allgemein erlaubt eine Wahl vos eine Zerlegun@®?* @ C = W; @ W;. Damit kannS also\* W,
konstruiert werden. Allerdings ist esirf das Versindnis des Transformationsverhaltens unter dem maximalen
Torus vonSpin(n), sich S als A" W, @ (A" W,)~1/2 vorzustellen. Gehen wir zu der Realisierung durch eine
Algebra der kanonischen Antikommutator-Relatiorigrer, erzeugt durch die Operatorehund a;, so kdnnen
wir S durch Anwenden dieser Operatoren auf einen “Vakuum-VeKigraufbauen. Dies@ ; hangt von der Wahl
der komplexen Struktuy ab, und transformiert unter der Wirkung des maximalen TorusSmin2k) gerade als
(/\k W;)/2. Hat man eine Spinor-Darstellurfjgegeben, so kann man sifty als einen Vektor ir§ vorstellen,
derw - Q; = 0 fur allew € W erfullt. Diese Beziehung led® ; bis auf einen skalaren Faktor fest, und liefert ein
Identifizierung zwischen orthogonalen komplexen Struktufemd Geraden irb. Nicht alle Elemente voi?(.S)
korrespondieren zu aglichenJ. Diejenigen Elemente, die zu eineigelbren, nennt man Geraden, die durch
reine Spinorererzeugt werden. Die Beziehung zwischen reinen Spinoren und orthogonalen komplexen Strukturen
J kannaquivalent als eine Beziehung zwischen reinen Spinoren und isotropen aumtem vonR2* @ C mit
maximaler Dimension angesehen werdeamtich den Rumeniv;.

Sobald man eine Wahiif 7 gemacht hat/y, definiert dies ein Modelltfr den Spinor-Raurf\* W,, und
in diesem Modell isf2 ;, = 1. Ein Wechsel der komplexen Struktur vdpzu J, so das$V; = graph(o : W, «—
Wj,), identifiziert.J mit einer Abbildungr € W, x W7 . Mit Hilfe des inneren Produktes und der Tatsache, dass
W isotrop ist, kann man zeigen, dass A’ W, . Damit folgt dann, dass die Wafil, = exp(30) die Gleichung
w-Qy = 0Vw € W fur dieses Modell vois 16st. Es ist also nicht ganz verwunderlich, dass in unseren expliziten
Formeln fir Supersymmetrie-Transformationen, generiert durch Spinoren, die komplexe Strakétaucht, da
die Konstruktion der Spinoren eben von der Wahl voabhangt.

Der Raum amtlicher orthogonaler komplexer Strukturen Raf kann mit dem homogenen Rauni2k) /U (k)
identifiziert werden. Explizit heif3t das, dass eine orthogonale komplexe Stuliklurch eine orthogonale Abbil-
dungJ € O(2k) dargestellt werden kann. Dieser Raum hat zwei Komponenten, korrespondierend zu einer Wahl
der Orientierung. Meist betrachtet mane SO(2k). Fur jedes solche/ gibt es eine Untergruppe von Trans-
formationen, die die Zerlegung?* ® C in Eigen&ume vonJ (und damit die komplexe Struktur) €ilt. Diese
Untergruppe ist isomorph Zii (k). Also kdnnen wir den Raum der orientierungserhaltenden orthogonalen kom-
plexen Strukturen alSO(2k)/U (k) = Spin(2k)/U (k) auffassen.

Linienbindel. Man kann das ganze jetzt etwas mathematisch hochtrabendeiickesuund vertieferlJber dem Raum
SO(2k)/U (k) = Spin2k)/U (k) gibt es ein komplexes Linieiiimdel L, dessen FaséiberJ die komplexe Gerade



in P(S) ist, die vonQ; erzeugt wird. Dasg ; gerade al$\" 1W;)~1/2 transformiert, korrespondiert zu der global
glltigen Tatsache, dass als Linigmtlel L @ L = det ! ist, wobeidet das Linienliindel ist, dessen Fasiber./
gerade\" W ist.

Der RaumSpin(2k) /U (k) ist eine der verallgemeinerten Flaggen-Mannigfaltigkeiten, die auftreten, wenn
man das Borel-Weil-Bild iir die kompakte Grupp8&pin2k) entwickelt. Dieser Raum ist daher eine komplexe
Mannigfaltigkeit mir einer Beschreibung in Form von Quotienten von komplexen Lie-Grupfieik) /U (k) =
Spin2k) /U (k) = Spin2k,C/P, wobei P die sogenannte parabolische Untergruppe Spim2k, C/P ist. Das
Linienblindel L sit ein holomorphes Linierimdel, und korrespondiert zu der Borel-Weil-Konstraktion eines Lini-
enkiindels mit H‘Jchstgewich(+%, +%, el +%, +%). Somit ist es das holomorphe Linidindel, das zu einer der
Halb-Spinor Darstellungenamlich ST geltort, und das Borel-Weil-Theorem liefert eine Konstruktion vhals
St =T'hei(L), also als dem Raum der holomorphen Schnitte in dem LiitiedélsL. Diese Konstruktion ist, an-
ders als die Konstruktion mit Hilfe komplexaufRerer Algebra, unabhgig von einer festen Wahl der komplexen
StruktruJ. Stattdessen verwendet sie die globale Geometrie des Raumes aller komplexen Strukturen.

ZUSAMMENFASSUNG

Spinoren sind Objekte, die siéhnlich, aber eben nicht genau, wie Vektoren verhalten. Unter Drehungén um
andern sie ihr Vorzeichen. Spinoren wurden von Wolfgang Pauli und Paul Dirac igimgefm die Eigenschaft

des Spin von Teilchen beschreiben zinken. Der Begriff “Spinor” wurde von Paul Ehrenfest gegir Allerdings

ist die Mathematik, die hinter Spinoren steckt, wohl zu grof3en Teilen von Elie Cartan bereits um 1913 angedacht
worden.

Ein n-dimensionaler Spinor eines bestimmten Typs ist ein Element einer spezifigajektivenDarstel-
lung der Dreh-Grupp&O(n,R), oder allgemeiner der eigentlichen Lorentz-Grugfie(p, ¢, R), p + ¢ = n, zu
einer Raum-Zeit mit nicht-trivialer Signatur. Der entscheidende Punkt ist, dass diese projektive Daratglivag
lent zu einer gewhnlichen (nicht projektiven) Darstellung demiversellerJberlagerungsgruppeon SO(p, ¢, R)
ist. Diese universell&lberlagerungsgruppe ist eine reelle Lie-Gruppe, gengpittp, q).

Der bekannteste Typ eines Spinors ist der Dirac-Spinor. Dieser ist ein Element der fundamentalen Darstel-
lung der komplexifizierten Clifford-Algebr&'(p, q), in die Spin(p, ¢) eingebettet werden kann. In geraden Dimen-
sionenn = p + ¢ ist diese Darstellung reduzibel, wenn sie als DarstellungSpin(p, ¢) betrachtet wird, und
kann in zwei irreps zerlegt werden, linkgitdige und rechtsamdige Weyl-Spinoren. Diese beiden Darstellungen
kdnnen nur durch die Aktion der Paiis-Transformation voneinander unterschieden werden, die kein Element von
Spin(p, ¢) ist, aber inC(p, q) enthalten ist. Unter bestimmten Urastlen kann die reelle, nicht komplexifizierte,
Clifford-AlgberaC(p, q) eine kleinere, reelle, Darstellung besitzen, die Majorana-Spinor Darstellung. Wenn dies
fur eine gerade Dimensiom moglich ist, so kann dieser Majorana-Spinor manchmal in zwei Majorana-Weyl-
Spinoren zerlegt werden. Nur der Dirac-Spinor existi@rtjede Raum-Zeit-Dimension. Dirac-Spinoren sind
komplexe Darstellungen,&hrend Majorana-Spinoren reelle Darstellungen sind.

Nutzt man die Einbettung voSU (n) C SO(2n) aus, so kann man zeigen, dass sowbtitlimensionale,
als auch2n+1)-dimensionale Dirac-Spinoren als Vektoren thitkomplexen Komponenten regsentiert werden
konnen.

Etwa um 1930 erfanden Dirac, Piet Hein und andere am Niels-Bohr-Institut ein Spiel, gdaagidids
mit dem der Spinor-Kalildl gelehrt und modelliert werden kann. Das Spiel ist #wei Spieler. Es besteht aus
zwei flachen Holzlidcken, die je drei kleine Bohrungen besitzen. Die beiden Hotia sind durch drei Scline,
miteinander verbunden, deren Enden durch die Bohrungéingefnd mit Knoten fixiert werden. Der erste Spieler
halt einen Block fest, @hrend der zweite Spieler den zweiten Block um eine beliebige Achséru@also zwei
volle Drehungen) rotiert. Der erste Spieler muss dann versuchen, di@r@chnentwirrenphneeinen der beiden
Blocke drehen zuidgtfen. Nur Translationen (Verschiebungen) dedd&e sind erlaubt. AnschlieRend werden die
Rollen der Spieler getauscht. Gewonnen hat der Spieler, dem es am schnellsten gelingt,ithe Achntwirren.
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