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LIE-SUPERALGEBREN

Supersymmetrie baut auf dem Konzept von Lie-Superalgebren auf, also auf modulo zwei graduierten Lie-Algebren.
Die Lie-Superalgebra besitzt einen bosonischen Antelf) = g. Die bosonischen Generatoren wollen \iy

nennen, = 1,...,dimg. Die fermionischen Generatoren hingegen nennen wir der Konvention entsprechend
Qo € sM, o =1,...,dims()). Die gesamte Lie-Superalgebra ist dann durch die Strukturkonstanten bestimmt,
namlich

[Bi7 Bj] = icijkBk’ ) [Qaa BZ] = sayﬁQﬁ ) [ch Qﬁ] = ’yaﬁiBi .

Die Strukturkonstanten sind riatich nicht \0llig beliebig. So haben wir die Symmetré%’“ = —cl.j’C undyaﬁi =

yﬁai. Ferner niissen die graduierten Jacobi-Idedtin erfillt sein. Diese Forderung isiguivalent dazu, dass die
Strukturkonstanten die adjungierte Darstellung der Algebra formen. Die entsprechenden Darstellungesmatrizen
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Die Matrixelemente sind dabei definiert 415;) * = ic; ", (Si)” = 54", (Ta) 5 = 7o' UNd(Z0),” = 5,,”.

Machen Sie sich klar, dass die Forderung, dass die Strukturkonstanten die adjungierte Darstellung formen,
aquivalent zu den folgenden vier Forderungen ist:
(1) Die MatrizenC; formen die adjungierte Darstellung vgn
(2) Die MatrizenS; formen ebenfalls eine Darstellung vgnBemerkung: Diese Darstellung ist nicht notwendi-
gerweise irreduzibel.
(3) Die Konstanter’ryaﬁZ sind numerishe invarianten (transformieren also wie invariante Tensorelg) atso

(Si)aafytsﬁj + (Si)ﬁéryaﬁj - ’Yaﬁk(ci)kj =0.
(4) Die y und dies erflllen die zykisiche Identétt

’YQBZS'\/'L'S + ’nglsmé + 7'yalsﬁi6 =0.

Coleman-Mandula. Die Analyse von Coleman und Mandula legt die Eigenschaften bosonischer Symmetrie-Generatoren
fest. Sie ist unakidngig davon, ob auch fermionsiche Generatoren existieren oder nicht. Eine Anngmtiehn
dass es genau einen masselosen Grundzustand gibt, und dass der Ein-Teilchen-Zustand niedrigster Energie ein
endliches Energie-Gap zum Vakuum besitzt, kann abgesdmwverden. Insbesondere vé@ert sich die Sym-
metriegruppe von der Poin@Gruppe zur konformen Gruppe, wenn alle Ein-Teilchen-aht#¢ masselos sind.
Die Eindeutigkeit des Vakuum eliminiert lediglich Theorien mit spontan gebrochener Symmetrie. Das Resultat
von Coleman und Mandula ist, dass jede relativistische Feldtheoriébdieeine analytischg-Matrix definiert
werden kann, als (bosonische!) Symmetriegruppe nur das direkte Produkt der @dsmappe mit einer inter-
nen Symmterie-Gruppe besitzen kann. Die interne Symmetriegruppe ist also nicht eine erweitere Symmetrie unter
Transformationen der Raum-Zeit-Koordinaten. Ferner muss diese interen Symmetrie-Gruppe das direkte Produkt
einer halbeinfachen kompakten Lie-Gruppe Bi{tl) Faktoren sein.

Die bosonischen Generatoren sind daher die vier Imphjsealie sechs Lorentz-Generatoréfy,, sowie
eine Anzahl hermitescher Generatog@nder internen Symmetrie. Die Algebra ist demnach

[P;u Pl/} = 0> [P,LM Mpa} = i(nuppo - nuoPp) ) [Muu7 Mpa} = i(anMua - nuaMup - nupMua + nua]\/fup) )
zusammen mit der internen Symmetrie
(B, Bs) =ic,,'B; [Br,P,) =0 [B,,M,,] =0.

Die B-Generatoren sind also translationsinvariante Lorentz-Skalare. Die Casimir-Operatoren deéPlieiara
sind das Masse-QuadraP)? = P, P* sowie der verallgemeinerte Spin-Operattir)?> = W,W*, wobei W#
der sogenanntBauli-Lubanski-Vektoist, W# = —%EWP"PVMM.

UBUNG ) Zeigen Sie, dass im Ruhesystem eines massiven Zustande$igit:= —m?2L?, wobei der Drehimpuls-
operator durctL = (Mass, M3y, Mi2) gegeben ist.



Coleman-Mandula (2). Die Casimir-Opertoren kommutieren per defnitionem mit der Po&@dgebra, und ndirlich
auch mit den Generatoren der internen Symmetfie, (P)?] = [B,, (W)?] = 0. Also missen alle Zuginde
eines Mulitpletts der internen Symmetrie die selbe Masse besi@#aifeartaigh’s Theorefnaber auch den
selben Spin! Br masselose Zushde mit diskreter HeliZit gilt einahnliches Resultat. Da ndiv, = AP, mit
A € Z/2 die Helizitat, und weiter die Casimirs mit der internen Symmetrie vertauschimen die internen
Symmetrien die Helizét von Zusdnden nichtindern. Dies ist die Aussage des Coleman-Mandula-Theorems.

Das Theorem folgt, wie in der Vorlesung angedeutet, aus der Anaditiddr S-Matrix. Gabe es neben
Energie, Impuls und Drehimpuls weitere Raum-Zeit-Symmetrien in einer relativistisch kovarianten Theorie, so
waren die elastischen Streuamplituddrerbestimmt, und nur noch diskrete Streuwinkéten ndglich — genau
das, was wir in einem konkreten Beispiel nachgerechnet haben. Positiv didde8upersymmetriesche Gene-
ratoren (also solche, die den Spin bzw. die Hdlizitndern knnen) niilssen immer fermionisch seiandern also
den Spin um eine Wertho € Z + % und damit die Statistik des Zustandes.

Fermionische Generatoren.Wir miissen nun die ungeraden Elemente der graduierten Algebra betrachten. Die Jacobi-
Identitat verkripft deren Eigenschaften mit denen der bosonischen Generatoren. Daher ergibt das Coleman-
Mandula-Theorem auch an die fermionischen Geneatoren starke Einkohgen laag-topuszaski-Sohnius
Theoren). Der Kern all solcher Einschnkungen folgt aus der einfachen Tatsache, dass der Antikommutator zwei-
er fermionischer Generatoren entweder verschwindet, oder ein bosonisches Element aus dem geraden Teil der
Superalgebra ergeben muss. Betrachtet man inshesondere den Antikommutator eines fermionischen @eneraotrs
und seines hermitesch Konjugierteid), Q'}, so ist das Resultat entweder ein hermitescher und symmetrischer
bosonischer Operator (mit Eigenwerten strikbf@er null), oder das Resultat ist identische null. Im letzteren Falle
ist dann aber auch schén = 0.

Darstellungen der Lorentz-Gruppe. Die Lorentz-Gruppe wird durch die sechs hermiteschen Operaldjgrerzeugt.
Um die Darstellungen der Lorentz-Gruppe effektiv klassifizieren aunlen, ist es jedoch hilfreich, eine andere
Basis zu viahlen, ramlich die sechs nicht hermiteschen Operatafen definiert als

1

2

Diese eriilllen die Vertauschungsrelationen von zwei miteinander kommutieresiti¢n) Algebren,

JL = - (M* +iM°") und zyklische Permutationen

L, g8 =i gL, [T JL] =0.

Man beachte aber, dass digisht die Algebra vonSU(2) x SU(2) sein kann, da die Generatoren nicht hermi-
tesch sind(J ) = J .. Trotzdem Knnen wir diese “Fake’5U (2)-Generatoren verwenden, um die endlich-
dimensionalen irreduziblen Darstellungen durch zwei Zalfjenj_) € (Z./2)? zu charakterisieren, die sich
aus den Eigenwertei. (j. + 1) der zwei Casimir-Operatorei , ) ergeben.

Umgekehrt gilt nun, dass, wenn eine Darstellung d&eneratoren durch endlich-dimensionale hermite-
sche Matrizen raglich ist, dies nicht simultariif die 1/, funktioniert. Rir die Darstellung 3, 0) zum Beispiel
hat man

1 1 1 1 1 .
pJy) =50, p(J-)=0, aber p(MO%) = 500’“ = —510’“, p(M*'?) = 5012 = 503 und zyklisch

Die Gruppe, die durch diese Generatoren erzeugt wird,fig, C). Fur die Darstellund0, ) finden wir analog

Lo aber p(m%) = 150 = Ligk 2y =
2 2 2

In beiden Rllen sind die Generatoreh der eigentlichen Drehungen durch die Pauli-Matri%mgegeben. Auf-
grund der Beziehung"* = (") macht es Sinn, die Matrixelemente dieser Matrizen mit zwei unterschiedliche
Index-Typen anzugeberig”*)_? und (6’“’)‘5‘6. Da es ndirlich nur drei, und nicht sechs, linear undllgige
spurlose2 x 2 Matrizen gibt, gibt es noch Beziehungen unter diesen Matrizen, die sogenannten Selbgtddualit
O = %iawma’“‘ bzw.G,, = —%iguw)\ﬁm\.

1 .
p(J4)=0, p(J_)= ' = 503 und zyklisch

Fermionische Generatoren (2).Die fermionischen Generatoreriissen eine Darstellung der bosonischen Algebra tra-
gen. Die Darstellungen der Lorentz-Grupgsken durch zwei Spins charakterisiert werden alg’). Sei nun@
in so einer Darstellungj, j/), dann wird{Q, Q'} einen Anteil in der Darstellungj + j’, j + ;') enthalten. Nun ist
P, das einzige Element der Poinéahlgebra, das in so einer Darstellung liegyymlich in der Darstellunglé, %).
Daher niissen die fermionischen Generatoren alle in den zwei-dimensionalen Darstel{gnggnder(0, ) der
Lorentz-Algebra liegen. Damit ergibt sich
1

1 = . 3
[QqﬁouMuv] = 5( Aw)aﬁQzﬂ [QldeMV] = *§ng(5/w)ﬁd~



Hierbei ist wiedero?* = —ic* sowieo'? = o2 plus zyklische Permutationen davon. Der Indexummeriert

die verschiedenen 2-Spinoréh,, i = 1,..., N. Wenn( ein susy Generator ist, so ist es augh Da(Q;,)" in

der komplex konjugierten Darstellung liegen musinken wir dieQ) Generatoren gerade so nummerieren, dass
immerQ’, = (Qia)" ist. Der Antikommutato{ @, @} transformiert al§ 3, 1) so dass wir finden:

{Qioﬁ Qjﬂ} = z(sij(au)aﬁpﬂ .

UBUNG ) Zeigen Sie, dass das Kronecker-Symbol immer durch eine geeignete Basiswahl in der fermionischen Alge-
bra erzielt werden kann. Bemerkung: Die Wahl des Vorzeichéndds Resultat des Antikommutators folgt aus
der Forderung, dass die Enerdie= P, ein positiv definiter Operator sein soll.

Losung Nehmen wir an, wir htten allgemeinel{Qm,QjB} = 2cij(al‘)aﬁ-PH mit irgendwelchen Ko-

effizientenc,’. Da die Matrizens* hermitesch sind, folgt, dass die Matrix mit Matrixelemente:,” ebenfalls
hermitesch sein muss (indem man zum Beispiel das Konjugierte der Relation betrachtqf’, wa(stj)* im-
pliziert). Wir kdnnen also die MatrixC’ mit Hilfe einer unitiren MatrixU diagonalisieren. Definieren wir unsere
Basis entsprechend u@,, — U,’Q;, undQ, Q]d(Ufl)jl, so sind wir schon fast am Ziel. Ist die Ener-
gie positiv definit (siehe weiter unten), so sind alle Eigenweriger Matrix C' ebenfalls positiv, und wir &nnen
die Generatoren noch reskalierépy,, — /¢;Q;. und Q' — \/aQid, wobeinicht iber: summiert wird. Die
Umdefinition der) Generatoren kann also so gemacht werden, dass die Reladitingung)’, = (Qi.) sich
nicht andert. Bei dieser Herleitung machten wir die Annahme, dass/tlieermitesch sind. Genauer gilt, dass
die Strukturkonstanten des Antikommutators nach Bedingung (3) von oben numerisch invariante Tensoren der
Lorentz-Gruppe sind. Es folgt daraus mit einiger Rechenarbeit, dagg‘dieder Tat proportional zu den Pauli
Spin-Matrizen sein risssen (miv? = 11). Das Vorzeichen des Resultatéis tien Antikommutator wird dadurch
fixiert, dass die Energi& = P, ein positiv definiter Operator sein soll, denn:

Zeigen Sie, dasy.,_; ,{Qia; (Qia)'} = 4P, ist (keine Summatioiibers).

Losung Die Summatioriibera entspricht der Spurbildung, so dass ®irs* P, erhalten. Nuw hat ein
nicht-verschwindende Spur, so dass die Behauptung folgt.

Zeigen Sie, dass die susy Generatoren mit den Inpulsen kommutieren (translationsinvariant sind), dass also
[Qiav Pﬂ] = [Qio‘w Pﬂ] = 0ist.
Losung Der Kommutator von einen® mit einem P, kann die Lorentz-Darstellungef, %) und (0, %)
enthalten. Da wir aber kein@, %) Generatoren haben, ist die allgemeinstégiichkeit fir den Kommutator eine
Summeliber die) Generatoren,

[Qias Pu) = ¢ij(0,),5Q77, bzw. [Q™, P.] = (cij)*(3.)*"Qjp
fur den konjugierten Kommutator. Also bekommen wir
[Qias PML P = Cij (Cjk)*(o'ua'V)aﬁQkﬂ .

Da die Impulse miteinander kommutierergrinen wir daraus sofort die Jacobi-ldedtihinschreiben, so dass
fur die Matrix C' mit Matrixelementec;; alsoCC* = 0 gelten muss, da der Faktor mit denMatrizen nicht
verschwindet. Der allgemeinste Antikommutator von z@ebeneratoren kann nur die Form

{Qia, Qjs} = 2eapZ(i;) + Term symmetrisch im(3 .

Die Z;;) sind Linearkombinationen der GeneratorenidégrnenSymmetriegruppe, und kommutieren daher mit
denP,. Damit haben wir

0 =e""[{Qiar Qjg}s Pu) = €*{Qia [Qjg: Pul} =i = j) = * ¢k (04) g3{ Qi Q%Y= (i = 5) o< (ci5—¢;i) Py
Da die MatrixC' symmetrisch ist, so dass alét'’ = 0 gilt, miissen die;;; verschwinden, was zu zeigen war.

Fermionische Generatoren (3).Die () Generatoren bilden auch eine Darstellunge der internen Symmetriegruppe, da
[Qia, Br] = (br); Q. Die intere Symmetriegruppe ist kompakt, so dass wir die Darstellungsmatrizen hermi-
tesch viahlen Knnenp, = b}. Es ergibt sich daheiif die@ Generatoren die konjugierte Darstelluidg,, B,] =
—de(br)jj. Die grf3te interen Symmetrie, die nicht-trivial auf den susy Generatoren agieren kann, ist demnach
U(N). Diese Struktur des bosonischen Sektors als direktes Produkt haben wir, in weiser Voraussicht, in der Nota-
tion mit zwei Indizes bereits implementiert. Die Indizesy getbren zur Poinca@-Symmetry, der Indekjedoch
Zur internen Symmetrie.



Nachdem wir die Antikommutatoren vai mit Q bereits kennen, irssen wir noch den Antikommutator
zweierQ Generatoren bestimmen, déir fzwei Q Operatoren folgt dann sofort durch hermitesche Konjugation.
Lorentz-Kovarianz bedingt, dass so ein Antikommutator eine Linearkombination bosonischer Operatoren aus den
Lorentz-Darstellungefi1, 0) und (0, 0) sein muss. Der einzigd, 0) Anteil im bosonischen Sektor ist der selbst-
duale Anteil von)M,,, . Allerdings wirde so ein Term im Antikommutatdi@, @} nicht mit P, kommutieren,
wahrend hingeged@, @} aber mit den Impulsen vertauschen muss. Daher kann der gesuchte Antikommutator
nur zentrale Terme ergeben,

{Qia, Qip} = 2e0apZ(ij) -

Wieder sind dieZ(;;y Linearkombinationen aus den Generatoren der internen Symméyje,— a(ij)’“Br. Die

Behauptung ist, das&Z(;;), X] = 0 fur samtliche ElementeX der Lie-Superalgebra, so dass diezentrale
Ladungen der Supersymmetrie sind. Aus dem, was wir sében den Kommutator vo@ mit B wissen, ergibt
sich

Zigys Br) = (0)* Zigy + (00), Zawy - und damit [Ziij, Zoa)] = agy” (00)* Zis + agy” (00) " Zin

Beide Gleichungen zusammen besagen, dasf @ime invariante Unteralgebra der internen Symmetrie-Algebra
aufspannen. Mit Hilfe der Jacobi-Iderétitalt sich der Kommutatd€)’ ,, Z ;1] als eine Summe von Kommutato—

ren der Form@), P,] schreiben, die —wie wir ja schon wissen — alle verschwinden. D|e5|mplm§|eft il =0,

und damit das Verschwinden der Kommutatol@nZ ;)] = [Z;), Zuy] = 0. Also ist die invariante Unteralge-

bra abelsch. Da die interne Symmetriegruppe ein direktes Produkt eine halb-einfachen Lie-Gruppe mit abelschen
U (1) Faktoren sein muss, kann diese invariante Uniteralgebra nur in diesem abelschen Faktor liegen. Es gilt daher
auch[B,, Z;;] = 0, so dass di¢ also mit allen Generatoren der Lie-Superalgebra kommutieren.

Betrachtet man noch die hermitesch konjugierte Gleichung
{Qidv QJB} = 72€o‘¢ﬁ'Z(ij) mit Z(U) = (Z(]L))T ;

so findet man, das dig(*/) nafirlich ebenfalls zentrale Ladungen sind. Symmetrie der Antikommutatoren unter
gleichzeitigem Austauschen vemit j und o mit ﬁ sowie die Antisymmetrie von, s liefert die Antisymmetrie

Zijy = —Z;), oder auchaquivalent dazu! g = . Damit folgt, dassiir N = 1 keine zentralen
Ladungen existierendnnen! Datiber hinaus muss earfjedje n|cht verschwindende zentrale Ladung eine jeweils
verschiedene anti-symmetrisché x N Matrix o” geben, die ein numerisch invarianter Tensorilgdizh der
internen Symmetriegruppe ist,

s\ k T s\ k ro_
(0%)i"ag;y +(0°); ag, =0,
wie aus Bedinung (3) folgt. Die Existenz zentraler Ladungen erzwingt also ein symplektische Struktur auf dem

halb-einfachen Teil der internen Symmetriegruppe. Digl3ge interne Symmetrie, die mit zentralen Ladungen
vertraglich ist, ist dahet/ Sp(V), die kompakte Verison der symplektischen GruppéN).

Die R-Ladung. Wenn es nur eine 2-Spinor Superladuig gibt, d.h. N = 1, so besitzt eine solche Theorie einfache
oder nicht erweiterte Supersymmetrie. Im Falle> 1 spricht man von erweiterter Supersymmetrie. Wahe- 1,
so ist die einzige nicht-trivial agierende interen Symmetrie eine eiriZige, die von einer Ladund? generiert
wird, der sogenannteR-Ladung. Wir haben dani@), R] = Q, [Q, R] = —Q. Da unter der Pagittsoperatiord) —
QundQ — Q, nusskR — —R unter der Parit transformieren. Man sagt daher, dassldi¢) Symmetriegruppe
chiral ist. Schreibt man di€ Spinoren wieder in 4-Spinoren um, so sieht man sher direkt, dags-8ymmetrie
chiral ist.



