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L IE-SUPERGRUPPEN

In der Vorlesung wird erl̈autert, wie man Lie-Supergruppen definieren kann, analog zur Definition von Lie-Gruppen,
so dass die Supergruppe durch exponentieren der Lie-Superalgebra erhalten wird. In diesem Zusammenhang ist es
wichtig, die entsprechende Super-Verallgemeinerung der Determinanten einer Matrix zu definieren. Bei der Be-
handlung der Lie-Superalgebren haben wir bereits die Superspurstr kennengelernt. F̈ur eine auf einem graduierten
VektorraumV (m|n) operierende Matrix der Form

M =
(

A B
C D

)
, A, D gerade bzw. bosonisch, B,C ungerade bzw. fermionisch,

war die Superspur definiert alsstr M = trA − trD. Die Superspur ist zyklisch,str(MN) = str(NM) und
additiv, str(M + N) = strM + strN . Wir suchen nun eine entsprechende Definition für die Superdeterminante
sdet, so dasssdet(MN) = sdet(m) sdet(N) multiplikativ ist. Es liegt nahe, es mit der Definitionsdet M =
exp(str log M) zu versuchen. F̈ur das folgende ist folgende Definition hilfreich: Eine MatrixM ∈ EndV (m|n)
besitzt die geraden AnteileM (0,0) = A und M (1,1) = D. Dabei istM (0,0) ∈ EndV (0)(m|n) einem × m
Matrix, die den bosonischen Anteil des graduierten Vektorraumes in sich abbildet;M (1,1) ∈ EndV (1)(m|n) ist
einen×n Matrix, die den fermionischen Anteil des graduierten Vektorraumes in sich abbildet. Entsprechend kann
man die AnteileM (1,0) = B ∈ Hom(V (1)(m|n), V (0)(m|n)) undM (0,1) = C ∈ Hom(V (0)(m|n), V (1)(m|n))
definieren, diem× n bzw.n×m Matrizen sind.

Ü B U N G .
�
 �	Zeigen Sie, dass für die oben gegebene MatrixM die Superdeterminante durch die Formel

sdet M =
detA

det(D − CA−1B)

gegeben ist. Es ist bemerkenswert, dass(D − CA−1B)−1 = (M−1)(1,1) gerade der Fermi-Fermi-Anteil des
Inversen der MatrixM ist. Zeigen Sie zun̈achst diese Tatsache, indem SieM = ST geschickt zerlegen, und
folgern Sie dann die Formel für die Superdeterminante, die sich dann zusammen mit der Superspur elegant auch
als

str M = tr(M (0,0))− tr(M (1,1)) ,

sdet M = det(M (0,0)) det((M−1)(1,1)) .

schreiben l̈aßt. Beweisen Sie schließlich noch, dass die Superdeterminante in der Tat multiplikativ ist.

Lösungs-Skizze: Man zerlegt zun̈achstM = ST so in das Produkt zweier Matrizen, dassS auf dem fermio-
nischen Sektor die Identität ist,T auf dem bosonischen Sektor. Durch Ausmultiplizieren kann man sich schnell
davonüberzeugen, dass die folgende Zerlegung funktioniert:

M = ST , S =
(

A 0
C 1l

)
, T =

(
1l A−1B
0 D − CA−1B

)
.

Es ist n̈utzlich, die Abk̈urzung∆ = D − CA−1B einzuf̈uhren. Die MatrizenS undT sind leicht zu invertieren.
Man findet f̈ur M−1 = T−1S−1 schnell

M−1 =
(

A−1 + A−1B∆−1CA−1 −A−1B∆−1

−∆−1CA−1 ∆−1

)
, S−1 =

(
A−1 0

−CA−1 1l

)
, T−1 =

(
1l A−1B∆−1

0 ∆−1

)
.

Es ist alsoM (0,0) = A und, wie versprochen,(M−1)(1,1) = ∆−1. Wir können nun die Formelsdet M =
exp(str log M) einsetzen, wobei wir f̈ur den Logarithmus der MatrixM die Entwicklung

log M = log(1l + (M − 1l)) = −
∑

k

(M − 1l)k (−1)k

k

verwenden. Der Logarithmus ist additiv für Produkte, so dass wirexp(str log(ST )) = exp(str(log S +log T )) =
exp(str log S) exp(str log T ) schreiben k̈onnen. Nun sieht man mit der Entwicklung des Logarithmus, dass dieser
für S undT sehr einfach wird:

log S =
(

log A 0
∗ 0

)
, log T =

(
0 ∗
0 log ∆

)
,

wobei “∗” f ür Anteile steht, die wir im folgenden nicht explizit zu kennen brauchen. Also ergibt sich schließlich
exp(str log S) exp(str log T ) = exp(tr log A) exp(−tr log ∆) = detA det ∆−1 = det A/ det ∆.
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GRASSMANN-VARIABLEN

In der Vorlesung wurde das Konzept des Superraumes eingeführt. Dies ist erforderlich, wenn man das Wirkunsprin-
zip manifest supersymmetrisch einführen m̈ochte. Auf so einem Raum kann man auf einfache Weise die Operation
der Poincaŕe-Supergruppe einführen. Im Superraum sind die Koordinaten keine reellen Zahlen mehr, sondern Ele-
mente einer Grassmann-Algebra{vi, vj} = 0, i, j = 1, . . . L. Wie bei den Clifford-Algebren ist die vollständige
Grassmann-AlgebraBL frei erzeugt aus allen Worten in denvi, modulo den Antikommutatoren. Ein Elemente
a ∈ BL hat daher die Form

a = a(0)1l + a
(1)
i1

vi1 + a
(2)
i1i2

vi1vi2 + . . . + a
(k)
i1i2...ik

vi1vi2 . . . vik + . . . + a
(L)
12...Lv1v2 . . . vL ,

wobei die Indizes geordnet sind,ij < ij+1. Die Koeffizientena
(k)
i1i2...ik

sind reelle Zahlen. Wir k̈onnen wie-
der zwischen geraden und ungeraden Elementen unterscheiden. Ein Superraum ist ein kartesisches Produkt aus
geraden und ungeraden Sektoren einer Grassmann-Algebra, wobei die Anzahl der geraden Sektoren die bosoni-
sche Dimension, und die Anzahl der ungeraden Sektoren die fermionische Dimension bestimmt. Zum Beispiel ist
B4,4

L = B
(0)
L × B

(0)
L × B

(0)
L × B

(0)
L × B

(1)
L × B

(1)
L × B

(1)
L × B

(1)
L . Die Koordinaten in diesem Superraum sind

gegeben durch vier Elementexµ, µ = 0, 1, 2, 3, ausB(0)
L , sowie vier Elementeθα, α = 1, 2, 3, 4, ausB(1)

L . In der
Vorlesung wurde gezeigt, dass dies tatsächlich einen topologischen Raum ergibt.

Integration über Grassmann-Variablen. Um das Wirkungsprinzip manifest supersymmetrisch zu formulieren, muss
manüber die Koordinaten eines Superraums integrieren können, die nun ebenBL-wertig sind. Der Einfachheit
halber bertrachten wir eine einzige Fermi-Variableθ ∈ B

(1)
L . Es seif(θ) eine beliebigeBL-wertige Funktion von

θ. Wir wollen das Integral
∫

f dθ erklären, und zwar als Analogon zumdefinitenIntegral
∫∞
−∞ dx für R-wertige

Funktionen geẅohnlicher Koordinaten. Das Integral muss also eine Abbildung von denBL-wertigen Funktionen
in die reellen Zahlen sein, das folgende Eigenschaften erfüllt:
(1) Linearität:

∫ ∑
i ci fi(θ) dθ =

∑
i ci

∫
fi(θ) dθ, wobei diefi Funktionen vonθ sind. Dieci ∈ BL sind vonθ

unabḧangig (sind also Konstanten bezüglich der Integration).
(2) Translationsinvarianz:

∫
f(θ + ε) dθ =

∫
f(θ) dθ für alleε ∈ BL, die vonθ unabḧanig sind (also Konstanten

bez̈uglich der Integration sind).

Ü B U N G .
�
 �	Geben Sie die allgemeinste Funktionf(θ) explizit an. Integrieren Sie die Funktionf(θ + ε) explizit und

leiten Sie daraus die Regeln ∫
dθ = 0 und

∫
θ dθ = const 6= 0

her. Man definiert f̈ur geẅohnlich
∫

θ dθ = 1, wobei diese Normierung nützlich, aber ansonsten völlig beliebig ist.
Machen Sie sich klar, dass sich dies für mehrere Grassmann-Variablenθ1, θ2, . . . , θn verallgemeinert zu∫

dθi = 0 und
∫

θi dθj = δij .

Lösung: Die allgemeinste Funktion einer fermionischen Variableθ kann ḧochstens linear inθ sein, da
θ2 = 0 ist. Also istf(θ) = a + bθ, wobeia, b ∈ BL unabḧangig vonθ sind. Die geforderte Translationsinvarianz
des Integrals∫

(a + bθ + bε)dθ = (a + bε)
∫

dθ + b

∫
θdθ

!=
∫

(a + bθ)dθ = a

∫
dθ + b

∫
θdθ

führt also zu den Bedingungen

bε

∫
dθ = 0 , b

∫
θdθ 6= 0 .

Die letzte Bedinung ist notwendig, damit die gesuchte Integration nicht völlig trivial ist.

Differenzieren nach Grassmann-Variablen.Da alle Elemente des SuperraumesBL-wertig sind, kommt es auf die
genaue Reihenfolge an, in der die Objekte stehen. Dies ist ein Grund dafür, warum in den obigen Formeln für die
Integration dasdθ immer ganz hinten steht, so dass die Linearität nach links (also rausziehen vor das Integral)
funktioniert. Ähnlich kann man nun Ableitungen nach Grassmann-Variablen einführen. Diese definieren wir aus

ähnlichen Gr̈unden als von rechts wirkend,f
←
∂
∂θ .

Ü B U N G .
�
 �	Finden Sie die Ableitungf(θ)

←
∂
∂θ für die allgemeinste Funktionf(θ). In welcher Beziehung stehen also

Integration und Differentiation zueinander?
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Lösung: Daf(θ) = a+bθ, ergibt sich f̈ur die Ableitungf(θ)
←
∂
∂θ = b. Überraschenderweise ergibt sich aller-

dings auch
∫

f(θ)dθ = b. Also erhalten wir das Resultat, dass für fermionische, d.h. Grassmann-, Variablen Inte-
gration und Differentiation identisch sind! Man beachte allerdings, dass die Grassmann-Integration allerdings eine
Verallgemeinerung der bestimmten Integration bosonischer Variablen darstellt. Es ist ein interessantes Problem,
für die Grassmann-Integration eine Definition im Rahmen von (entsprechend verallgemeinerten) Riemannschen
Summen zu geben.

Dimensionen. Die Normierung
∫

θ dθ = 1 impliziert, dass die Dimensionen vonθ und dθ gerade invers zueinander
sind. Unter eine Supersymmetrie-Transformation gehen(θ, xµ) in (θ+ε, xµ +iθ̄γµε) über. Demnach habenθ und
ε die selbe Dimension, und daher mussxµ das Quadrat dieser Dimension tragen. Es macht Sinn, der bosonischen
Superraum-Koordinatenxµ nach wie vor die Dimension einer Länge zu geben,[L]. Daxµ = a(0)1l+a

(2)
ij vivj+. . .,

ist dies zumindest für den Anteil vonxµ richtig, der von der Forma(0) ∈ R ist. Diesen Anteil nennt man den Körper
(body) vonxµ. Es folgt damit, dass die fermionischen Koordinaten des Superraumes die Dimension[L1/2] besitzen
müssen, und die Differentialedθ die Dimension[L−1/2]. Bei Integration erḧoht also jede bosonische Koordinate
die Dimension des Superraumes um eins, während jedoch die Integration̈uber eine fermionsche Koordinate die
Dimension um einhalb verringert! Dies ist einer der Gründe, warum in supersymmetrischen Feldtheorien die Kon-
vergenzeigenschaften von Integralen oft so viel besser sind, als in nicht-supersymmetrischen Feldtheorien. Dies
kann soweit gehen, dass susy Theorien sogar endlich werden (also noch besser, also nur vollständig renormierbar).

Grassmannsche Delta-Funktion.Es ist n̈utzlich, eine Grassmann-Version der Delta-Distribution einzuführen, definiert
durch ihr Verhalten in einem Integral: ∫

f(θ)δ(θ) dθ = f(0) .

Für mehrere Grassmann-Variablen definiert man (Reihenfolge beachgen!)δn(θ) = δ(θn)δ(θn−1) . . . δ(θ1).

Ü B U N G .
�
 �	Finden Sie dieδ-Funktion explizit so, dass diese die Eigenschaften

∫
δ(θ) dθ = 1 und

∫
θδ(θ) dθ = 0

besitzt. Wie siehtδn(θ) aus?

Lösung: Von den Regeln f̈ur die Grassmann-Integration können wir schnell eine explizite Form für δ(θ)
finden. Einsetzen vonf(θ) = a + bθ ergibt:∫

f(θ)δ(θ)dθ =
∫

(a + bθ)dθ
!= f(0) = a .

Offensichtlich leistet die Wahlδ(θ) = θ gerade das Geẅunschte. Damit ist∫
δ(θ)dθ = 1 ,

∫
θδ(θ)dθ = 0 ,

d.h. die Delta-Funktion ist normiert und erfüllt die gleiche Relation wie die geẅohnliche Diracscheδ-Distribution,
xδ(x) = 0. Bei der Verallgemeinerung auf mehrere Grassmann-Variablen muss man lediglich bei der Reihenfolge
aufpassen. Diese ist zwar letztlich beliebig, muss aber ein-für-alle-mal festgelegt werden, da man sich sonst ggfls.
Vorzeichen einhandelt.

Body & Soul. Das Wirkungsprinzip einer supersymmetrischen Theorie sit durch ein Integralüber den Superraum ge-
geben. Da Integration̈uber die fermionischen Variablen so einfach ist, kann der Teil der Integationüber dien
fermionischen Koordinaten meist vollständig und explizit durchgeführt werden. Es verbleibt ein Integralüber die
m bosonischen Koordinaten. Diese sind, genau genommen, aber keine reell-wertigen Koordinaten, sondern gerade
Elemente der Grassmann-AlgebraBL. Die Integrationüber solcheB(0)

L -wertigen Koordinaten ist ebenfalls keine

gewöhnliche Riemann-Integration. Am einfachsten läßt sie sich als eine Contour-Integration inB
(0)
L definieren,

das unabḧangig von der Wahl des Integrationsweges ist. Dann ist es natürlich möglich, den Integrationsweg ge-
rade so zu ẅahlen, dass die Integration entlang der reell-wertigen Körper (bodies) der bosonischen Koordinaten
verläuft, ohne dass etwas verloren geht. Auf diese Weise erhalten wir eine vollständige Vorschrift zur Berech-
nung von Superraum-Integralen, die konsistent mit Koordinatenwechseln (zum Beispiel durch Supersymmetrie-
Transformationen) ist, die die Seele (soul) der bosonischen Raum-Zeit-Koordinaten verändern. Die Seele von
xµ = a(0)1l + a

(2)
ij vivj + . . . ist entsprechend der Anteila

(2)
ij vivj + . . ., also alles außera(0). Im Prinzipändert

sich dabei f̈ur uns nicht viel, wir integrieren wie gewohnt. Wir sollten nur immer im Hinterkopf behalten, dass die
bosonischen Koordinaten nun mehr sind, als nur reelle Zahlen.
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