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Ein erstes susy Beispiel 27.und 28. November 2003

MECHANIK SUPERSYMMETRISCHERPUNKTTEILCHEN

In der Vorlesung haben wir nun alle wichtigen Werkzeuge entwickelt, um nun endlich physikalische Systeme
mit Supersymmetrie beschreiben zonken. Am Beispiel der Mechanik von Massepunkten soll das nun deut-
lich gemacht werden. Dies ist ein sehr einfaches Beispiel im Hinblick darauf, dass wir eigentlich supersymme-
trische Feldtheorien formulieren wollen. Die Mechanik von Massepunkten entspéuoilich einer Feldtheorie

in einer Raumzeit mit einer Zeit-Dimension, und null (!) Raum-Dimensionen. Diese Sichtwe#deraen ein-

fach dadurch, dass man die Koordinatenz2, ...,z des Teilchens inl Raum-Dimensionen alé Felder der
ein-dimensionalen Zeit-Variablenauffasst. Diese Felder verhalten sich, wie wir sehen werden, alngsb wie
skalare Felder. Um diese Theorie supersymmetrisch erweiterormek, niissen wir nur die Erweiterung der ein-
dimensionalen Raumzeit zufh|1) Superraum mit Koordinateft, ) vornehmen. Hier ist € B(LO) undr € B(Ll).

Wir betrachten zuséchst den nicht-relativistischen Fall.

Ein nicht-relativistisches Superpunkiteilchen wird durtkkalare Superfeldek (¢, 7),... X%(t,7) be-
schrieben, wobei jedes dieser Superfelder die Entwickllifigt, 7) = z%(t) + 6*(¢)7 besitzt. Wie gehabt sind
" € B(LO) undo® ¢ Bg). Der Hamilton-Operator sollte nach wie vor der Generator der Zeit-Translationen sein,
alsoH = i0;. Fur den Generator der susy Translationen setzen wip anird; — 0. Zeigen Sie, dass die infi-
nitesimale Transformatiofil + Q) X (¢, 7) eine Supertranslation ist. Zeigen Sie, dass die Generatbnemd ()
die Superalgebra

[Q.Q1=2Q°=-2H, [QH]=[HH]=0

erfullen. Dies ist die Algebra der Links-Supertranslationen und der Zeit-Translationen.

UBUNG ) Wir kdnnen zuatzlich die Rechts-Supertranslationéh = ir9, + 0. definieren. Was ergibt sich unter
(14 eD)X“(t,7) als infinitesimaler Transformation? Zeigen Sie, dass diese die Algebra

[D,D] =2D* = +2H, [D,H]=[H,H] =0, [Q,D]=0
erfullen. Was meinen also die Begriffe Links- und Rechts-Supertranslationen?

Wirkung. Da die Links- und Rechts-Supertranslationen miteinander vertauschen, kanb marKonstruktion einer
manifest supersymmetrischen Wirkung verwenden. Anstelle der alten Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit,
¢, tritt nun die supersymmetrische Ableitufy Ferner niissen wir nairlich nuntiber den Superraum integrieren.

Wir machen den Ansatz
1

S/ti dt/drﬁ, L:§;(DX“)(D(DX“)).

Wir werden weiter unten sehen, warubh einmal in zweiter Ordnung auftritt hei3t Lagrange-Superdichte.

Um zu sehen, dass diese Wirkung in der Tat manifest supersymmetrisch ist, gehen wir wie folgt vor: Unter einer
susy Transformation mit einem Fermi-Parametesariiert das Superfeld nach Definition gav X = aQX*.

Wir wollen nun wissen, wie die Lagrange-Superdichte sich unter dieser Varitidert. Um diese berechnen zu
kdnnen, brauchen wir zéwchst die Variatiod DX * von DX“.

Zeigen Sie zuachst, das$aQ, D] = 0 ist, wobei hier jetzt der Kommutator gemeint ist, d& eine
bosonische Gif3e ist. Zeigen Sie damit, dass die VariathdnX ¢ = D) X ¢ ist. Daher heil3D X * auch kovariante
Ableitung von X *. Berechnen Sie schlie3lich die Variation der Lagrange-Superdichd& zd a(it0; — 9;)L,
was wir natirlich auch durch direktes Einsetzdir f) hatten finden knnen.

Manifeste Supersymmetrie. Wir haben als@ £ = «(ir9; — 9;)L. Der erste Termiar0, L = 9;(ia7L), ist eine totale
(genauer exakte) Ableitung na¢tund tiagt somit aufgrund ddiblichen Randbedingungen bei Variationen nach
Integration nicht bei. Der zweite Term,a0. L, ist unablngig vonr, daL hochstens linear i sein kann. Die
Integration dieses Terniserr muss daher (sieHgbung letzte Woche) verschwinden. Somit finden wir

0S = /dt d7r §L = “Oberflachen-Term”

so dass die Wirkung manifest supersymmetrisch ist. Man beachte nuri; dassProdukt zweier Superfelder ist.
Wie wir gerade gesehen haben, \@thsich £ unter susy Transformationen genauso wie ein Superfeld. Dies ist
eine sehr generellidtige Tatsache. Sie folgtamlich allein daraus, dass der Supersymmetrie-Genen@jovie

eine Derivation auf Superfeldern wirkt, also die Leibniz-RegellérfDamit ist diese Aussage sofort ifbheren
Raum-Zeit-Dimensionenidtig: Das Produkt zweier Superfelder ist wieder ein Superfeld. Die Superfelder formen
in natirlicher Weise die Struktur eines Ringes.



UBUNG) Finden Sie nun die Supersymmetrie-Transformationsgesetze dexd#* explizit, indem SigQ einsetzen.
Es ist rutzlich, im folgenden Ableitungeé;y = 3 abzukirzen. Als Ergebnis sollten Sie erhalten:

0z = af®, 00 =iaz®.

Es hilft sehr, bei einfachen Beispielen die Superfelder in ihre Komponenten auszuschreiben. Geben Sie die
Entwicklung in Komponenteriik DX sowie fir DD X an. Setzen Sie dies alles in die Wirkung ein ualdrén
Sie dieT-Integrationiiber die Grassmann-Variable explizit aus. Dies ist ein Besipiélrddfss die Grassmann-
Integrationen, die beim Berechnen der Wirkung typischerweise auftreten, oft explizit unéwditsausgefhrt
werden kbnnen. Als Ergebnis sollten Sie schlief3lich

S = ;/dtza: (a3 +i0°6°)

finden. Der erste Term ist nichts anderes als die kinetische Energie einésrgielven Punktteilchens mit Masse
m = 1. Der zweite Term,% Yo 9262, wird durch die Supersymmetrie diktiert und ist neu. Etwas salopp kann
man sagen, dass dies der Beitrag des neuen Grassmann-Freiheitsgrades des Superteilchens zur kinetischen Energie
darstellt. Beachten Sie, dass dieser Term kein Cdmréin-Term ist, da er nicht als totale zeitliche Ableitung
geschrieben werden kann (warum?). Zeigen Sie schlief3lich noch, dass die Bewegungsgleidhurfgand 0¢
lauten:

=0, 6°=0.

WECHSELWIRKUNG

Soweit haben wir offensichtlich ein freies Superteilchen betrachtet. Um auch Wechselwirkiiogdightigen zu
konnen, sollten wir versuchen, den géwlichen Potentialtery' () zu V(X (¢, 7)) zu verallgemeinern,

)
V(X)=V(z)+ ) axaV| 0T
a 7=0

Das funktioniert nur leider nicht, da der Tefrf{(x) bei der Integratiotiiberr einfach verschwindet. Ganz verwun-
derlich ist das nicht, da wir unseren Superraum ohne Raumrichtungenidingg&ben. Interessanterweise gibt es
einen Ausweg, ohne dass wir eine bosonische Raumrichtunighearf niissen. Stattdessen betrachten wir einen
(1]2) Superraum, also miv = 2 erweiterter Supersymmetrie, mit zwei Super-Ladungen. Die Koordinaten sind
nun(t, 7!, 72) und ein Superfeld hat allgemein die Form

X(t, 1) = 2%(t) + 0% ()7 +iF*(t)r'7r?, a=1,...,d.

Die Supersymmetrie-Generatoren lauten damit (man beachte, dass wir hier mit oberen und unteren Indizes etwas
schlampig sind)
Qa:iTaat—aa, H:iat,

wobei wir d,, = 9/97* schreiben.

UBUNG ) Zeigen Sie, dass wir nun die folgende Algebra erhalten:

Wirkung f tr N = 2. Wir kdnnen wieder Rechts-Supertranslationeniginén, D, = i7“0; + d,. Die Wirkung fur
einenN = 2 Superpunkt ist dann

1
S = f/dt dr?drt £/ = f/dt dr?drt Zeaﬁ > DoX"DgX".

Einige Unterschiede zwischen dat = 1 Wirkung S und derN = 2 Wirkung S’ fallen sofort auf. InS traten
insgesamt drei kovariante Ableitungéhauf, in .S’ sind es nur zwei. Dass die Anzahl der kovarianten Ableitun-
gen nicht die gleiche sein kann, sieht man sofort ein, wenn man bedenkt, dagsria Grassmann-Integration
auftritt, in S” aber zwei. Die Wirkung selbst muss ein bosonisch&ersein, so dagfermionisch sein musg;’
jedoch bosonisch. Eine kovariante Ableiturig £ ist jedoch zuwenig, weil man dann nur einen trivialen Ober-
flachen-Term efdt, dennD(X*X*) = 2DX* X = 2X*DX*. Auch aus Dimensionsgnden ist die Anzahl der
kovarianten Ableitungen jeweils korrekt, @ D,,, d7 unddr alle die DimensioriZeit| ~/2 besitzen.



UBUNG) Fihren Sie die Grassmann-Integrationersirexplizit aus, um die Wirkung in den Komponenten zu erhal-

ten:
1 -aa . ana a ra
:/dt5 % (mx +1§a 9a9a+FF>.

Wechselwirkung. Man beachte zuichst, dass die Bewegungsgleichung@ndie F* trivial sind, F* = 0. Diese Va-

riablen zeigen also keine zeitliche Entwicklung, sie sind reine Hilfsvariablen, die eliminiert webdeerk Wir
kdnnen jedoch nun z8’ einen Wechselwirkungsterm hinzigfen,

Sint = i/dtd¢2 dr' W(x*(t, 7)),

wobei IV eine beliebige Funktion der Superfeld®F ist. Man kann nun mit einer Argumentation analog zum
N = 1 Fall zeigen, das$’ + Si,; weiterhin manifest supersymmetrisch ist. Naiurde man erwarten, dass es

immer noch keinen Anteil in Form einer Funktidf(z(¢)) geben kann, der die Grassmann-Integratiditgeriebt,
aber die Hilfsvariablerf fuhren hier zu einer echtdsberraschung.

UBUNG ) Flhren Sie die Grassmann-Integrationersiny aus und zeigen Sie damit:

Sip = — / dt awiy) Fa 0265 | .
0y yo=ae (1)

Wechselwirkung (2). Die Bewegungsgleichungeiirfdie F* sind nun weniger trivial, obwohl sie nach wie vor rein

algebraischer und nicht differentieller natur sidd: = a‘g;ﬂf”). Setzt man dies ein, so findet man schliel3lich

2
S”:S’—I—Sim:/ ( Zx%;u 29“9“ o) +1 2 W) 9;%3).
7$a(t)

LWy
yo=x9(t) ay 8y

Gybay

Der Potentialterm ist jetzt hier durch das positiv definite Potential

W(y)

a yr=z(t)

gegeben.



