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SUPERSYMMETRISCHEFELDTHEORIE IN 1 + 1 DIMENSIONEN

In der Vorlesung haben wir als ein erstes wichtiges Beispiel die Feldtherie eines skalaren Superfeldes für eine
1 + 1 dimensionale Raumzeit behandelt. Der Vorteil dieses Beispiels ist, dass aufgrund der niedrigen Dimension
der SuperraumB2,2

L ebenfalls klein ist und das Superfeld nur wenige Komponenten hat. Dies erlaubt, viele Rech-
nungen sehr explizit durchzuführen, ohne dass die Formeln allzu unübersichtlich werden. Dies wird weiter dadurch
vereinfacht, dass wir in1+1 Dimensionen reelle, also Majorana-Spinoren haben. Jeder Spinorθ hat also nur zwei
reelle Komponentenθα, α = 1, 2, θ∗ = θ. Um im folgenden weitgehend auf Indizes verzichten zu können, f̈uhrt
man noch die Notation̄θ = θtJ ein, wobeiJ die komplexe Struktur ist. In unserem Fall istJαβ = εαβ =

(
0 1

−1 0

)
.

Damit wird ein Skalarprodukt im Spinorraum definiert,φ̄ψ = ψ̄φ = φtJψ = φαJαβψβ . Es ist hier nicht n̈otig,
zwischen unteren und oberen Indizes zu unterscheiden.

Man beachte, dass diese Notationen speziell für den1 + 1 dimensionalen Fall gelten. Wir werden später
naẗurlich auch3+1 dimensionale Theorien betrachten, wo wir Weyl-Spinoren haben. Dort hat der gequerte Spinor
eine v̈ollig andere Bedeutung! Hier noch ein paar nützliche Rechenregeln mit den 2-Majorana-Spinoren:θ =
−(θ̄J)t und insbesondere können wirθ1θ2 = 1

2 θ̄θ schreiben. Die wichtigste Fierz-Identität in diesem Beispiel ist

(θ̄φ)θ = −1
2
(θ̄θ)φ , also (θ̄αφα)θβ = −1

2
(θ̄αθα)φβ .

Schließlich ben̈otigt man noch ein paar einfache Regeln im Zusammenhang mitJ , nämlich J t = J−1 = −J ,
J(γµ)tJ = −γµ, tr(J2) = −2, tr(JγµJ) = 0. Wer es sehr explizit will, kann für die Wahl der Metrikηµν =
diag(−1, 1) die Gamma-Matrizen alsγ0 = iσ2 = J undγ1 = −σ1 setzen, so dassγ0γ1 = −σ3 ist.

Das Superfeld. Wie in der Vorlesung erklärt, kann das Superfeldφ(x0, x1, θ1, θ2) ≡ φ(x, θ) in Komponenten aus-
geschrieben werden. Um dies so kompakt wie möglich zu machen, kann man durch geeignete Benennung zum
Beispiel die Komponenten, die mitθ1 und θ2 auftreten, in einen Spinorψ zusammenfassen, so dass der Beitrag
einfach durch̄θψ = θ1ψ2 − θ2ψ1 gegeben wird. Wir erhalten damit den allgemeinsten Ansatz

φ(x, θ) = A(x) + i(θ̄ψ(x)) +
1
2
i(θ̄θ)F (x) .

Die susy Generatoren.Gem̈aß der allgemeinen Struktur für Supersymmetrie sollten wir bei einfacher Supersymmetrie
(N = 1) genau einen 2-SpinorQα an susy Generatoren haben. Diese lassen sich in der Form

Qα =
∂

∂θ̄α
− i(γµθ)α∂µ

angeben. Dazu ist es nützlich, viaθ̄ = θtJ die Komponenten̄θ1 = −θ2 und θ̄2 = θ1 zu indentifizieren. Eine susy
Variation (infinitesimale susy Transformation) muss gerade im Superraum sein. Daher istδφ = (ε̄Q)φ, was durch
geeignete Wahl vonε jede Kombination der beiden susy Transformationen beinhaltet. Man findet nun

δφ = εαJαβ

(
∂

∂θ̄β
− i(γµθ)β∂µ

) (
A(x) + iθ̄ψ(x) +

1
2
iθ̄θF (x)

)
= −iε̄γµθ∂µA+ iε̄ψ + ε̄γµθθ̄∂µψ + iε̄θF ,

was in Komponenten die Formδφ = δA + iθ̄δψ + 1
2 iθ̄θδF haben muss, die Variationen der Komponentenfelder

als
δA = iε̄ψ , δψ = (γµ∂µA+ F )ε , δF = iε̄γµ∂µψ .

Kovariante Ableitung. Zu jeder Symmetrie kann man versuchen, eine kovariante Ableitung zu definieren. Allgemein
muss so eine AbleitungD mit dem GeneratorX der Symmetrie vertauschen,[D,X] = 0. Im Falle von Supersym-
metrie suchen wir also einen AbleitungsoperatorDα mit der Eigenschaft[Dα, Qβ ] = 0, was insbesodnere auch
[D̄D,Qα] = 0 impliziert. Eine solche Ableitung ist leicht zu finden,

Dα =
∂

∂θ̄α
+ i(γµθ)α∂µ .

In Anlehnung an den nicht-supersymmetrischen Fall macht man für eine manifest susy invariante Lagrange-Dichte
den Ansatz

L(0) =
1
4
φ+D̄Dφ .
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Ü B U N G .
�
 �	Geben SieL(0) ausgeschrieben in den Komponenten-Feldern an. Berechnen Sie dazu zunächstD̄Dφ =

DtJDφ = DαJαβDφ = −JβαDαDβφ.

Lösung: Wir müssen den Ausdruck

D̄Dφ = −Jβα
(

∂

∂θ̄α
+ i(γµθ)α∂µ

) (
∂

∂θ̄β
+ i(γνθ)β∂ν

) (
A+ iθ̄ψ +

1
2
iθ̄θF

)
ausrechnen. Ausgeschrieben ergibt das

D̄Dφ = −Jβα
(
∂θ̄α∂θ̄β − (θ̄γµJ)α(θ̄γνJ)β∂µ∂ν + i∂θ̄α(θ̄γνJ)β∂ν + i(θ̄γµJ)α∂µ∂θ̄β

) (
A+ iθ̄ψ +

1
2
iθ̄θF

)
= −Jβα

(
−JαβF − (θ̄γµJ)α)(θ̄γνJ)β∂µ∂νA+

[
−i(θ̄γνJ)β∂ν∂θ̄α + i(θ̄γµJ)α∂µ∂θ̄β

](
iθ̄ψ +

1
2
θ̄θF

))
.

Beim letzten Term kannA nicht mehr beitragen, da dies ohneθ auftritt. Für den ersten Term macht man sich
zunutze, dass12 iθ̄θF = iθ1θ2F = iθ̄1θ̄2F ist, und somit∂θ̄α∂θ̄β (iθ̄1θ̄2F ) = −iFJαβ wird. Beim zweiten Term
muss man sich lediglich klar machen, dass nur Wörter aus ḧochstens zweiθ bzw. θ̄ Spinoren ungleich null sein
können, da wir nicht mehr als zwei Buchstaben zur Verfügung haben. Etwas aufwendiger ist es, einzusehen, dass
man die Ableitung∂θ̄α durch (θ̄γνJ)β∂ν durchziehen kann. Dies gilt, wenn man beachtet, dass zum Schluss
noch mit−Jβα kontrahiert wird. Wir haben dann−Jβαi∂θ̄α

(
(θ̄γνJ)β∂ν

)
= −Jβα

(
i∂θ̄α(θ̄δ(γν)δγJγβ)∂ν

)
=

−iJβα(δαδ(γν)δγJγβ)∂ν = −iJβα(γν)αγJγβ∂ν = −i tr(JγνJ)∂ν = 0.

Im nächsten Schritt vereinfachen wir dies zu

D̄Dφ = −Jβα
(
−iJαβF − (θ̄ 6∂J)α)(θ̄ 6∂J)βA+ (θ̄ 6∂J)βψα − (θ̄ 6∂J)αψβ +

[
−i(θ̄ 6∂J)β∂θ̄α + i(θ̄ 6∂J)α∂θ̄β

] 1
2
iθ̄θF

)
,

wobei wir ∂θ̄α θ̄ψ = ∂θ̄α(θ̄1θ̄2)t
(
ψ1
ψ2

)
= ∂θ̄α θ̄βψβ = δαβψβ = ψα verwendet haben (und analog für ∂θ̄β θ̄ψ).

Den letzten Term[. . .]θ̄θF können wir auf̈ahnliche Weise weiter ausrechnen: Wir erhalten die beiden Ausdrücke
(θ̄ 6∂J)α∂θ̄β θ̄θF = (θ̄ 6∂J)αθβF ≡ MαβF und−(θ̄ 6∂J)β∂θ̄α θ̄θF = (θ̄ 6∂J)βθαF ≡ MβαF . Also insgesamt
JβαMαβF − JβαMβαF = JβαMαβF + JαβMβαF , daJ t = −J ist. Bennennen wir die Indizes in der zwei-
ten Ḧalfte um, so finden wirJβαMαβF + JβαMαβF = 2JβαMαβF . Einsetzen ergibt danni[(θ̄ 6∂J)α∂θ̄β −
(θ̄ 6∂J)β∂θ̄α ] 12 iθ̄θF = +i2(θ̄ 6∂J)α 1

2 iθβF = −(θ̄ 6∂)αFθβ , wobei wir zuletzt noch ausgenutzt haben, dassF gerade
ist. Also lautet unser gesuchter Ausdruck nun

D̄Dφ = −Jβα
(
−iJαβF − (θ̄ 6∂J)α)(θ̄ 6∂J)βA+ (θ̄ 6∂J)βψα − (θ̄ 6∂J)αψβ − (θ̄ 6∂J)αFθβ

)
= −2iF + 2

1
2
θ̄θ∂µ∂µA+ 2θ̄ 6∂ψ + 0 .

Um die letzte Zeile zu erhalten, sind wieder ein paar Nebenrechnungen erforderlich. Der erste Term ergibt sich
einfach aus−JβαJαβ = tr(J−1J) = tr1l = +2. Der zweite Term ist leider kompliziert. Wir geben daher hier die
ganze Rechnung an:

Jβα(θ̄ 6∂J)α)(θ̄ 6∂J)βA = Jβα(θ̄δ(γµ)δγJγα)(θ̄σ(γν)σρJρβ)∂µ∂νA
= −Jβα(θ̄δ(γµ)δγJγα)((γν)βεθε)∂µ∂νA da θ̄α = (θtJ)α = (J tθ)α = −(Jθ)α
= −(θ̄δ(γµ)δγ(γν)γεθε)∂µ∂νA da − (−JβαJαγ) = −(J−1J)βγ = −δβγ
= −θ̄δθε(γµγν)δε∂µ∂νA

= +
1
2
θ̄δθδ(γµγν)εε∂µ∂νA mit der Fierz-Identiẗat

=
1
2
θ̄θηµνtr1l ∂µ∂νA da tr(γµγν) 6= 0 nur für µ = ν

= 2
1
2
θ̄θ∂µ∂µA ≡ θ̄θ�A .

Der dritte Term berechnet sich wie folgt:

−Jβα
(
(θ̄ 6∂J)βψα − (θ̄ 6∂J)αψβ

)
= −Jβαθ̄δ 6∂δγJγβψα + Jβαθ̄δ 6∂δγJγαψβ
= θ̄δ 6∂δγδγαψα + θ̄δ 6∂δγδγβψβ
= θ̄δ 6∂δαψα + θ̄δ 6∂δβψβ
= 2θ̄ 6∂ψ .
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Der letzte Term, also die ‘0’, ergibt sich schließlich aus dem Beitrag

+Jβα(θ̄ 6∂J)αFθβ = Jβα(θ̄γµJ)αθβ(∂µF )
= (θ̄γµJ)α(θJ)α(∂µF )
= (θ̄γµJJθ)(∂µF )
= −(θ̄γµθ)(∂µF )
= 0 da θ̄α(γµ)αβθβ = −θ1θ2tr(γµ) = 0 .

Das endg̈ultige Resultat ist also

D̄Dφ = 2
(
−iF + θ̄ 6∂ψ +

1
2
θ̄θ�A

)
.

Das m̈ussen wir, um die vollständige Lagrange-Dichte zu erhalten, mitφ+ multiplizieren. Da alle Spinoren reell
sind, istφ+ einfach gegeben als

φ+ =
(
A+ iψ̄θ +

1
2
iF θ̄θ

)
.

Nun brauchen wir nicht alles auszumultiplizieren, da in der Wirkung nur der Term die Integrationenüber die
Grassmann-Variablenθα überleben kann, der proportional zuθ1θ2 ist. Wir finden damit

1
4
φ+D̄Dφ =

1
2

(
A+ iψ̄θ +

1
2
iF θ̄θ

) (
−iF + θ̄ 6∂ψ +

1
2
θ̄θ�A

)
=

1
2
θ̄θ

(
1
2
A�A+

1
2
F 2 − 1

2
iψ̄ 6∂ψ

)
+O((θ̄)1) +O((θ̄)0)

= −1
2
θ1θ2

(
−A�A− F 2 + iψ̄ 6∂ψ

)
.

Hierbei haben wir wieder eine Fierz-Identität verwendet, um den Term(ψ̄θ)(θ̄ 6∂ψ) = (θ̄ψ)(θ̄ 6∂ψ) = − 1
2 (θ̄θ)(ψ̄ 6∂ψ)

umzuschreiben.

Die Wirkung ist dann bis auf Oberflächenterme, die durch eine partielle Integration entstehen, umA�A in
∂µA∂µA umzuschreiben, gegeben durch

S(0) = −1
2

∫
d2x

(
∂A∂A+ iψ̄ 6∂ψ − F 2

)
.

Man kann nun nachrechnen, dass diese Wirkung, bis auf Oberflächenterme, invariant unter den einzelnen Varia-
tionenδA, δψ undδF der Komponenten-Felder ist. Die Bewegungsgleichungen der Felder sind fürA die Klein-
Gordon-Gleichung f̈ur ein freies, masseloses skalares Feld, für ψ die Dirac-Gleichung f̈ur ein freies, masseloses
Spin-12 Fermion, und f̈ur F lautet sie einfachF = 0. Das FeldF propagiert also nicht, sondern ist ein reines
Hilfsfeld. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, kann manF aber nicht einfach so identisch null setzen, da zum
einenδF auch dann einen Beitrag liefert, wenn zunächstF null gesetzt wurde, zum anderenF in δψ auftritt. In
der Tat ist nach Einsetzen vonF = 0 Supersymmetrie nur noch “on-shell” realisiert, also nur noch modulo Terme,
die durch Einsetzen der Bewegungsgleichungen für A undψ verschwinden. In der Vorlesung haben wir gezeigt,
dass f̈ur die truncierten VariationenδA = iε̄ψ und δψ = 6∂Aε (es gibt dann keine VariationδF ) in der Tat der
Kommutator zweier Variationen[δ, δ′]ψ ∝ aµPµψ nur dann proportional zu einer Translation ist (alsoaµ dürfen
keine Spinor-Indizes tragen), wenn gleichzeitigi6∂ψ = 0 gefordert wird.
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