Handout V zur Vorlesung SPERSYMMETRIE Michael Flohr
Superfelder und Komponenten 4. bis 12. Dezember 2003

SUPERSYMMETRISCHEFELDTHEORIE IN1 + 1 DIMENSIONEN

In der Vorlesung haben wir als ein erstes wichtiges Beispiel die Feldtherie eines skalaren Supeifediles f

1 + 1 dimensionale Raumzeit behandelt. Der Vorteil dieses Beispiels ist, dass aufgrund der niedrigen Dimension
der SuperraumB%2 ebenfalls klein ist und das Superfeld nur wenige Komponenten hat. Dies erlaubt, viele Rech-
nungen sehr explizit durchdiffren, ohne dass die Formeln allzuibersichtlich werden. Dies wird weiter dadurch
vereinfacht, dass wir it + 1 Dimensionen reelle, also Majorana-Spinoren haben. Jeder Spiratralso nur zwei

reelle Komponentef,,, « = 1,2, * = 6. Um im folgenden weitgehend auf Indizes verzichten aaren, @ihrt

man noch die Notatioi = ¢*.J ein, wobeiJ die komplexe Struktur ist. In unserem Fall &5 = eag = (_J}).

Damit wird ein Skalarprodukt im Spinorraum definiept) = ¢ = ¢'J = ¢ Jasis. ES ist hier nicht dtig,
zwischen unteren und oberen Indizes zu unterscheiden.

Man beachte, dass diese Notationen spezigelbenl + 1 dimensionalen Fall gelten. Wir werdenéger
natirlich auch3 + 1 dimensionale Theorien betrachten, wo wir Weyl-Spinoren haben. Dort hat der gequerte Spinor
eine \Wllig andere Bedeutung! Hier noch ein paartziiche Rechenregeln mit den 2-Majorana-Spinoign:

—(#J)" und insbesonderedkinen wirg 6, = 60 schreiben. Die wichtigste Fierz-Iderétitin diesem Beispiel ist

_ 1 - _ 1,
(9¢)0 = _5(09)¢7 alSO (aad)a)eﬁ = _5(9(100¢)¢B .
SchlieRlich beitigt man noch ein paar einfache Regeln im Zusammenhang mmiamlich Jt = J=1 = —J,

J(yM) T = —y#, tr(J?) = =2, tr(Jy*J) = 0. Wer es sehr explizit will, kannif die Wahl der Metriky* =
diag(—1, 1) die Gamma-Matrizen alg” = ioy = J und+! = —o; setzen, so dasgy! = —o; ist.

Das Superfeld. Wie in der Vorlesung erldrt, kann das Superfeld(z®, 2%, 01,6,) = ¢(z,6) in Komponenten aus-
geschrieben werden. Um dies so kompakt wigghth zu machen, kann man durch geeignete Benennung zum
Beispiel die Komponenten, die mi{ und 6, auftreten, in einen Spinap zusammenfassen, so dass der Beitrag
einfach durctfs) = 014, — 621/, gegeben wird. Wir erhalten damit den allgemeinsten Ansatz

B, 0) = Alx) +(BU(x)) + 5i(B0)F(x).

Die susy Generatoren.Gemral der allgemeinen Struktuiif Supersymmetrie sollten wir bei einfacher Supersymmetrie
(N = 1) genau einen 2-Spindp,, an susy Generatoren haben. Diese lassen sich in der Form

Qa = - 1(7“9)aau

a0~
angeben. Dazu ist esitzlich, viad = 6*.J die Komponented; = —0, undf, = 6, zu indentifizieren. Eine susy
Variation (infinitesimale susy Transformation) muss gerade im Superraum sein. DaliesHSEQ) ¢, was durch
geeignete Wahl von jede Kombination der beiden susy Transformationen beinhaltet. Man findet nun

8¢ = eadap <8§5 - 1(%9)@) (A(:z:) + () + ;i@@F(x)) = —iEy"00, A + &) + £y"000,1) + i20F ,

was in Komponenten die Forfp = 6 A + i85 + %19‘951? haben muss, die Variationen der Komponentenfelder
als
JA=igy, Y=o A+Fle, OF =iey"ou.

Kovariante Ableitung. Zu jeder Symmetrie kann man versuchen, eine kovariante Ableitung zu definieren. Allgemein
muss so eine Ableitun® mit dem GeneratoX der Symmetrie vertauschei), X] = 0. Im Falle von Supersym-
metrie suchen wir also einen Ableitungsoperair mit der EigenschaftD,,, Qg] = 0, was insbesodnere auch
[DD, Q,] = 0 impliziert. Eine solche Ableitung ist leicht zu finden,

D, +i(7"0) a0y -

~ 06
In Anlehnung an den nicht-supersymmetrischen Fall macht fivagifie manifest susy invariante Lagrange-Dichte
den Ansatz

1 _
L) =47 DD¢.



UBUNG ) Geben SieL () ausgeschrieben in den Komponenten-Feldern an. Berechnen Sie déaohstinD o =
D'JD¢ = Do JosDé = —J50 Do D5

Losung Wir missen den Ausdruck

_ 0 0 - 1.~
DD¢ = —Js, < 5go T 0)a au) <a§ﬁ + iwo)ﬁay) <A +i0y + 2100F>

ausrechnen. Ausgeschrieben ergibt das

_ _ _ _ _ _ 1 _
DD¢ = —Jga (05050 — (07" )07 T) 50,0y + 1050 (07 T) 30y + 107" T )00y (A +ify + QiHHF)

_ _ _ _ _ 1_
— T4 (—JaﬁF — (07"T)a) (07" T) 50,00 A + [<i(67" T) 30,00 + 1(B7"T) 00,405 ] (iﬁw + 299F>) .

Beim letzten Term kanm nicht mehr beitragen, da dies ohéieuftritt. Fur den ersten Term macht man sich
zunutze, dasgiffF = 610 F = i6105F ist, und somitdga dgs (16102 F) = —iF J,p Wird. Beim zweiten Term
muss man sich lediglich klar machen, dass nuiriét aus bchstens zwed bzw. § Spinoren ungleich null sein
kdnnen, da wir nicht mehr als zwei Buchstaben zur Mguing haben. Etwas aufwendiger ist es, einzusehen, dass
man die Ableitungdy. durch (84" J)z0, durchziehen kann. Dies gilt, wenn man beachtet, dass zum Schluss
noch mit—Jgs, kontrahiert wird. Wir haben dann.Js.i05. ((67*J)30,) = —Jsa (105a (05(v)syJ15)0y) =
_iJBa((Saé('YV)MJWﬁ)aV = _iJBa('YV)wa“/BaV = —itr(Jy"J)d, = 0.

Im nachsten Schritt vereinfachen wir dies zu
. . ~ = ~ = A A 1.~
DD¢ = —Jg, <—1Ja5F —(09J)a)(03T)gA+ (00) s — (00T)atps + [—1(6;?1])365& + 1(0;?1])@8@3] 2190F) ,

wobei wir 95.0¢ = 0 (élég)t(gi) = 0gaf0s1p = dupils = 1o verwendet haben (und analodr f0ys6v).
Den letzten Ternj. . .|00 F kdnnen wir aufahnliche Weise weiter ausrechnen: Wir erhalten die beiden Aiokdr
(09J)00ps00F = (09J)o0sF = MagF und —(03J)505.00F = (03.J)30,F = Mpg,F. Also insgesamt
JgaMogF — JgaMpoF = JgaMagF + JagMpoF, daJ! = —J ist. Bennennen wir die Indizes in der zwei-
ten Halfte um, so finden wa;m apF + JgaMapF = 2JgoMagF. Einsetzen ergibt danii(0@J)a0gs —
(09J)305.)5100F = +i2(09.J) 02105 F = —(67).F 63, wobei wir zuletzt noch ausgenutzt haben, dagserade
ist. Also Iautet unser gesuchter Ausdruck nun

DD¢ = —Jsa (=iJapF = (09.)a)(00T)sA + (00)st0a — (08])aths — (09.)aF05)
1- _
= =2iF + 25098”8#14 +200¢ 4+ 0.
Um die letzte Zeile zu erhalten, sind wieder ein paar Nebenrechnungen erforderlich. Der erste Term ergibt sich

einfach aus-Jg,Jog = tr(J1J) = trll = 42. Der zweite Term ist leider kompliziert. Wir geben daher hier die
ganze Rechnung an:

Jﬁa(éa‘])u)(é&])ﬁfl = Jﬁa(éég'}/#)éw']"/a)(éa(’YV)UpJPB)ﬁuaVA -
= —J3a(05(7")sySya) (V) ebe) 0,0, A da 0, =
= —(05(7")s7(7")yebe) 0,0, A da  — (=Jsaday)
= 70596(’7#711)566/1,811‘4
= +%§595(7“7”)6681L8,,A mit der Fierz-ldentit

(0" N)a = (J'0)a = —(J0)a
=—(J 1J)ﬁ'y:_6ﬂv

1-
= 5997}’“"51@1 0,0,A da tr(v"9")#O0nurfirpy=v
1- _
= 25998#8#1 = #O0A.
Der dritte Term berechnet sich wie folgt:

~Jpa (090) 50 — (00))at0s) = —JpabsPsrJypta + Jpabs Do Jyatds
= b5 D5 0yatha + 05 D5,0v8Y8
= OsP500a + 05 Dsas
= 2090.



Der letzte Term, also dié)', ergibt sich schlieR3lich aus dem Beitrag

+Ja(001)aFbs = Jga(07"J)ab5(0,F)
(07"T)a(0.7)a (0, F)
(07" TJ60) (8, F)

—(07"0)(0,.F)
= 0 da 0,(v")apls = —0102tr(y") = 0.

Das endgltige Resultat ist also
_ _ 1_
DD¢ =2 (—iF + 09 + 500 DA) .

Das nuissen wir, um die vollgindige Lagrange-Dichte zu erhalten, mit multiplizieren. Da alle Spinoren reell
sind, ist¢™ einfach gegeben als
_ 1
ot = (A + ih + 21F09) .
Nun brauchen wir nicht alles auszumultiplizieren, da in der Wirkung nur der Term die Integratibeerdie
Grassmann-Variablefy, Uberleben kann, der proportional @19, ist. Wir finden damit

%¢+DD¢ % (A +if + ;iF%) (—iF + O+ %9’9 DA)

1- /1 1 1 - ) ]
— 500 (2A DA+ S F — 211#61&) +0((0)") +0((0)")
_ _%9192 (—ADA - F2 +ig@y) .

Hierbei haben wir wieder eine Fierz-lde@tiverwendet, um den Ter(wo) (6 7)) = (64)(09v) = —5(66) (¥ Pv)
umzuschreiben.

Die Wirkung ist dann bis auf Obe#thenterme, die durch eine partielle Integration entsteher UM in
0"A0,,A umzuschreiben, gegeben durch

Sy = —% /d% (DADA + i@y — F?) .

Man kann nun nachrechnen, dass diese Wirkung, bis auf @beefhterme, invariant unter den einzelnen Varia-
tionend A, 6 und§ F' der Komponenten-Felder ist. Die Bewegungsgleichungen der Felderisirddie Klein-
Gordon-Gleichungdr ein freies, masseloses skalares Faldy/f die Dirac-Gleichungiir ein freies, masseloses
Spin% Fermion, und fir F' lautet sie einfachF" = 0. Das FeldF' propagiert also nicht, sondern ist ein reines
Hilfsfeld. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, kann m&raber nicht einfach so identisch null setzen, da zum
einend F' auch dann einen Beitrag liefert, wenn ZghstF null gesetzt wurde, zum anderéhin §v auftritt. In

der Tat ist nach Einsetzen vdn= 0 Supersymmetrie nur noch “on-shell” realisiert, also nur noch modulo Terme,
die durch Einsetzen der Bewegungsgleichungemf und ) verschwinden. In der Vorlesung haben wir gezeigt,
dass iir die truncierten VariationefiA = iy unddy = JAe (es gibt dann keine VariatiofiF') in der Tat der
Kommutator zweier Variationef, ¢’|¢> o< a* P, nur dann proportional zu einer Translation ist (ad$odurfen
keine Spinor-Indizes tragen), wenn gleichzeiffig) = 0 gefordert wird.



