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EICHINVARIANZ IM NICHT -ABELSCHEN FALL

In der Vorlesung wurde skizzenhaft angedeutet, wie eine global supersymmetrische Theorie invariant unter nicht-
abelschen Eichgruppen gemacht werden kann. Die Eichgruppe seiG mit Lie-Algberag. Die Generatoren der Lie-
Algebra seienXa, a = 1, . . . ,dim g. Unsereübliche Vorstellung von Materie auf einem “fundamentalen” Level
ist die, dass deren elementaren Bausteine in irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppen transformieren.
Es bezeichneρλ eine irreduzible Darstellung vong auf einem VektorraumVλ zu einem Ḧochstgewichtλ. Wir
gehen hierbei davon aus, dass die Lie-Gruppe halb-einfach ist, so dass die irreduziblen Darstellungen in der Tat
Höchstgewichtsdarstellungen sind. Wir bezeichnen abkürzendta = ρλ(Xa). Wir erwarten nun, dass im susy Fall,
wo wir Materie durch chirale Felder beschreiben, diese unter Eichtransformationen gemäß

Φ 7→ Φ′ = exp(−2igΛat
a)Φ , Φ† 7→ Φ†′ = Φ† exp(2igΛ†

at
a)

transformieren. Hierbei ist der Faktor2 reine Konvention,g ein Kopplungsparameter, undΛa sind chirale Su-
perfelder. Das FeldΦ ist naẗurlich ein Vektor im RaumVλ, und dieta sind i.a. hermitesche Matrizen, die die
irreduzible Darstellung aufspannen, zu derΦ geḧort. Es gilt also[ta, tb] = ifab

ct
c. In Komponenten ist demnach

Φ′k = (exp(−2igΛat
a))j

kΦk und(ta)j
k = (ρλ(Xa))j

k sind die Matrixelemente der Darstellungsmatrizenta der
GeneratorenXa.

Auf ganzähnliche Weise kann man Eichkovarianz auch für Vektorfelder einf̈uhren. Da diese im allgemeinen
die Wechselwirkung vermitteln sollten, die durch die Eichgruppe beschrieben wird, transformieren die Vektorfelder
in der adjungierten Darstellung. Analog zum abelschen Fall, wo wir die Form des Vektorfeldes durch addieren
eines geeignet geẅahlten Ausdrucks aus chiralen Feldern vereinfachen und gleichzeitig eineU(1) Eichung der
Komponente des Vektorpotentials vornehmen können, setzen wir auch hier die Eichtransformation in der Form

exp(2gV ′
aT

a) = exp(−i2gΛ†
aT

a) exp(2gVaT
a) exp(i2gΛaT

a)

an. Die GeneratorenT a = ad(Xa) sind in der adjungierten Darstellung,(T a) c
b = f c

ab .
Damit läßt sich ein eichinvarianter Ausdruck angeben, der den alten Ausdruck für die kinetische Energie

ersetzt, n̈amlich
Φ†ρλ(exp(2gT aVa))Φ .

In der Tat ergibt sich unter einer Eichtransformation

(Φ†ρλ(exp(2gT aVa))Φ)′ = Φ† exp(2igtaΛ†
a) ρλ(exp(−i2gΛ†

aT
a) exp(2gVaT

a) exp(i2gΛaT
a)) exp(−2igtaΛa)Φ

= Φ†ρλ(exp(2gT aVa))Φ ,

da Darstellungen Gruppen- bzw. Algebren-Homomorphismen sind. Es gilt also insbesondereρλ(exp(2g T aVa)) =
exp(2g taVa) und in Komponenten liest sich der eichinvariante kinetische Term alsΦ†

j(exp(2g taVa))j
kΦk.

Infinitesimale Transformationen. Im folgenden verwenden wir die AbkürzungenΛ = 2g taΛa undV = 2g taVa. Die
konkrete Darstellungta = ρλ(Xa) sei fest geẅahlt und wird von nun an nicht mehr explizit notiert. Infinitesimale
Transformationen sind solche, für die wir nur Terme linear inΛ ber̈ucksichtigen m̈ussen. Damit ergibt sich zum
Beispiel f̈ur

exp(V ′)− exp(V ) = δV + 1
2 (δV V + V δV ) + 1

6 (δV V 2 + V δV V + V 2 δV ) + . . .

mit δV = V ′ − V , wenn wir die Transformation mit infinitesimalemΛ einsetzen,

exp(−iΛ†) exp(V ) exp(iΛ)− exp(V ) = i(Λ− Λ†) + i(V Λ− Λ†V ) + 1
2 i(V 2Λ− Λ†V 2) + . . .

Das kann man nun nachδV auflösen, und erḧalt den Beginn einer Störungsreihe,

δV = i(Λ− Λ†) + 1
2 i[V,Λ + Λ†] + 1

12 i[V, [V,Λ− Λ†]] + . . .

Bei diesen Rechnungen muss man natürlich die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel verwenden. Für die einzelnen
Komponenten des Superfeldes ergibt dies für den Fall der adjungierten Darstellung

V ′
a − Va = i(Λa − Λ†

a)− gf bc
a Vb(Λc + Λ†

c)− 1
3 ig2f bc

a f de
c VbVd(Λe − Λ†

e) + . . .

In der Tat liefern die ersten beiden Terme dieübliche Eichtransformation eines nicht-abelschen Vektorpotentials.
Es bezeichneϕa den f̈uhrenden skalaren Term des chiralen FeldesΛa. Dann gilt f̈ur das Vektorpotential

V ′a
µ = V a

µ + ∂µ(ϕa + ϕa†) + gfa
bc(ϕ

b + ϕb†)V c
µ ,

wobei wir den Gruppenindex jetzt der besserenÜbersichtlichkeit halber nach oben geschrieben haben.
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Wess-Zumino-Eichung. Natürlich arbeitet man gerne in der Wess-Zumino-Eichung für Vektor-Superfelder. Allerdings
zersẗort eine Eichung mit einem beliebigen chiralen FeldΛa die Wess-Zumino-Eichung, d.h.,V ′a ist nicht l̈anger
in dieser Eichung. Allerdings kann manV ′a durch eine Supersymmetrie-Transformation wieder in Wess-Zumino-
Eichung bringen. Ohne dass man das extra angibt, wollen wir im folgenden davon ausgehen, dass auchV ′a wieder
in Wess-Zumino-Eichung gebracht worden ist, so dass keine Terme auftreten können, die kubisch oder höherer
Ordnung inV sind, alsoV ′aV ′bV ′c = 0. Wählt man nunΛ so, dass auchV aV bΛc = 0 ist, dann verschwinden
in der Transformation des Vektorpotentials alle Terme dritter oder höherer Ordnung, und wir erhalten für Wess-
Zumino-geeichte Felder

δVWZ = i(Λ− Λ†) + 1
2 i[VWZ,Λ + Λ†] .

Kovariante Ableitungen. Um eine susy Variante einer nicht-abelschen Feldstärke konstruieren zu k̈onnen, ben̈otigen
wir Ableitungen, die sowohl supersymmetrisch kovariant als auch eichkovariant sind. Solche Ableitungen∇A,
A = µ, α, α̇, haben dann die Eigenschaft, dass sie mit der Eichung vertauschen,(∇AΦ)′ = exp(−iΛ)(∇AΦ).
Offensichtlich erf̈ullt ∇A diese Eigenschaft, wenn∇′

A = exp(−iΛ)∇A exp(iΛ) gilt. Man beachte, dass die ko-
variante Ableitung abḧangig von der Wahl der Darstellung ist! Das muss auch so sein, weil sie ja auf ein chirales
Feld angewandt wird, das in der Darstellungρλ transformiert. Wir k̈onnen nun ausnutzen, dassΛ ein chirales Feld
ist. Damit haben wir̄Dα̇Λ = 0 = DαΛ†. Die einfache Wahl∇α̇ = D̄α̇ ergibt dann naẗurlich∇′

α̇ = ∇α̇. Wenn wir
nun∇α = exp(−V )Dα exp(V ) wählen, wobeiV wieder in der korrekten Darstellung zu nehmen ist, finden wir

∇′
α = exp(−V ′)Dα exp(V ′) = exp(−iΛ)∇α exp(iΛ) ,

wie wir es wollen. Dieses Ergebnis folgt, wenn man einfach die oben beschriebene Eichtransformation für das
Vektor-Superfeld einsetzt. Die verbleibende kovariante Ableitung∇µ läßt sich dann aus der susy Algebra bestim-
men, n̈amlich via

{∇α,∇α̇} = 2iσµ
αα̇∇µ ,

was aber eine längere Rechnung nach sich zieht. In der oben angegebenen Form für ∇α wirkt die susy kovari-
ante AbleitungDα sowohl auf das nachstehendeexp(V ), als auch auf alles, worauf∇α angewandt wird. Dies
läßt sich leicht umformen zu∇α = Dα + exp(−V ) (Dα exp(V )). In dieser Schreibweise wird klar, dass der
zweite Term einem supersymmetrischen Eichzusammenhang entspricht,Γα = i exp(−V ) (Dα exp(V )). Dieser
Zusammenhang transformiert unter Eichungen gemäß

Γ′α = i exp(−V ′) (Dα exp(V ′)) = exp(−iΛ)Γα exp(iΛ) + i exp(−iΛ) (Dα exp(iΛ)) .

Man beachte, dass im abelschen Fall der Zusammenhang nichts anderes ist alsΓα = 2i gDαV . Vergleicht man,
wie wir in der Vorlesung die susy Feldstärke einer abelschen susy Eichtheorie eingeführt haben, so liegt es nahe,
auch im nicht-abelschen Fall den Ansatz

Wα = (2ig)−1D̄2Γα = (2ig)−1D̄2 exp(−V ) (Dα) exp(V ))

zu machen. Diese Feldstärke transformiert in der Tat kovariant, da der inhomogene Term in der Transformation zu
Γ′α unter der Wirkung von̄D2 wegf̈allt, daΛ chiral ist. In der Wess-Zumino-Eichung ist der Eichzusammenhang
recht einfach. Entwickelt man nämlich den Ausdruck in Potenzen vonV , soüberleben nur die ersten beiden Terme,

−iΓα = DαV + 1
2 [D − αV, V ] .

Für die Komponenten der Feldstärke ergibt dies:

W a
α = D̄2DαV

a + i g fa
bcD̄

2(DαV
b)V c ,

wobei der zweite Term gerade die gewöhnliche Ableitung in eine eichkovariante Ableitung umwandelt. Entwickeln
wir dieses Feld in seine susy Komponenten, so finden wir mit der in der Vorlesung eingeführten Notation f̈ur chirale
Felder

W a
α(y) = 4iλa

α +
(
4δ β

α Da(y) + 2i(σµσ̄ν) β
α F a

µν(y)
)
θβ + 4θ2σµ

αα̇Dµλ̄
aα̇(y) ,

wobei die Komponenten gegeben sind durch

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − g fa

bcA
b
µA

c
ν ,

Dµλ̄
aα̇ = ∂µλ̄

aα̇ − g fa
bcA

b
µλ̄

cα̇ .

Wirkungen. Damit haben wir alles zusammen, um den (reinen) eichinvarianten und supersymmetrischen Anteil einer
Lagrange-Dichte, der durch die Feldstärke gegeben ist, anzugeben, und zwar in der Wess-Zumino-Eichung:

LV = 1
64

[
(W aαWaα) + (W a †

α W α†
a )

]
F

= − 1
4F

a
µνF

µν
a + iλaσµDµλ̄a + 1

2D
aDa .

2



Man verwende ein wenig Sorgfalt darauf, die diversen Indizes und deren Bedeutung auseinander zu halten. Auf
analoge Weise kann man die Lagrange-Dichte für Multiplets chiraler Materie angeben. Der Unterschied zum abel-
schen Fall ist lediglich der, dass manüberall die korrekten, nicht-abelschen Versionen der eichkovarianten Ablei-
tungen einsetzen muss:

LΦ =
[
Φ† exp(V )Φ

]
D

= (Dµφ)†(Dµφ) + iψσµD†
µψ̄ + F †F + i

√
2g(φ†taλaψ − ψ̄taλ̄aφ) + gφ†taDaφ ,

wobei wie zu erwartenDµφ = ∂µφ+ ig taAaµφ ist.

In realistischen physikalischen Theorien habt man im allgemeinen mehr als ein chirales Multiplet. Die Ver-
schiedenen MultipletsΦ(i) transformieren dabei m̈oglicherweise in verschiedenen Darstellungenρλ(i) der Eich-
gruppeG. Naẗurlich müssen wir dann f̈ur die MatrixV diejenige einsetzen, die sich durch Konstruktion in der
Darstellungt(i)a = ρλ(i)(Xa) der Generatoren ergibt. Wir erhalten dann für jedes solche Multiplet einen Beitrag
LΦ(i) . Hinzu kommt dann noch ein weiterer Term zur vollständigen Lagrange-Dichte, nämlich die Wechselwir-
kung, die durch das Superpotential beschrieben wird. Der Wechselwirkungsterm hat die Form

Limt =
[
W ({Φ(i)}) ∗ h.c.

]
F
,

und muss unter der Wirkung der EichgruppeG invariant sein. F̈ur renormierbare Theorien kann fernerW höchstens
kubisch in den SuperfeldernΦ(i) sein. Die Hilfsfelder lassen sich wie gewohnt eleminieren,

F (i)† = − ∂W

∂φ(i)
,

Da = −
∑

i

g φ(i)†ρλ(i)(Xa)φ(i) .

Das tree-level effektive Potential hat dann die Form

Veff({φ(i)}) =
∑

i

∣∣∣∣ ∂W∂φ(i)

∣∣∣∣2 + 1
2g

2
∑

a

(∑
i

φ(i)†ρλ(i)(Xa)φ(i)

)2

.

Susy QCD. Als einfachstes Beispiel betrachten wir supersymmetrische QCD mit nur einer Geschmacksrichtung an
Quark(s). Wie im abelschen Fall benötigen wir für ein massives geladenes Teilchen und sein Antiteilchenzwei
chirale Supermultiplets,ΦS undΦT für die links-chiralen Komponenten des Quark- bzw. Antiquark-Feldes. Die
hermitesch konjugierten Superfelder beschreiben dann die rechts-chiralen Komponenten. Die Quarks transformie-
ren in der3 irrep vonSU(3), und die entsprechenden Darstellungsmatrizen der Generatoren seienρ3(Xa) = ta.
Die Antiquarks transformieren dann in der3̄ irrep, deren Darstellungsmartizen dieta∗ = ρ3̄(Xa) sind. Also:

ΦS 7→ Φ′
S = exp(−2igtaΛa)ΦS , ΦT 7→ Φ′

T = exp(+2igta∗Λa)ΦT .

Damit folgt, dass der transponierte Vektor(ΦT )t gem̈aß(ΦT )t 7→ (ΦT )t exp(2igtaΛa) transformiert. Als einfach-
stes Superpotential bietet sich daherW (ΦS ,ΦT ) = −m(ΦT )tΦS an, was per constructionemSU(3)-invariant
ist.

Für das effektive Potential auf tree-level, wenn man die Theorie um den Fall konstanter Felder entwickelt,
findet man damit

V (φS , φT ) = m2(φ†SφS + φ†TφT ) + 1
2g

2(φ†St
aφS − φ†T t

a∗φT )2 ,

wobeig die QCD Kopplungskonstante bezeichnet. Das effektive Potential enthält nur die skalaren Komponenten
der chiralen Felder. Den vollen Lagrangian drückt man meist in 4er-Spinoren aus, also in Termen des Dirac-
SpinorfeldesΨD für das Quark und des Majorana-SpinorfeldΛa

M für das Gaugino. So erhält man bereits in diesem
allereinfachsten Fall einen ziemlich länglichen Ausdruck f̈ur den Lagrangian in den Komponeten, nämlich

L = iΨ̄Dγ
µDµΨD −mΨ̄DΨD + (DµφS)†(DµφS)−m2φ†SφS + (Dµφ∗T )†(Dµφ

∗
T )−m2φ†TφT

− 1
2g

2(φ†St
aφS − φt

T t
aφ∗T )2

+ 1√
2
g
∑

a

[Λ̄a
M (φ†S + φt

T )taΨD + Λ̄a
M (φt

T − φ†S)iγ5t
aΨD − Ψ̄Dt

a(φS + φ∗T )Λa
M + Ψ̄Dt

a(φ∗T − φS)iγ5Λa
M ]

− 1
4F

a
µνF

µν
a + 1

2 i
∑

a

Λ̄a
MγµDµΛa

M ,

wobei die susy- und eich-kovarianten Ableitungen gegeben sind durchDµφS = ∂µφS + igtaAaµφS , sowie
DµΛa

M = ∂µΛa
M − gfa

bcA
b
µΛc

M etc.
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Susy elektroschwache Theorie.Ein weiteres Beispiel, das man als Vorbereitung für ein supersymmetrisch erweitertes
Standardmodell sehen kann, ist eine susy Version der elektroschwachenSU(2)L × U(1)Y Eichtheorie. Die ent-
scheidende Komplikation hierbei ist die Konstruktion einer susy Version des nicht-abelschen Higgs-Mechanisnus,
die wir ben̈otigen, um die Eichinvarianz zu brechen und den Teilchen Masse zu geben. Wir müssen also zum einen
chirale Superfelder für jede chirale Komponente der bekannten Fermionen einführen, zum anderen aber müssen
wir auch die Felder der elektroschwachen Higgs-Skalare chiralen Superfeldern zuweisen.

Man könnte nun auf die Idee kommen, die Higgs-Skalare in dieselbenSuperfelder zu stecken, der wir auch
für einige der bekannten Fermionen verwenden. Es sei z.B.Φ(EL) ein chirales Supermultiplet, das zum einen das
Elektron-Doublet(νeL, eL) entḧalt, zum anderen aber auch eine skalare Doubletn-Komponente mit den gleichen
elektrischen Ladungen,(ν̃eL, ẽL). Diese skalare Komponente könnte man nun versucht sein, zur Generierung von
Masse f̈ur die down-artigen Quarks und geladenen Leptonen zu verwenden. In einer nicht-supersymmetrischen
Theorie erhalten die up-artigen Quarks ihre Masse, indem man das ladungskonjugierte Doublet(−ẽc

L, ν̃
c
eL) ver-

wendet. In einer supersymmetrischen Theorie ist dieses ladungskonjugierte Doublet jedoch mit denrechts-chiralen
Antiteilchen(−ec

R, ν
c
eR) verkn̈upft, das inΦ†(EL) auftritt. Daher kann es nicht im SuperpotentialW (Φ(i)) auf-

treten, da letzteres vollständig aus links-chiralen Superfeldern konstruiert werden muss. Um also den up-artigen
Quarks eine Masse geben zu können, m̈ussen wir ein neues links-chirales Supermultiplet einführen,Φ(H1), das
IsospinI = 1

2 und HyperladungY = 1
2 besitzt. Es entḧalt ein skalares Doublet(H+

1 ,H
0
1 ), allerdings auch ein

geladenes chirales Fermion. Man muss diesem neuen Fermion eine Dirac-Masse geben, da eine Majorana-Masse
Ladungserhaltung verletzen würde. In jedem Fall ben̈otigen wir einen Masseterm für das skalare Doublet, um die
gewünschte spontane Symmetriebrechung herbeiführen zu k̈onnen. Die einfachste L̈osung ist, ein weiteres chirales
SupermultipletΦ(H2) zu fordern, das IsospinI = 1

2 und HyperladungY = − 1
2 besitzt. Es entḧalt das skalare

Doublet(H0
2 ,H

−
2 ). Dies ergibt einen symmetrische Ansatz, bei demΦ(H2) verwendet wird, um den down-artigen

Quarks und den geladenen Leptonen Masse zu geben,Φ(H1) hingegen, um den up-artigen Quarks massiv werden
zu lassen. In der sogenanntenminimalsupersymmetrisch erweiterten elektroschwachen Theorie hat man alsozwei
chirale Supermultiplets zusätzlich zu denen, die man für die bekannten Materiefelder benötigt.

Experimentell weiß man heute, dass es in der Tat genau drei Generationen von Teilchen gibt. Die entspre-
chenden drei Doublet Superfelder, die die (links-chiralen) Lepton-Doubletsl = e, µ, τ enthalten, bezeichen wir
mit L(l). Analog bezeichnen wir die Superfelder, in denen die Quark-Doublets sitzen, mitQ(f), f = 1, 2, 3, und
unterdr̈ucken den Index f̈ur die Farbladung, der in der3 irrep derSU(3) läuft. Die Singelt-Superfelder bezeichnen
wir mit lc,U c(f) undDc(f), wobei die drei m̈oglichen Familien, die der Indexf angibt, die Geschm̈ackeru, c, t für
U (f) angibt, und die Geschm̈ackerd, s, b fürD(f). Das hochgestellte()̇c steht, wie zuvor, f̈ur Ladungskonjugation,
und wieder ist der Farbladungsindex unterdrückt, der f̈ur die ladungskonjugierten Quarks natürlich in der3̄ irrep
läuft. Um die Notation weiter knapp zu halten, wollen wir auch die beiden Higgs-Doublets einfach durchH1 und
H2 abk̈urzen. Um nun endlich die Massen für die geladenen Leptonen und die Quarks zu erzeugen, benötigen wir
Yukawa-Kopplungen, die sich aus demF -Term eines Superpotentials der Form

W =
∑

l

m(l)
[
L(l)t(iτ2)H2

]
lc +

∑
f,f ′

m
(d)
ff ′

[
Q(f)t(iτ2)H2

]
Dc(f ′) +

∑
f,f ′

m
(u)
ff ′

[
Q(f)t(iτ2)H1

]
U c(f ′) .

ergeben. Hierbei sindm(u) undm(d) die Massenmatrizen der up-artigen und down-artigen Quarks, bzw. sind
proportional zu diesen. Der Faktor(iτ2) ist nichts anderes alsεαβ , und wird ben̈otigt, um einSU(2) Singulet aus
zwei Doublets unter der internen Symmetriegruppe zu konstruieren. In den beiden Termen, in denen die Quarks
vorkommen, muss man natürlich auchüber die Farbladungen summieren.

Die restlichen Anteile der Lagrange-Dichte sind mit dem, was wir bis jetzt gelernt haben, schnell hinzu-
schreiben. Zun̈achst ben̈otigen wir Feldsẗarken f̈ur dieSU(2) und dieU(1) Eichtheorien. Wie solche Feldstärken
aussehen, wissen wir bereits:

W i
α = D̄2DαW

i + igweakε
ijkD̄2(DαW

j)W k , i ∈ {1, 2, 3} ,
Bα = D̄2DαB ,

wobei wir für die nicht-abelsche Feldstärke der schwachen Wechselwirkung Wess-Zumino-Eichung verwendet
haben undW i undB Vektorsuperfelder bezeichnen. Damit ergibt sich die supersymmetrische Lagrange-Dichte
für den reinen Eichtheorie-Anteil zu

LV =
1
64

[
W iαWiα +W i†

α W
α†
i + 2BαBα

]
F
.

Zu guter letzt m̈ussen wir noch die Wechselwirkung der Eich-Supermultipletts mit der chiralen Materie und den
Higgs-Supermultipletts angeben. Diese ist in ihrer Form allerdings vollständig durch die Quantenzahlen des schwa-
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chen Isospins und der Hyperladung der Materiefelder festgelegt. Man findet mit den Notationen von oben:

LΦ =

[∑
l

L(l)† exp(igweakτ ·W − ige.m.B)L(l)

+
∑

f

Q(f)† exp(igweakτ ·W +
1
3
ige.m.B)Q(f)

+
∑

f

U c(f)† exp(−4
3
ige.m.B)U c(f) +

∑
f

Dc(f)† exp(+
2
3
ige.m.B)Dc(f) +

∑
l

lc† exp(+2ige.m.B)lc

+ H†
1 exp(igweakτ ·W + ige.m.B)H1 +H†

2 exp(igweakτ ·W − ige.m.B)H2

]
D

.

Es sei als (allerdings längliche)Übungsaufgabëuberlassen, die gesamte Lagrange-Dichte hinzuschreiben, in Kom-
ponenten-Feldern auszudrücken und die Hilfsfelder zu eliminieren. Man kann allerdings schon an den einzelnen
Anteilen der Lagrange-Dichte absehen, dass supersymmetrische vereinheitliche Theorien, wie das supersymme-
trisch erweiterte Standardmodell, sehr große Lagrange-Dichten besitzen, die – ausgeschrieben – mehrere Seiten
füllen.
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