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EICHINVARIANZ IM NICHT -ABELSCHEN FALL

In der Vorlesung wurde skizzenhaft angedeutet, wie eine global supersymmetrische Theorie invariant unter nicht-
abelschen Eichgruppen gemacht werden kann. Die EichgruppérséilLie-Algberag. Die Generatoren der Lie-
Algebra seienX“, a = 1,...,dim g. Unserelibliche Vorstellung von Materie auf einem “fundamentalen” Level

ist die, dass deren elementaren Bausteine in irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppen transformieren.
Es bezeichng, eine irreduzible Darstellung vom auf einem VektorraunV, zu einem Hbchstgewicht\. Wir

gehen hierbei davon aus, dass die Lie-Gruppe halb-einfach ist, so dass die irreduziblen Darstellungen in der Tat
Hochstgewichtsdarstellungen sind. Wir bezeichneried#adt® = p, (X*). Wir erwarten nun, dass im susy Fall,

wo wir Materie durch chirale Felder beschreiben, diese unter Eichtransformationéft gem

B @ = exp(—2ig At D, & Y = & exp(2ig ATt?)

transformieren. Hierbei ist der Fakt@rreine Konventiong ein Kopplungsparameter, untl, sind chirale Su-
perfelder. Das Feld ist natirlich ein Vektor im RaumV/y, und diet* sind i.a. hermitesche Matrizen, die die
irreduzible Darstellung aufspannen, zu degetort. Es gilt alsgft®, t°] = if* t°. In Komponenten ist demnach
" = (exp(—2ig A,t7))’, @F und (t%)7, = (pA(X*))’, sind die Matrixelemente der Darstellungsmatrizeder
GeneratorerX *.

Auf ganzahnliche Weise kann man Eichkovarianz adihvektorfelder einfihren. Da diese im allgemeinen
die Wechselwirkung vermitteln sollten, die durch die Eichgruppe beschrieben wird, transformieren die Vektorfelder
in der adjungierten Darstellung. Analog zum abelschen Fall, wo wir die Form des Vektorfeldes durch addieren
eines geeignet geihlten Ausdrucks aus chiralen Feldern vereinfachen und gleichzeitig/gineEichung der
Komponente des Vektorpotentials vornehménten, setzen wir auch hier die Eichtransformation in der Form

exp(2gVIT*) = exp(fngAlTa) exp(2gV,T?) exp(i2gA,T%)

an. Die Generatorefi“ = ad(X®) sind in der adjungierten Darstellun@*),’ = f,,°.
Damit lai3t sich ein eichinvarianter Ausdruck angeben, der den alten Ausdiudkefkinetische Energie
ersetzt, @mlich

T py(exp(29T?V,)) @ .
In der Tat ergibt sich unter einer Eichtransformation
(®Tpr(exp(29T?V,)) @) = &Fexp(2igt®Al) pa(exp(—i2gAIT®) exp(29VaT?) exp(i2gA,T)) exp(—2igt®A,)®
= O py(exp(29TV,)) @,

da Darstellungen Gruppen- bzw. Algebren-Homomorphismen sind. Es gilt also insbes@r(dep@g TV,)) =
exp(2¢g t*V,) und in Komponenten liest sich der eichinvariante kinetische Ter@}s(lsxp(Qg tV,))”, .

Infinitesimale Transformationen. Im folgenden verwenden wir die Allkzungem = 2gt*A, undV = 2¢gt*V,. Die
konkrete Darstellungf® = p,(X?) sei fest gewhit und wird von nun an nicht mehr explizit notiert. Infinitesimale
Transformationen sind solchedjrfdie wir nur Terme linear i\ beriicksichtigen rissen. Damit ergibt sich zum
Beispiel fur

exp(V') —exp(V) =6V + 2(0VV +V V) + (VV>+ VSV V +VZ6V) +...
mit §V =V’ — V', wenn wir die Transformation mit infinitesimalefeinsetzen,
exp(—iAT) exp(V) exp(iA) — exp(V) = i(A — AT) +1(VA — ATV) + 2i(VZA — ATV?) + ...
Das kann man nun nactV’ aufldsen, und erddt den Beginn einer 8tungsreihe,
SV =i(A = A" + L[V,A + AT+ L[V, [V, A = AT]] + ...

Bei diesen Rechnungen muss mariniah die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel verwendei. &lie einzelnen
Komponenten des Superfeldes ergibt digsden Fall der adjungierten Darstellung

Va/ - Va = i(Aa - Ath) - gfabC%(Ac + AZ) - %ig2fabcfcdevbvd(Ae - Al) +..

In der Tat liefern die ersten beiden Terme dldiche Eichtransformation eines nicht-abelschen Vektorpotentials.
Es bezeichne, den fihrenden skalaren Term des chiralen FeligsDann gilt fur das Vektorpotential

Vit = Vi 40" +¢T) + g% (0" + "NV,

wobei wir den Gruppenindex jetzt der bessetirersichtlichkeit halber nach oben geschrieben haben.



Wess-Zumino-Eichung. Natiirlich arbeitet man gerne in der Wess-Zumino-Eichuingviektor-Superfelder. Allerdings
zersbrt eine Eichung mit einem beliebigen chiralen Fafddie Wess-Zumino-Eichung, d.H/® ist nicht langer
in dieser Eichung. Allerdings kann ma&fi* durch eine Supersymmetrie-Transformation wieder in Wess-Zumino-
Eichung bringen. Ohne dass man das extra angibt, wollen wir im folgenden davon ausgehen, dessaigcier
in Wess-Zumino-Eichung gebracht worden ist, so dass keine Terme aufti@taark die kubisch oderdherer
Ordnung inV sind, alsoV’*V’*V’¢ = (. Wahlt man nunA so, dass auck’*V?A¢ = 0 ist, dann verschwinden
in der Transformation des Vektorpotentials alle Terme dritter od@eter Ordnung, und wir erhalteiirfWess-
Zumino-geeichte Felder

Vavz = i(A — AT) + Li[Vayz, A + AT].

Kovariante Ableitungen. Um eine susy Variante einer nicht-abelschen Falttst konstruieren zudnnen, bedtigen
wir Ableitungen, die sowohl supersymmetrisch kovariant als auch eichkovariant sind. Solche Ableitaagen
A = u,a,&, haben dann die Eigenschaft, dass sie mit der Eichung vertaughg®,) = exp(—iA)(V4®).
Offensichtlich eréillt V4 diese Eigenschaft, werii’, = exp(—iA)V 4 exp(iA) gilt. Man beachte, dass die ko-
variante Ableitung aldingig von der Wahl der Darstellung ist! Das muss auch so sein, weil sie ja auf ein chirales
Feld angewandt wird, das in der Darstellyngtransformiert. Wir kknnen nun ausnutzen, dasin chirales Feld
ist. Damit haben wiD,A = 0 = D,A'. Die einfache WahV, = D, ergibt dann nairlich V., = V. Wenn wir
nunV, = exp(—V)D, exp(V') wahlen, wobel” wieder in der korrekten Darstellung zu nehmen ist, finden wir

Vi, =exp(—=V')D, exp(V') = exp(—iA)V, exp(iA),

wie wir es wollen. Dieses Ergebnis folgt, wenn man einfach die oben beschriebene Eichtransforimatias f
Vektor-Superfeld einsetzt. Die verbleibende kovariante Ableitupdant sich dann aus der susy Algebra bestim-
men, ramlich via

{Va,Va} =2i6h,.V,,

was aber einedingere Rechnung nach sich zieht. In der oben angegebenen o¥ry, fwirkt die susy kovari-
ante AbleitungD,, sowohl auf das nachstehendep(17), als auch auf alles, woraiW,, angewandt wird. Dies
laRt sich leicht umformen zW, = D, + exp(—V) (D exp(V)). In dieser Schreibweise wird klar, dass der
zweite Term einem supersymmetrischen Eichzusammenhang entsprickt,iexp(—V) (D, exp(V)). Dieser
Zusammenhang transformiert unter Eichungen@ém

I, =iexp(=V') (Dqexp(V')) = exp(—iA)T, exp(iA) + iexp(—iA) (D, exp(iA)) .

Man beachte, dass im abelschen Fall der Zusammenhang nichts andere¥ jstal gD, V. Vergleicht man,
wie wir in der Vorlesung die susy Feldske einer abelschen susy Eichtheorie eiigdafhaben, so liegt es nahe,
auch im nicht-abelschen Fall den Ansatz

W = (2ig) "' D?T'y, = (2ig) ' D? exp(=V) (Dg) exp(V))

zu machen. Diese Feldske transformiert in der Tat kovariant, da der inhomogene Term in der Transformation zu
I, unter der Wirkung vorD? wegfallt, daA chiral ist. In der Wess-Zumino-Eichung ist der Eichzusammenhang
recht einfach. Entwickelt maramlich den Ausdruck in Potenzen v souberleben nur die ersten beiden Terme,

—ily = D,V + LD —aV, V].
Fur die Komponenten der Feldske ergibt dies:
W =D?D,V®+ig f%, D*(D,V")V©,

wobei der zweite Term gerade die giwliche Ableitung in eine eichkovariante Ableitung umwandelt. Entwickeln
wir dieses Feld in seine susy Komponenten, so finden wir mit der in der VorlesungigingefNotationir chirale
Felder

Wo(y) = 402 + (46,7 D(y) + 2i(c"5") " F2, (y)) 05 + 4020, D, A" (y)

nv

wobei die Komponenten gegeben sind durch
Fi, = 0,AL - 0,4, — g [ ALA,

DA = 9,000 — g fo AbRD

Wirkungen. Damit haben wir alles zusammen, um den (reinen) eichinvarianten und supersymmetrischen Anteil einer
Lagrange-Dichte, der durch die Feléidte gegeben ist, anzugeben, und zwar in der Wess-Zumino-Eichung:

Ly = & (WO Waa) + (W W, %)), = —LFL,FIY + X0 DA, + 4D D,



Man verwende ein wenig Sorgfalt darauf, die diversen Indizes und deren Bedeutung auseinander zu halten. Auf
analoge Weise kann man die Lagrange-DicliteMultiplets chiraler Materie angeben. Der Unterschied zum abel-
schen Fall ist lediglich der, dass méherall die korrekten, nicht-abelschen Versionen der eichkovarianten Ablei-
tungen einsetzen muss:

Lo = [T exp(V)®], = (Do) (D*¢) + o Dlap + FIF +iv2g(¢Tt*Natp — pt*Na) + g8t Dyp ,

wobei wie zu erwarte®,,¢ = 0,,¢ + igt® Ay, ¢ ist.

In realistischen physikalischen Theorien habt man im allgemeinen mehr als ein chirales Multiplet. Die Ver-
schiedenen Multiplet®() transformieren dabei aéglicherweise in verschiedenen Darstellunggn, der Eich-
gruppeG. Natirlich missen wir dannifr die Matrix V' diejenige einsetzen, die sich durch Konstruktion in der
Darstellungt(¥* = p, ) (X®) der Generatoren ergibt. Wir erhalten daiinjedes solche Multiplet einen Beitrag
Lg . Hinzu kommt dann noch ein weiterer Term zur v@lrstigen Lagrange-Dichteamlich die Wechselwir-
kung, die durch das Superpotential beschrieben wird. Der Wechselwirkungsterm hat die Form

Eimt = [W({q)(l)}) *h.c. F )

und muss unter der Wirkung der Eichgrugp@variant sein. Br renormierbare Theorien kann fern&rhdchstens
kubisch in den Superfelde(®) sein. Die Hilfsfelder lassen sich wie gewohnt eleminieren,

; ow
or — 2
= Y ON
Dt = =3 96" hn (Xl

Das tree-level effektive Potential hat dann die Form

2
+30°) (Z o prco <Xa>¢<i>>

Susy QCD. Als einfachstes Beispiel betrachten wir supersymmetrische QCD mit nur einer Geschmacksrichtung an
Quark(s). Wie im abelschen Fall bitigen wir fur ein massives geladenes Teilchen und sein Antiteilcvesi
chirale Supermultipletspg und &1 fur die links-chiralen Komponenten des Quark- bzw. Antiquark-Feldes. Die
hermitesch konjugierten Superfelder beschreiben dann die rechts-chiralen Komponenten. Die Quarks transformie-
ren in der3 irrep vonSU(3), und die entsprechenden Darstellungsmatrizen der Generatorempgeleh) = t*.
Die Antiquarks transformieren dann in d@irrep, deren Darstellungsmartizen di¢ = p3(X*) sind. Also:

Verr( {d)(l Z ‘aqj(z)

Dy — Dy = exp(—2igt*A,)Pg, Pp— P} = exp(+2igt* A,)Pp

Damit folgt, dass der transponierte Vekfdr,)! gemaR(®r)! — (&) exp(2igt®A,) transformiert. Als einfach-
stes Superpotential bietet sich dal€(®g, d1) = —m(P7r)'®g an, was per constructionesl/ (3)-invariant
ist.
Fur das effektive Potential auf tree-level, wenn man die Theorie um den Fall konstanter Felder entwickelt,
findet man damit

V(gs, or) = m*(¢hds + dhor) + 397 (8505 — 65t™ dr)°
wobeig die QCD Kopplungskonstante bezeichnet. Das effektive Potentighkemtlr die skalaren Komponenten
der chiralen Felder. Den vollen Lagrangiarickt man meist in 4er-Spinoren aus, also in Termen des Dirac-
Spinorfeldesl , fur das Quark und des Majorana-Spinorfalf} fir das Gaugino. So eift man bereits in diesem
allereinfachsten Fall einen ziemlichriglichen Ausdruckifr den Lagrangian in den Komponeteapnlich
L = Wpy"DVp, —mUpV, + (Dleg) (Dugs) — m2¢2¢s + (D"67) (Duot) — m2¢;“¢T
— 59° (@5t b — St 97’
+ \/gz [Af4 (65 + $)t" W p + Afy (¢ — 0)inst* U — Upt® (65 + 07)AG; + Upt® (9 — ds)insAf]

— FFLEM 413> A MDA,

wobei die susy- und eich-kovarianten Ableitungen gegeben sind dDpehy = 0,¢s + igt®Aq.ds, sowie
DuAgy = 0ulyy — gf bcAZA etc.



Susy elektroschwache Theorie Ein weiteres Beispiel, das man als Vorbereitutigdin supersymmetrisch erweitertes
Standardmodell sehen kann, ist eine susy Version der elektroschwath@n; x U(1)y Eichtheorie. Die ent-
scheidende Komplikation hierbei ist die Konstruktion einer susy Version des nicht-abelschen Higgs-Mechanisnus,
die wir berdtigen, um die Eichinvarianz zu brechen und den Teilchen Masse zu gebenilgdemalso zum einen
chirale Superfelderifr jede chirale Komponente der bekannten Fermioneriieieh, zum anderen aberissen
wir auch die Felder der elektroschwachen Higgs-Skalare chiralen Superfeldern zuweisen.

Man konnte nun auf die Idee kommen, die Higgs-Skalare irsdibenSuperfelder zu stecken, der wir auch
fur einige der bekannten Fermionen verwenden. Es seilf.B;,) ein chirales Supermultiplet, das zum einen das
Elektron-Doublet(v.,, ;) enttalt, zum anderen aber auch eine skalare Doubletn-Komponente mit den gleichen
elektrischen Ladungelfy.r, €1 ). Diese skalare Komponent&hnte man nun versucht sein, zur Generierung von
Masse {@ir die down-artigen Quarks und geladenen Leptonen zu verwenden. In einer nicht-supersymmetrischen
Theorie erhalten die up-artigen Quarks inre Masse, indem man das ladungskonjugierte Deétplet ;) ver-
wendet. In einer supersymmetrischen Theorie ist dieses ladungskonjugierte Doublet jedochreaittieiralen
Antiteilchen (—e$,, v%5) verknipft, das in®f(Ey) auftritt. Daher kann es nicht im Superpotentiel{ @) auf-
treten, da letzteres volisndig aus links-chiralen Superfeldern konstruiert werden muss. Um also den up-artigen
Quarks eine Masse geben zoirken, nissen wir ein neues links-chirales Supermultipletiginén,®(H, ), das
Isospinl = % und Hyperladung” = % besitzt. Es entlit ein skalares DoublétH;", HY), allerdings auch ein
geladenes chirales Fermion. Man muss diesem neuen Fermion eine Dirac-Masse geben, da eine Majorana-Masse
Ladungserhaltung verletzerinde. In jedem Fall beitigen wir einen Masseterniif das skalare Doublet, um die
gewlnschte spontane Symmetriebrechung heiibeén zu knnen. Die einfachstedsung ist, ein weiteres chirales
Supermultiplet®(H,) zu fordern, das Isospih = % und Hyperladung” = —% besitzt. Es enthlt das skalare
Doublet(HY, H, ). Dies ergibt einen symmetrische Ansatz, bei def#/,) verwendet wird, um den down-artigen
Quarks und den geladenen Leptonen Masse zu géhiéhy,) hingegen, um den up-artigen Quarks massiv werden
zu lassen. In der sogenanntamimal supersymmetrisch erweiterten elektroschwachen Theorie hat marvadgo
chirale Supermultiplets zagzlich zu denen, die mafiif die bekannten Materiefelder Liigt.

Experimentell weil3 man heute, dass es in der Tat genau drei Generationen von Teilchen gibt. Die entspre-
chenden drei Doublet Superfelder, die die (links-chiralen) Lepton-Doublets, 1, 7 enthalten, bezeichen wir
mit L. Analog bezeichnen wir die Superfelder, in denen die Quark-Doublets sitze@fijtf = 1,2,3, und
unterdiicken den Indexifr die Farbladung, der in d&irrep derSU (3) lauft. Die Singelt-Superfelder bezeichnen
wir mit 7¢, U¢(") und DY), wobei die drei rbglichen Familien, die der Indeikangibt, die Geschickeru, ¢, ¢ filr
U angibt, und die Geschackerd, s, b fir D). Das hochgestelltg® steht, wie zuvor,iir Ladungskonjugation,
und wieder ist der Farbladungsindex untéiakt, der fir die ladungskonjugierten Quarks aich in der3 irrep
lauft. Um die Notation weiter knapp zu halten, wollen wir auch die beiden Higgs-Doublets einfach/iutetd
H, ablirzen. Um nun endlich die Masséir fdie geladenen Leptonen und die Quarks zu erzeugeiitigen wir
Yukawa-Kopplungen, die sich aus ddmTerm eines Superpotentials der Form

W = ;m(l) [L(l)t(iTz)Hz} 1“4+ ;mgf?z {Q(f)t(iTz)Hz} DU 4 ;m?})/ {Q(f)t(iTz)HJ et

ergeben. Hierbei sinch(® und m(? die Massenmatrizen der up-artigen und down-artigen Quarks, bzw. sind
proportional zu diesen. Der Fakt(it) ist nichts anderes als, 3, und wird beidtigt, um einSU (2) Singulet aus

zwei Doublets unter der internen Symmetriegruppe zu konstruieren. In den beiden Termen, in denen die Quarks
vorkommen, muss man natich auchiber die Farbladungen summieren.

Die restlichen Anteile der Lagrange-Dichte sind mit dem, was wir bis jetzt gelernt haben, schnell hinzu-
schreiben. Zuachst beitigen wir Feldsirken fir die SU(2) und dieU (1) Eichtheorien. Wie solche Feldsken
aussehen, wissen wir bereits:

Wi = D?*D W' +igyeare"* D> (D WHWHE i€ {1,2,3},
B, = D?D,B,

wobei wir fur die nicht-abelsche Feldske der schwachen Wechselwirkung Wess-Zumino-Eichung verwendet
haben und¥® und B Vektorsuperfelder bezeichnen. Damit ergibt sich die supersymmetrische Lagrange-Dichte
fur den reinen Eichtheorie-Anteil zu

1

v =51

[W”QWM +witwet 4 QBaBa] i

Zu guter letzt nissen wir noch die Wechselwirkung der Eich-Supermultipletts mit der chiralen Materie und den
Higgs-Supermultipletts angeben. Diese istin ihrer Form allerdings &oliigg durch die Quantenzahlen des schwa-



chen Isospins und der Hyperladung der Materiefelder festgelegt. Man findet mit den Notationen von oben:

Lo = Z LWf exp(igweakT - W — ige‘m‘B)L(l)
l

. 1,
+ Z Q(f)T exp(lgweakT W+ glge.m.B)Q(f)

f
4. c c 2 c c 3 c
+ Z ehHi exp(—glge,m,B)U‘(f) + Z pedt exp(—l—glge,m,B)D‘(f) + ZH exp(+2ige.m. B)I°
f f l
+ H;[ exp(igweakT * W + ige.m. B)H; + Hg exp(igweakT * W — ige.m. B) Hy
D

Es sei als (allerdinggahgliche)Ubungsaufgabéberlassen, die gesamte Lagrange-Dichte hinzuschreiben, in Kom-
ponenten-Feldern ausziidken und die Hilfsfelder zu eliminieren. Man kann allerdings schon an den einzelnen
Anteilen der Lagrange-Dichte absehen, dass supersymmetrische vereinheitliche Theorien, wie das supersymme-
trisch erweiterte Standardmodell, sehr grof3e Lagrange-Dichten besitzen, die — ausgeschrieben — mehrere Seiten

fullen.



