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KUGELFLACHENFUNKTIONEN

Wir stellen hier ein paar wenige Tatsachen zu den Kugeldaftimktionen zusammen, da diese sowohl in der
klassischen Feldtheorie als auch in der Quantenmechamithdefig benotigt werden. Der hier gewahlte Zugang
ist von der Quantenmechanik her motiviert — man vergleidsader prasentierte mit dem aus der Elektrodynamik
bekannten Material.

Definition der Kugelflachenfunktionen. Wann immer ein physikalische Problem einen erhaltenen iDnalis hat,
sind spharische Koordinatén, 0, ¢) eine gute Wahl. Ein spinloses Teilchen, auf das ein sptfasgmmetrisches
Potential wirkt, ist so ein Fall. Wir wissen, dass dehibdingerGleichung fur so ein Teilchen in spharischen
Koordinaten in einen radialen Anteil und einen vom Raumwibhangigen Anteil separiert, so dass die Energie-
Eigenfunktionen in der Ortsraumdarstellung geschrieberdan konnen als

<X|O‘a€a m> = Ra@(r)yém('ga ).

Hierbei ist die Position des Teilchens durch den Vektdn spharischen Koordinatefr, 6, ¢) charakterisiert,
und o bezeichnet alle weiteren Quantenzahlen aul3er, z.B. die radiale Quantenzahl fur einen gebundenen
Zustand oder die Energie einer Kugelwelle eines freierclieihs. Diese Separierung des Hamiltonoperaltbrs

ist moglich, weil bei Rotationsinvarianz des ProblefisL?] = [H, L.] = 0. Die Eigenwerte vor.? sind dann
natirlich 22¢(¢ + 1), und die vonL, sind hm, —¢ < m < (. Die Kugelflachenfunktionen sind dann nichts
anderes als die Ortsraumdarstellung der Drehimpuls-Eiggénde. Da die Eigenschaften des Systems bezuglich
Drehungen nicht von der Entfernung vom Umrsprung abhanigégressiert nur die Winkelabhangigkeit, bzw.
die Abhangigkeit von der Richtung, die eindeutig durcteeitinheitsvekton charakterisiert wird. Also sind die
Kugelflachenfunktionen nichts anderes als

(Ale,m) =Y, (0,6) = Y,"(n),

wobei|fA) ein Richtungs-Eigenzustand ist, analog zum Orts-Eigegand$x). Die Kugelflachenfunktionen sind al-
so die Wahrscheinlichkeitsamplituden dafir, dass diehDmpuls-Eigenzustande gegeben dufche in der Rich-
tungh gegeben durch, ¢ gefunden werden.

Explizite Form der Kugelfl achenfunktionen. Die Aktion der Drehimpulsalgebra auf den Drehimpuls-Eestanden
erlaubt es, die explizite Form d&}™ (6, ¢) zu bestimmen. Wir beginnen mit

L.|¢,m) = hm|¢,m) .

Multiplizieren mit (A| von links und Einsetzen voh, in der Darstellung in Kugelkoordinaten ergibt sofort

—ih%(ﬁw, m) = hm(A|¢,m) .
Damit haben wir eine erste Differentialgleichung fir diegélflachenfunktionen, namlickid,Y;” (6, ¢) =
mY;™ (0, ¢). Dies impliziert, dass die-Abhangigkeit dery;™ (6, ¢) wie e™? sein muss. Entsprechend kdnnen
wir aus
L2[¢,m) = h20(¢ + 1)[¢,m)

auf die selbe Weise mit Einsetzen der Darstellung kdrin Kugelkoordinaten genau die Differentialgleichung
erhalten, die Uiblicherweise zur Definition der Kugelfléwefunktionen verwendet wird, namlich

1 0 (. 0 1 02 .
(sinﬂ% (smé’%) + sin@?& e+ 1)) Y/"(0,4) =0.

Genauso ubersetzt sich die Orthogonalitatsrelatioibdehimpuls-Eigenzustande,
<€/a m/wa m> = 52’25m’m )

sofort in die Orthogonalitatsrelation der Kugelflachemdtionen,
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wobei wir Gebrauch von der Vollstandigkeitsrelation diie Richtungs-Eigenzustande gemacht halbebegzeich-
net den Raumwinkel),

/dQ|ﬁ)<ﬁ| = 1.

Um nun die Kugelflachenfunktionen explizit zu erhaltengibet man zweckmafigerweise mit dem Hochstge-
wichtszustandl(, ¢), da dieser offensichtlich die Relatidn, |¢, ¢) = 0 erfullt. Setzt man auch hier die Darstellung
von L in Kugelkoordinaten ein, so erhalt man die Gleichung
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ERTORUN NS o N _
ihe (189 cot98¢) (A€, 0) =0.

Die Abhangigkeit vory kennen wir schon, sie muss sich wi€” verhalten, womit man leicht einsieht, dass diese
partielle Differentialgleichung durch

(AlL, €) = Y/ (0, ) = coe'®sin® 0 @)
geldst wird. Die Konstante, ist durch die Normierungsbedingung (1) festgelegt undbésich zu

(=1)¢ [(20+1)(2¢)!
26 4r '

Cy =

Das Vorzeicher{—1)* wurde dabei so gewahlt, dass am Schlussigie=" mit dem selben Vorzeichen wie die
Legendre-Polynomé;(cos §) herauskommen, deren Vorzeichen dufglil) = 1 festgelegt ist. Ausgehend von
(2) erhalten wir die anderen Kugelflachenfunktionen aihfdurch Anwenden voh_ wie folgt:

ne,m—1) = (e, m) = ! e 1? 9 ico LA™ m
(Alt,m=1) W +m){—m+1) Jl+m)l—m+1) <89+ t98¢)<n|€, )

Das Resultat dieser Rekursionsbeziehung kanmftr 0 durch die explizite Formel

m =D e Em)! G qi-m .
Y, "(0,¢) = 2%!\/ 4 (ﬂ—m)!e siand(cose)l—m(Sma)

angegeben werden. D¥™ fur m < 0 sind dann gegeben durch die Beziehung
Y0, 6) = (1) (Y"(0,9))" .

Unabhéangig davon, ol positiv oder negativ ist, ist di¢-Abhangigkeit del’;” durch einen Faktofsin 6)I™! mal
ein Polynom incos § vom Gradd — |m| gegeben. Flim = 0 erhalt man

Y2(0,0) = | 2t Puleost).

Kugelflachenfunktionen und Drehmatrizen. Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen derfl&agen-
funktionen und den Matrizen der irreduziblen Darstellungen Drehungen. Ein Richtungsvekiokann immer
durch eine Drehun@ des Einheitsvektors in Richtung detAchse erhalten werden, d.h.

h) = p(R)[2).

Gibt man diese Drehung in Eulerwinkleln an, so zeigt siclgsddie Drehung gegeben ist durch eine Rotation
um diey-Achse mit Winkeld und einer anschlieBenden Rotation um giAchse mit Winkelg. Also ist in der
Euler-Notation die Drehung gegeben duggl®) = p(a = ¢, 8 = 6,~ = 0). Wir kdnnen obige Gleichung durch
Einschieben einer Eins auch in der Form

) =D AR, m') (¢, m|2)

’ ’
0 m

schreiben. Der Richtungs-Eigenzustdag, entwickelt in Drehimpuls-Eigenzustande, enthalt aamtlichel-
Werte. Wenn wir das aber von links ni#t, m| multiplizieren, tberlebt nur ein solchéiWert,

(omlpy =" pl) (a=¢.8="0,7=0)(t,;m']2). 3)



Nun ist (¢,m'|2) einfach eine Zahl, und zwar nichts anderes,}éﬁ/*(@ = 0,¢) mit unbestimmtemp. Nun
verschwinden aber dig;" (6 = 0, ¢) fir m # 0, da ja|z) ein Eigenzustand voh, = zp, — yp, mit Eigenwert

null ist. Also ist
[(2¢+1
5m’ 0= ( i )5m’ 0-
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cos =1

(20 +1)

(tm'|2) = ¥ (0 = 0,0)0m0 = |

Py(cosb)

Einsetzen in (3) liefert dann

r* 20+ 1 4
V2 0.0) = \[ ST oo =0.5=0.1=0) baw. ol r=0) = | Y 0.0)

Der Fallm = 0 ist besonders wichtigoffo) (8) oo Py(cosb).

0=0,9p=a

CAMPBELL-BAKER-HAUSDORFFFORMEL

Mit Hilfe der Exponential-Abbildung kdnnen wir Elementemer Lie-Algebrag Elemente der zugehorigen Lie-
GruppeG zuordnen. Wie ist aber das Gruppengesetz implementiértyde findet man das Elemefit € g, so
dassxp(X)-exp(Y) = exp(Z) ist? In der Quantenmechanik bilden die Observablen eines{Blung auf einem
Hilbertraum’ einer) Lie-Algebra und die (Darstellung auf einem Hilbaeuwm? der) zugehdrige(n) Lie-Gruppe.
Die Lie-Gruppe kann ggdfis. eine zentralen Erweiterung besitWir haben in Quantemmechanik | gelernt, dass fur
[X,Y] # 0 ebenauchkxp(X)-exp(Y) # exp(X +Y) ist. Wenn allerding§X, Y] = ¢ 1l eine reine c-Zahl ergibt,
die dann natUrIich mit allen Operatoren kommutiert, hahmas noch relativ einfache Resukap(X)-exp(Y') =
exp(X +Y + 3[X,Y]).

Allgemeiner Fall. Explizit kann man das Elemeut bestimmen, wenn man die Lie-Gruppe (und ihre Algebra) durch
Matrizen realisieren kann. In den interessanten FallefemQuantenmechanik ist genau dies moglich, ggfls. mit
unendlich-dimensionalen Matrizen. Meist zerfallt jedater Hilbertraunf{ beziglich der konkret betrachteten
Operatoren in endlich-dimensionale Blocke, so dass miatlitd doch nur das Problem fir endlich-dimensionale
Matrizen betrachten muss. Dann ist die Exponential-Ahnitginichts anderes, als

1 n
exp(X) = EX .

Dies konvergiert und ist invertierbar mit Inversemmp(—X ), wennX eine Matrix-Darstellung eines Elementes
einer Lie-Algebra ist. Offensichtlich ist infinitesim&ll exp)o = 1, d.h. die Exponential-Abbildung bildet den
Ursprung der Lie-ALgebra (diese ist bekanntermalRen auctieitorraum, der Ursprung ist das neutrale Elemenet
der Algebra) auf das Eins-Element der zugehorigen LiepBeuab. Fur die Ein-Parameter-Untergruppen erhalt
man sofort

exp(AX) exp(uX) = Z Z " m' TP s Z Z N < >)\kuN_kXN = Z()nL/L)NXN = exp((A+p)X).

N k=0 N

Dies st der einfache Fall, da die Ein-Paramter-Untergem@belsch sind. Allerdings steckt tatsachlich die gesamt
Gruppenstruktur bereits in der Lie-Algebra. Dazu selgr” aus einer hinreichend kleinen Umgebung der g
gewahlt. Weiter betrachte man fiire G C GL,,R die Abbildung

log(g) = — Y (_n)n (9—e)" €al,R,

n

die naturlich nur fur solcheg gltig ist, die in einer hinrreichend kleinen Umgebung &&ss-Elements liegen.
Dort, wo sie definiert ist, ist diese Abbildung naturlichsdaverse der Exponential-Abbildung. Damit definiert
man nun daBaker-Campbell-Hausdorff-Produkt

X «Y =log(exp(X) - exp(Y)).

Der entscheidende Punkt ist nicht das explizite AussehanXve Y, sondern dass das Resultat allein viny
und den Operationen &8 ) und adY’) abhangt. Fur unsere Zwecke ist(&0) nichts weiter als eine praktische



Notation der linaren Abbildung, die der Lie-Klammer ensptj d.h. adX)(Y) = adX (Y) = [X,Y]. Die ersten
Terme sehen wie folgt aus:

XY = (X+Y)+i[X Y]+ qxwyn[xwxm+m

= (X +Y)+3ad(X)(Y) + 13 (ad(ad(X))(Y) + ad(ad(Y))(X)) ...

(
= (1+i(adX —ady)+ @fX+ﬁ¥ )4+ .. ) (X +Y).

Insbesondere treten also keine Objekte Wieallein auf, sondern alle Terme lassen sich so zusammenfaiasss

sie ganzlich durch Elemente der Lie-Algebra und derendleanmern ausgedriickt werden kdnnen. Der Beweis
solcher Formeln ist nicht einfach, aber Dynkin hat eine gessene Form des B-C-H-Produktes angeben kdnnen.
Dieser Handout schliel3t mit der unkommentierten Angaberdimegral-Darstellung des B-C-H-Produktes,

— 1.

1f— +1

1 o]
1
<X*}’:4X&i/ g(exp(adX) - exp(tadV ) (V)dt,  g(z) = 28C) }:
0 1 n
Der entscheidende Punkt ist, da¥sund Y selbst nur linear auftreten, und ansonsten nur noch Komntoruta
Operationen (Lie-Klammern). Man sieht auRerdem, dasselieedRentwicklung Sinn macht, da der Eins-Element-
Term sich weghebt,

n+1
X*YE:XF%Y4:/<ﬂ§: y (exp(adX) - exp(tadY) — )" (V).

Eine nitzliche Formel. In der Quantenmechanik tritt sehr haufig der Fall auf, daess @ine gegebene Observable mit-
tels einer unitaren Abbildung transformieren mochtk, d. — U AU T. Ist nunU widerum gegeben als Exponen-
tial einer infinitesimalen Transformatioli, = Uy (X) = exp(iAX ), so mdchte man einen expliziten Ausdruck fur
exp(iAX)A exp(—iAX) angeben. Hierbei ist natlrlick ein hermitescher Operator undein reeller Parameter
fur die Ein-Parameter-Untergruppe, die rgeneriet wird. Hier haben wir die in der Physik tibliche Kention
gewahlt, dass die Generatoren der Transformationen tessohi gewahlt werdem, in der Mathematik verwendet
man oft die umgekehrte Konvention, d.h. anti-hermitesciredgatoren. Man findet

(1r)* (Vi

exp(iNX)Aexp(—iAX) = A+iINX, A+ 51 (X, [ X, A]+...+ p (X, [X,[X,...[X,A]]]..]+ ...
_ <§:°2 ad™ X )(A)
n=0
= exp(iradX)A,

was einmal mehr zeigt, wie nitzlich die Notation(&d(-) = ad X (-) fur den KommutatofX, -] ist.



