Extrablatt IV zur Vorlesung QUPPENTHEORIE IN DERPHYSIK Michael Flohr
Grundsatzliches zu Lie-Algebren und ihrer Darstelluhgstie 30. November 2004

STRUKTURKONSTANTEN

Die gesamte (lokale) Information tiber eine Lie-Grugpést in denStrukturkonstanteihrer Lie-Algebrag ent-
halten. Der entscheidende Punkt ist nicht, dass die Lienklar zweier Generatoren als Linearkombination von
Basiselementen der Lie-Algebga aufgefasst als Vektorraum, geschrieben werden kanngesomtiss die Koef-
fizienten konstant gewahlt werden konnen. Im folgendeschhitt verwenden wir die Physiker-Konvention, die
Generatoren hermitesch zu wahlen, dii.= X. In der Mathematik ist hingegen meist die Konvention gaebha
lich, die Generatoren anti-hermitesch zu wahlen, &h= — X .

Strukturkonstanten. SeiX,,a =1,...,dimG = dimg eine beliebige Vektorraumbasis vgnDann gibt es einen Satz
von Strukturkonstanteyi’, , der wie folgt definiert ist:

[Xa7 Xb] = fachc 5
mit “Einsteinscher Summenkonvention™ fir Paare vondasdj von denen jeweils einer oben und einer unten steht.

Eigenschaften. Die Lie-Klammer ist per definitionem antisymmetrisch undiibir die Jacobi-ldentitat. Daraus folgt
unmittelbar, dass fur die Strukturkonstanten gilt:

fabC = _fbac’
fbcdfade—’—fcadfbg—’—fabd cde 0.

Zum Beispiel gilt fursu(2) mit 0,05 = Do +1) . Eapeoe UNA X, = %aa, dasgX,, Xp] =1) . capeXe.

Adjungierte Darstellung. Seidimg = n, d.h. wir habem Generatoren. Es seien die Matrizen
(Ta)bc =—i al;:

definiert. Diese Matrizen formen eine Matrix-Darstellurgy d.ie-Algebrag auf sich selbst (als Vektorraum).
Damit haben wir eine explizite Realisierung vad(X) = [X, -] in g. Man rechnet leicht nach, dass in der Tat
[T, Ty] = if,CT. ist.

Killing-Form. Man kann aus den Strukturkonstanten einen symmetrischresoé&zweiter Stufe) bilden, die sogenannte
Cartan-Killing-Metrik oderKilling-Form. Diese ist definiert als

gab = fol fod = —tr(TuTs),

wobei das Vorzeichen in der letzten Gleichung von der Pleyditonvention herriihrt. Diese Form kann als Metrik
im Vektorraumg angesehen werden, und erlaubt das Herauf- und Herunterzigm Indices. Insbesondere gilt,
dass die Grolef,,. = fabdgdc total anti-symmetrisch sind.

GROBE KLASSIFIKATION

Es folgen einige einfache Definitionen, die es erlaubenAlgebren ganz grob zu klassifizieren. Diese Definitio-
nen lehnen sich an unser Vorgehen zur Behandlung endliatugp®n an.

Invariante Unteralgebra. Eine Algebrah C g hei3tinvariante Unteralgebrgenau dann wenad(h)(-) C b, d.h.
VX ehVYeg:[X,Y]eh.

Fur den Mathematiker ist eine invariante Unteralgebrenl@gal. Dies entspricht bei endlichen Gruppen den
normalen Untergruppen. Man beachte, dass natirlich autdhten Seite null explizit erlaubt ist.

Einfache Lie-Algebren. Eine Lie-Algebrag, die keine echte invariante Unteralgebra besitzt, heiiffach(engl. sim-
ple). Insbesondere ist(1) keine einfache Lie-Algebra. Man kann sich klar machen, dé&sgugehorige zusam-
menhangende Lie-Gruppe einer einfachen Lie-Algebratimctntergruppen faktorisiert.

Abelsche invariante Unteralgebra. Ein spezieller Fall ist es, wennc g eineabelschénvariante Unteralgebraist, d.h.
VX eaVVeg:[X,Y]=0.

Es folgt, dass mitlima = n unddimg = d die zugehdorige Lie-Grupp@ faktorisiertinG = G’ x U(1)"™, wobei
danndimG’ = d — n ist. Da offensichtlich futX, € a gilt, dassf,¢ = 0 fur alle b, ¢ ist, muss die Killing-Form
fur jedenU (1)-Faktor einen Null-Eigenwert besitzen. Insbesonderédss,;, = 0.



Halbeinfache Lie-Algebren. Eine Lie-Algebra, die keine echte abelsche i invarianteethlgbra besitzt, heiftalb-
einfach (engl. semi-simplg Aquivalent ist dazu die Bedingung, dass die Determinantekdléng-Form nicht
verschwindet.

Untere zentrale Reihe. Man definiert sukzessive Derivationen einer Lie-Algbgrdie sogenanntentere zentrale Rei-
he(engl.lower central serieswie folgt: D1 g = [g, g], und weiterDyg = [g, Dx—14]-

Abgeleitete Reihe.Man definiert sukzessive rekursive Derivationen einer Alighera g, die sogenanntabgeleitete
Reieh(engl. derived serieswie folgt: D'g = [g, g], und weiterD*g = [D¥~1g DF~1g]. Man beachte, dass
Dlg=D,g = Dg ist.

Nilpotente Lie-Algbera. Eine Lie-Algberag heil3tnilpotentgenau dann wenn es eingibt, so dasD,g = 0. Ein
Beispiel sind die strikten oberen Dreiecksmatrizen, déd&agonale also identisch null ist. Seien die strikten
oberen DreiecksmatrizenC gl,,C betrachtet. Dann ist; = [n,n] die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen mit
verschwindender Haupt- und erster Nebendiagomales [n, n;] die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen mit
verschwindender Haupt-, erster und zweiter Nebendiagartal Insbesondere ist, = [n,n,—1] = D,,n = 0.

Aufldsbare Lie-Algebra. Eine Lie-Algberag heildtauflosbar(engl. solvablg genau dann wenn es eingibt, so dass
DFg = 0. Ein Beispiel sind die oberen Dreiecksmatrizerc gl,,C. Es gilt[b,b] = n undD*b = nor—1. ES
gibt also eink, fur dasD*b = 0 wird. Die obige Definition einer halb-einfachen Lie-Algakist aquivalent zu
der Definition, dasg genau dann halbeinfach ist, wenn es kein Idea g gibt, das auflosbar ist. Weiter ist zu
bemerken, dass die Eigenschaften Nilpotenz bzw. Aufléslitaginer Lie-Algebra auch fir alle ihre Unteralgebren
gelten.

Perfekte Lie-Algebra. Eine Lie-Algebrag heif3tperfektgenau dann wen®g = [g,g] = g ist. Es gilt, dass jede
halbeinfache Lie-Algebra perfekt ist.

Satz von Engel. Seig C gl(V') so, dass fur alléX € g gilt, dassX aufV ein nilpotenter Endomorphismus ist. Dann
existiert einv € V,v # 0, so dass fur alleX € g gilt, dassXv = 0. Eine Konsequenz von Engel’s Theorem
ist, dass es eine Basis in gibt, so dass die entsprechende Matrix-Darstellung fiegX < g eine strikte obere
Dreiecksmatrix ist.

BEwEISSKIzzE Man macht sich klar, dass fur ein nilpotentes Elem€nt gl(1') auch die adjungierte Operation
ad(X) : gl(V) — gl(V) nilpotent ist. Der Beweis wird erfolgt durch Induktion irtiie Dimension vory. Mit
der Induktionshypothese zeigt man, dgssin Ideallh der Kodimension eins enthalt, wozu man die adjungierte
Darstellung vory betrachtet. D& eine Unteralgebra ist, bildet die adjungierte Darstelldag Vektorraunfy: C g

in sich ab, und operiert damit agfh. Fur jedesX € h operiertad(X) nilpotent aufg((V'), damit aufg und damit
auf g/b. Die Induktion liefert demnach ein Elemeyite g/h, Y # 0, das vorad(X) fur alle X € b annihiliert
wird. Damit gibt es auch ein Elemektec g, Y ¢ b, sodasad(X)(Y) € pfuralle X € b. Also ist der Unterraum
b’, der vonh undY aufgespannt wird, eine Lie-Unteralgebra ypdie § als Ideal der Kodimension eins enthalt.
Da h bereits eine maximale echte Unteralgebra yast folgt, dass)’ = g. Betrachtet man nun die Darstellung
vong aufV, wendet man die Induktionshypothese huain. Es gibt also einen Unterradii C V', W # 0, dessen
Vektorenw samtliche von allen ElementeXi € h annihiliert werden. Sei nuli” ein Element vory, das nicht in

b liegt. DaY undh ganzg aufspannen, geniigt es zu zeigen, dass es einen \ektd# gibt, so dasy (v) = 0.
Nun gilt aber fur jedes € W und jedesX < b, dassX (Y (w)) = V(X (w)) + [X, Y](w). Mit X(w) = 0 nach
Voraussetzund X, Y] = ad(X,Y) = Z € b, alsoZ(w) = 0 nach Voraussetzung, ist al3d(Y (w)) = 0 fur alle

X € b, alsoY (w) € W. Also bildet die Aktion vont” auf V' den Unterrauni¥’ in sich ab. D&Y nilpotent aufl/
operiert, existiert also ein Vektere W, so das¥ (v) = 0. O

Satz von Lie. Seig C gl(V) eine komplexe aufldsbare Lie-Algbera. Dann existiert«eig V,v # 0, so das® ein
Eigenvektor vonX fur alle X € gist, d.h. fur alleX € g gilt, dassXv = Axv, Ax € C. Eine Konsequenz von
Lie’s Theorem ist, dass es eine Basid/imibt, so dass die entsprechende Matrix-Darstellung figge’ € g eine
obere Dreiecksmatrix ist. Das bedeutet, dass jede Danstpdliner auflosbaren Lie-Gruppe in obere Dreiecksform
gebracht werden kann.

BeEwEIsskizzeE Der Beweis funktioniert ahnlich wie der von Engel’'s Thewr. Fur eine auflosbare Lie-Algebra
ist Dg # g. Der Quotientn = g/Dg # 0 ist eine abelsche Lie-Algebra. Das Urbijdn g eines jeden Unterraumes
vona der Kodimension eins ist dann ein Ideal der KodimensionigigsMan nimmt nun als Induktionshypothese
an, dass es einen Vektay € V gibt, der Eigenvektor fir all& € § ist. Die jeweiligen Eigenwerte seien mif
bezeichnet. Man betrachtet den Unterraldmc V' aller Vektoren mit dem gleichen Satz simultaner Eigenwerte
dhW={veV:X({)=AxvVX € bh}. Seiwiedelt” € g ein beliebiges Element nicht in Es geniigt wieder
zu zeigen, dass es einen Vektoe 17 gibt, der vonY” auf ein Vielfaches von sich abgebildet wird. Dazu reicht es
wieder zu zeigen, dass den Raum¥ in sich abbildet. Dies folgt aus dem folgenden allgemeinemina:



LEMMA: Seib ein Ideal einer Lie-Algebrg, V' eine Darstellung vog, und X : h — C eine lineare Funktion. Sei
W={veV:Xw)=AX)vVX € ph}. Dannisty (W) Cc W furalleY € g.

BEWEISSKIZZE FJR LEMMA: Man betrachtet fur einv € W, w # 0, einfachX (Y (w)) = Y(X(w)) +
[X,Y](w) = MX)Y (w) + M[X,Y])w, wobei die letzte Gleichung auX,Y] € b folgt. Zu zeigen ist also,
dassA\([X,Y]) = 0flralle X € . Um dies einzusehen, fihrt man einen weitern Unterraumi¥@m, namlich
U = span{w, Y (w),Y?(w), ...}. Diesr Unterraum wird nach Lonstruktion vanin sich abgebildet. Man tiber-
zeugt sich nun leicht davon, dass jedés= ) ebenfallsU in sich abbildet: In der Tat bilddt den Vektorw auf
Vielfaches von sich ab, also iii. Aus obiger Gleichung folgt, dagsden VektorY (w) in eine Linerakombina-
tion vonw undY (w) abbildet, also inJ. Durch Induktion folgt dann, dagsden VektorY * (w) ebenfalls inl/
abbildet, daX (Y*(w)) = Y(X(Y*~(w))) + [X, Y](Y* 1 (w)) fur jedesX € h. DaX(Y*~!(w)) € U nach
Induktionshypothese, uri, Y] € b, folgt die Behauptung. Bemerkung: In der BasisY (w), Y2 (w), ... fur U
ist die Operation von jedetY € § durch eine obere Dreiecksmatrix gegeben, deren Diag@madgite alle gleich
A(X) sind. Insbesondere isty X = A\(X)dimU. Auf der anderen Seite operiert auch der Kommutgtory'] auf
U. Nun ist automatischry [ X, Y] = 0, so dass\([ X, Y]) = 0 sein muss. O

Vollstandige Reduzierbarkeit. Halbeinfache Lie-Algebren haben viele Eigenschaftenleiher Gruppen. So gilt zum
Beispiel ganz analog zu den endlichen Gruppen, dass feredstellungl” eine halbeinfachen Lie-Algebia
und fur jeden unter der Aktion vog invarianten Unterraun¥’ C V ein UnterraumWW’ C V existiert, der
komplementar z& und invariant unteg ist.

Erhalt der Jordan-Zerlegung. Seig eine halbeinfache Lie-Algebra. Die Jordan-Zerlegung®Blementes € g ist
eine Zerlegung der Fori¥ = X, + X,,, wobei[ X, X,,] = 0, X, diagonalisierbar, un&,, nilpotent ist. Weiter
gilt, dassX, und X,, als Polynome inX ausgedriickt werden kdnnen. Es gilt nun, dass sich diedegimg
auf jede Darstellung voi vererbt, d.h. fir jede Darstellung : g — gl(V) hat manp(X)s; = p(X;) und
p(X), = p(X,). Anders ausgedriickt, sieht marals injektiv und damig als Lie-Unteralgebra vop!((V) an,
dann sind die diagonalisierbaren und nilpotenten AntdéitesjedenmX < g wieder ing und sind unabhangig
von der speziellen Darstellung

Der Unitarit ats-Trick von Hermann Weyl. Die beiden letzten Theoreme Uber vollstandige Reduaiksit und Erhalt
der Jordan-Zerlegung kann man sehr elegant mit einem TaokHermann Weyl beweisen, bei dem man einen
Umweg Uber die Darstellungen kompakter Lie-Gruppen deiats soll im folgenden ganz kurz skizziert werden.

KOMPAKTE LIE-GRUPPE Die Behauptungen lassen sich fur kompakte Lie-Gruppehtieinsehen. Vollstandige
Reuzierbarkeit zeigt man ganz analog zum Fall der endliGrappen: Wenn die kompakte Grup@eauf einem
VektorraumV operiert, so kann man eine hermitesche Metrik @Ufonstruieren, die invariant unter der Aktion
vonG ist, indem man eine beliebige Metrik wahlt und Uber alleiBilder unter der Aktion void: mittelt. (Bei den
endlichen Gruppen waren das Summen, jetzt hat man néttiiniegrale. Der Punkt ist, dass kompakte Gruppen
endliches Volumen haben, so dass diese Integrale exisfigenn nurG einen Unterraunil’ C V' invariant 1af3t,

so laRtG dessen orthogonales Komplemétit- beziiglich dieser invarianten Metrik invariant. In alchier Weise
zeigt man den Erhalt der Jordan-Zerlegung.

DER UMWEG: Man macht nun von folgendem Sachverhalt Gebrauch: Zu jkdeplexen halbeinfachen Lie-
Algebrag existiert eine (eindeutige) reele Lie-Algbgra mit Komplexifizierungg, ® C = g. Diese reelle Lie-
Algebra hat die schdne Eigenschaft, dass die einfach ausaméngende Lie-Grupgezu g, eine kompakte Lie-
Gruppe ist. Schrankt man eine gegebene Darstellungyawrf gy ein, so kann man die Exponential-Abbildung
verwenden um eine Darstellung v@hzu erhalten, fur die vollstandige Reduzierbarkeit dilis dieser kann man
dann die vollstandige Reduzierbarkeit der urspriingiicBarstellung folgern.

BEISPIEL: Zur Verdeutlichung betrachten wir einaml die Lie-Grupde,B. Es ist sicherlich nicht wahr, dass
jede Darstellung von SL, R auf einem Vektorrauny” eine hermitesche Metrik zula3t. Wir kdnnen aber trotzdem
folgendes tun: Wir kbnnen

(1) die Darstellung’ die zugehorige (komplexe) Darstellung der Lie-AlgedirgR sein lassen,

(2) die Darstellung’ vonsl,R zu einer Darstellung” vonsl,,C erweitern,

(3) die Darstellung’ auf eine Darstellung”’ vonsu,, C sl,,C einschranken,

(4) die Darstellung’’ exponenzieren, um ein Darstellup§’ der unitaren Gruppe Slzu erhalten.

Damit konnen wir nun wie folgt argumentieren: It C V' ein Unterraum invariant unter der Aktion von 3R,

so mul3W invariant untes!, R sein wegen (1), so mul invariant untesl,,C = s(,,R ® C sein wegen (2), so
muRBW invariant untesu,, sein wegen (3), so mull’ invariant unter SiJ sein wegen (4).

Da SU, kompakt ist, existiert also ein komplementarer Unterrdlit) der invariant under SlJist. Gehen wir
den Weg zuriick, so folgern wir, daBg’ invariant ist untesu,,, damit invariant ist untes(,,C = su,, ® C, damit
invariant ist untes(,,R durch Einschrankung, damit invariant ist unter,® durch exponenzieren.

Will man zeigen, dass die diagonalen Elemente vopSin jeder Darstellung halbeinfach operieren, bzw. dass



aquivalent dazu die diagonalen Elemente ygyR halbeinfach operieren, so geht man durch die selbe Prozedur
um zu der Tatsache zu gelangen, dass die Gruppe der diagd@iataente irsu,, abelsch und kompakt ist.

Generell gilt, dass Theoreme tber die endlich-dimensgmmarstellungen halbeinfacher Lie-Algebren auf zwei
Arten bewiesen werden kdnnen: Einmal rein algebraisckruAisnutzen allein der Struktur der Lie-Algebra,
oder zum anderen mit dem Unitaritats-Trick, d.h. indem maeiner Darstellung einer solchen Lie-Algebra eine
Darstellung einer kompackten Lie-Gruppe assoziiert.

Einfache Lie-Algebren. Hat man sich durch die Theorie von Lie-Algebren gearbekeimmt man schliesslich bei
folgendem Theorem an, das hier sozusagen als Zielmarkgebege sei: Bis auf fUnf Ausnahmen ist jede einfache
komplexe Lie-Algebra isomorph zu entwedéy;C, oderso,,C, odersp,, C fur ein n. Dies sind die Lie-Algebren
der sogenanntekiassischen Lie-Gruppemvobei furso,,C die Beschrankung > 2 gilt. Die finf Ausnahmen
heilReng,, f4 undeg, e7, ¢s. Dies sind die Lie-Algebren der sogenannészeptionalen Lie-Gruppen

Ein-dimensionale Lie-Algebren. Jede ein-dimensionale Lie-Algebgast natirlich abelsch, d.lyg. = C mit allen Lie-
Klammern gleich null. Die zugehorige einfach zusammegjeiide Lie-Gruppe ist ebenfalls mit Addition als
Gruppengesetz. Andere zusammenhangende Lie-Gruppssemi@Quotienten vo@ Uber einer diskreten Unter-
gruppeA c C sein. Ist der Rang von eins, so ist der Quotient einfadi mit Multiplikation als Gruppengesetz.
Hat A Rang zwei, so ist die Lie-Gruppe Element einer kontinusérkariierenden Familie von komplexen Tori
der Dimension eins (oder Riemannsche Flachen vom Gestldiess, oder elliptische Kurven iib&). UberR ist
die Situation noch einfacher. Die einzige reelle ein-digienale Lie-Algebra isR mit trivialen Lie-Klammern.
Die einfach zusammenhangende Lie-Gruppe ist widlenit Addition als Gruppengesetz. Die einzige zusam-
menhangende andere reelle Lie-Gruppe mit dieser LietklgstR /Z = S*.

Zwei-dimensionale Lie-Algebren. Entweder istg abelsch oder nicht. Im abelschen Fall hat niZhals einfach zu-

sammenhangende Lie-Gruppe, und andere zusammenha&riger@ruppen sind Quotienten davon mit diskreten
Untergruppen. Eine diskrete Untergrupfpec C? ist ein Gitter vom Range eins, zwei, drei, oder vier. Ist der
Rang eins, so is; = C* x C. Ist der Rang zwei, so ist entwedér = C* x C*, oderG = E x C, E ein
komplexer Torus wie oben. Dies hangt davon abAdh einem ein-dimensionalen komplexen Unterraum @8n
liegt, oder nicht. Ist der Rang drei, so kann ein Rang zweketgjitter innerhalb einer komplexen Geraden liegen.
In diesem Fall isG = E x C*. Ist dies nicht der Fall, so wird es wirklich kompliziert. Mi&ann danrG als ein
Bundel iber einen Torus mit Fasern isomorph zG* ausdriicken, jedoch igt dann nicht mehr durch die Gruppe
G eindeutig definiert. Man kann so verschiedene algebrai€chppen erhalten, die als komplexe Lie-Gruppen
alle isomorph sind. Fasst man umgekeafrals C*-Bundel auf, so gibt die& die Struktur einer algebraischen
Varietat, die die elliptische Kurvé& bestimmt. So ergeben verschiedene RealisierungerGvats C*-Biindel
nicht-isomorphe algebraische Gruppen. Ist schlieRioctRaag vier, ist alles total mysterids, und die Menge der
zwei-dimensionalen komplexen Tori ist noch lange nichtstéhdig verstanden. Einigermassen im Griff hat man
die abelschen Varietaten, und fur polarisierte abels@netaten aht man gar eine recht gut Modul-Theory. Leider
ist die Menge der abelschen Varietaten nur eine abz&hltiahte Teilmenge in der Menge aller komplexen To-
ri. Der relle Fall ist dafur wieder viel einfacher und veé#ladig klar. Die einfach zusammenhangende Gruppe ist
R x R, und jede andere zusammenhangende abelsche reelle lyip&ist entwedeR x S* oderSt x S*.
Sei nung nicht abelsch. Die Lie-Klammer ist eine lienare AbbilduAgg — g. Ist diese Abbildung ungleich
null, so ist ihr Bild ein-dimensional. Sei nun eine BadisY von g so gewahlt, dasX das ein-dimensionale
Bild unter der Lie-Klammer aufspannt. Da wir beliebig normieren kdnnen, kann die Lie-Klammer auf dienfro
[X,Y] = X gebracht werden, wasvollstandig festlegt. Es gibt also genau eine nicht-altedzwei-dimensionale
Lie-Algebra sowohl GibeR wie UberC. Die adjungierte Darstellung, die treu ist, hat die Form

ad(X):(g (1)) ad(Y):((l) 8) d.h.g:(; ;)CQ[Q(C.

Exponenzieren ergibt die adjungierte Form

G0{<8 ?):a#O}CGLQC.

Topologisch ist diese Gruppe homdomorphGt x C. Um die universelldJberlagerungs von G, zu finden
schreibt man fur = e, so dass das Produkt zweier Elemente gogemaR dem Gruppengesétzb) - (¢',b') =
(t+t', b+e'd’) gegebenist, wobei Gruppenelemente nun Tgpé) € CxC sind. Das Zentrum vo6' ist natiirlich
einfachZ(g) = {(27in,0)} = Z, so dass die zusammenhangenden Gruppen mit Lie-Algekiaen partial
geordneten Turnx — ... - G, = G/nZ = {(a,b) € C* x C;(a,b) - (¢/,V') = (ad’,b+a™V)} — ... = Go
bilden. In der Tat kann man zeigen, dassir# n die Gruppen,, und G,, nicht isomorph sind. Im reellen
Fall stellt man fest, dass nach Exponenzieren die Lie-Geumgeits einfach zusammenhangend, und damit die
eindeutige zusammenhangende reelle Lie-Gruppe mit Adgelst.



