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SYMMETRISCHE GRUPPE AUF VIERELEMENTEN

Ein erstes durchaus nicht-triviales Beispiel fur das btgtjerarbeitete Material ist die symmetrische Gruppe auf
vier Elementen©,. In natirlicher Weise operiert sie offensichtlich auf deer Ecken eines Tetraeders durch
Permutation. Diese Permutationen lassen sich durch Spiegen, Drehungen und Kombinationen davon erzeugen
(vergleichen Sie mit Aufgabe 5 von Handout I). Im folgendenilen wir allerdings die Aktion der Grupp®, auf
dem Wairfel betrachten.

Konjugationsklassen. Die Konjugationsklassen symmetrischer Gruppen lassérssior einfach angeben: Die Gruppe
S,, hat genaw! Elemente, die ip(n) Konjugationsklassen zerfallen. Dabei jgt:) die Anzahl von Partitionen
der natirrlichen Zaht in natrliche Zahlen. Zum Beispiel ist4) = 5 da die Zahl 4 zerlegt werden kann als

{4,34+1,2414+1,1+1+1+1,2+2}.

Demnach sollte5, also funf Konjugationsklassen besitzen. Konjugatioasgén werden ublicherweise durch
einen Vertreter (Reprasentanten) angegeben. Ein sdifRiesich folgendermalien leicht angeben. Zu einer Parti-
tionn = ny + ...+ ny definiere man das Gruppenelement

n+..ng— (1...n)(ni+1...np+mn2)...(n+...ng1+1..np+ .o ong_1 +nk)

ausk disjunkten Zykeln. Zykel aus nur einem Element sind triviald werden daher nicht explizit notiert. Ein

Zykel (iyis . . . i, ) beschreibt die Permutatic(gﬁ22?3'“?7”*”.m ) Im Beispiel&, findet man also Reprasentanten
X ) . m?122...tm—2Tm—1

der flnf Konjugationsklassen wie folgt

Partition | Reprasentant g c(g) 9]
1+1+1+1 1 =0@E)4)| 1 e
2+1+1 (12) = (12)(3)4) | 6 Co
3+1 (123) = (123)(4) 8 Cs
4 (1234) 6 Cy
2+2 (12)(34) 3 Cc3 .

Man mache sich nun klar, dass jeder dieser ReprasentantenKonjugation mit einem beliebigen Gruppenele-
ment wieder in ein Gruppenelement Uibergeht, das einedlgate Zerlegung in Zykeln hat. Als Beispiel sei der
Reprasentant = (123) fur die Konjugationsklasse der 3-Zykel betrachet. Untenjigations ~!gh geht das tiber
in () (12) (22 0) = (5 (122 1) = (3 (122 1) = (5020) = (iyiais), also wieder in einen
3-Zykel, was zu zeigen war. Auf diese Weise kann man sich &lastmachen, wieviele Elemente eine Konju-
gationsklasse besitzt. Ein-Zykel g hat per Definition die Ordnung, d.h.g™ = 1. Es gibt also(m — 1)!(]")
verschiedene-Zykeln aufn Elementen. Fur Konjugationsklassen, die aus mehreré-triwialen Zykeln beste-
hen, ist die Sache etwas komplizierter. Es ergibt sichifig Konjugationsklasse, die aps1-Zykeln,p; 2-Zykeln
etc. besteht (also zur Partition

n=1+...414+2+...+2+...+ n_ +— g=C{"CH»...CE»

P1 P2 Pn

gehdrt), dass sie genau

n —1
c(g) = ! <H mpmpm!>

m=1

Elemente enthalt. Damit findet man die Anzafy) der Elemente der Konjugationsklasgehfir unser Beispiel
&4, wie in der Tabelle angegeben.

Charaktertafel. Mit den obigen Konjugationsklassen ausgestattet konriedievCharaktere der irreduziblen Darstel-
lungen finden. Die Charaktertafel v, lautet

64 & 602 803 6S4 30272
U |1 1 1 1 1
U |1 -1 1 -1 1
V |3 1 0 -1 -1
V' |3 -1 0 1 -1
W |2 0 -1 0 2.




Die ersten drei der irreduziblen Darstellungen sind sdhgefunden, es sind die triviale, die alternierende und
die Standard-Darstellungén= Trv, U’ = Alt, undV = Std Man rat auch leicht, dagé8’ = V ® U’ irreduzibel
sein konnte, und in der Tat i$k v+, xv/) = 1. AuBerdem ist klar, dasgy- linear unabhangig zu den anderen
drei Charakteren ist. Da es hdchstens fuinf irreduziblest2lungen geben kann, fehlt noch genau eine irreduzible
Darstellung’’ mit Dimension zwei, d@4 = 12 +12+32+32+ 22 sein muB, was = 2 impliziert. Der Charakter
dieser letzten irreduziblen Darstellung ist schnell mesit: Die Vollstandigkeit der regularen Darstellung &ine
endlichen Gruppér bedeutet namlich, dass

> xX@xtg) = L5,
S X(gx(h) = 0 fir h¢lg].

In den obigen Formeln lauft die Summe jeweils Gber die @ktmre samtlicher irreduzibler Darstellungen. Das
Bestimmen der Dimension der gesuchten irreduziblen Damsge ist also aquivalent zur Lésung der Gleichung

ZX x(e)x(e) = 24, und die Werte voryyy fur die anderen Konjugationsklassen erhalt man analog.

Bemerkung. Die DarstellungV hat furC3 im Charakter den Wert(C3) = 2. Nun istC3 eine Involution, die aufV’
die Spur zwei hat. D& selbst zwei-dimensional ist folgt, daé$ auf W als die Identitat operieren muss. Dazu
eine allgemeine Bemerkung: S¥i C G einenormale Untergrupped.h.gN € N undNg € N furalleg € G.
Eine Darstellung : G — GL(W) sei trivial auf N. Dann hat man eine Faktorisieruég— G/N — GL(W),
d.h. die Darstellungen vof¥/N kdnnen mit Darstellungen vofi identifiziert werden, die trivial aulV sind. In
unserem Beispiel isN = (e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)), und W ist eine Darstellung der Quotientengruppe
64/N ~ G3. Genaues Hinsehen zeigt, d&&sdie Standard-Darstellung va®i; ist. Man sagt dann auch, daigs
die auf&, zurickgezogens8tandard-Darstellung vad; ist (englischpull back).

Interpretation. Die Permutationsgrupp®, kann aufgefasst werden als die Gruppe der Bewegungen eitidslgy die
ihn wieder auf sich abbilden. Gemeint sind hier BewegungeRaum, also Drehungen und Verschiebungen, die
man auch tatsachlich mit einem Wurfel machen kann. Spiegen gehorenichtdazu. Die Gruppe agiert auf den
vier Hauptdiagonalen des Wirfeld; ist dann die Quotientengruppe, die auf den drei Paaren gbgeiregender
Flachen agiert. Dazu ein paar Bildchen:
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c, c, c, und G

(12) (134) (1243) und (14)(23)

Man beachte, dass die entsprechenden Drehungen auf detdidaa@malen in der korrekten Art und Weise ope-
rieren, aber natirlich auch eine Darstellung auf denidadnduzieren, ebenso auf den Kanten oder den Ecken.
Dies sind jeweils Permutations-Darstellungen der Dinmmen6, 12 und 8. Am besten nimmt man sich einen
Wirfel mit Augen, und prift selbst nach, wohin die drei lRRagegeniiberliegender Augen (1,6), (2,5) und (3,4),
von einer Ausgangslage ausgehend, durch die entsprechBineleungen abgebildet werden. Die Werte des Cha-
rakters sind einfach die Anzahl der durch die jeweilige @fien invariant gelassenen Flachen. Es folgt also, dass
X(C2) = x(C3) = 0undx(Cy) = x(C3) = 2 ist. Damit ist der Charakte{riichen = (6,0,0,2,2). Weiter ist

(X, x) = 5(1-624+6-04+8-046-2%+3-2%) = 3, also ist die Flachen-Darstellung Summe dreier irredezib
Darstellungen. Mit der Charakter-Tabelle pruft man lereach, das$y, xv) = (x, xv/) = (x, xw) = list, und
dass alle anderen Skalarprodukte womit einem irreduziblen Charakter verschwinden. Die FéeDarstellung

ist also isomorph z & V' @ W. Die 6-dimensionale Flachen-Darstellung besitzt alse 8idimensionale Unter-
darstellung, die von den drei Summen gegeniberliegendeh&npaare aufgespannt wird. Diese enthalt natirlich



die Summe aller Flachen, also die triviale Darstellung] ish daher/ @& W. Die Differenz gegenuiberliegender
Flachenpaare spannt daher die noch verbleibende 3-diomates Darstellung’’ auf.

Darstellung konkret. Wir ordnen nun jeder Flacheeinen Basisvektoe; einer Orthonormal-Basis dé3® zu, denn
die Flachen-Darstellung ist ja 6-dimensional. Wie bekeeinSpielwiirfel seien die gegenuiberliegenden Flachen-
Paare mit(1,6), (2,5) und (3,4) numeriert. Im folgenden wahlen wir zum Vergleich mit obiggildchen die
Konvention, dass bei Ausgangsstellung die 1 vorne, die Zaudfinken Seite, und die 3 oben liegen. Das sieht
dann so aus:

el

Dann sind die in den Bildchen zu sehenden Reprasentantgevasligen Konjugationsklassen durch die folgen-
den6 x 6 Matrizen dargestellt:

000001 000010
001000 001000
010000 0000 01
pFléChen((12)) = 000 0 1 0 5 pFléChen((134)) = 100 0 0 0 ;
000100 000 100
100000 010000
001000 000001
010000 010000
000001 000100
PFlichen((1243)) = 1000 0 0 |° priichen((14)(23)) = 001 000
000010 000010
000100 100000

Wir bilden nun eine neue Basis dieses 6-dimensionalen Yigkimes, indem wir die Summen und Differenzen
der Basisvektoren zu gegeniberligenden Flachen vemverddh. wir setztes s = e1 + eg, So5 = €2 + es5,

s34 = e3+eq, d1g = €1—eg, dos = ea—es, dza = ez3—eq. Man priiftleicht nach, dass dig; alle orthogonal zu den
sy sind. Wir kdnnen nun die Ausreduzierung der reduzibleringetisionalen Flachen-Darstellung in irreduzible
Darstellungen angebedi.ist ein 1-dimensionaler Vektorraum und wird aufgespanntilu = si6 + So5 + s34 =
e1+ e2 + ez + es + e5 + eg. Der 3-dimensionale Unterraum, der durch die Vektorgraufgepsannt wird, zerlegt
sich also in die direkte Sumnié® W, wobei der 2-dimensionale Raul#i zum Beispiel durch die zwei Vektoren
W1 = $16+ So5 — 2534 = €1 + €3 —2e3 — 2e4 + 5+ eg UNdwy = $16 — So5 = €1 — €3 — €5+ €5 aufgespannt wird.

In der Tat sindw, , wo beide orthogonal zu, und Gbrigens auch orthogonal zueinander. Die DarstglawiU ist
naturlich trivial, d.h.py (g) = 1 fur alle g € &,. Interessant ist es, die Darstellung &lifexplizit auszurechnen.
Wenn wir wieder die obigen Reprasentanten der Konjugskiaissen verwenden, erhalten wir in der Basisws

die Matrizen
pw<(12>>=(‘}j§ i’ﬁ) pw<<134>>=(jﬁ _i’ﬁ)v

otz = (308 VY ey = (g 7).

Dies bestatigt, dass? in der Tat trivial aufi¥’ operiert. Die Spuren der Matrizen ergeben genau die Wegsyid
aus der Charaktertafel erwarten wirden — voila! Wer wélnh jetzt noch die Matrizen fiiry/ (g) ausrechnen.

Aufgabe. Man wiederhole das obige Spiel nun fiir die Ecken und die &ades Wiirfels. Zur Kontrolle die Ergebnisse:

Darstellung Zerlegung | Dimensionen
Flachen-Darstellung = U@V oW 1+34+2 = 6
Ecken-Darstellung = UeVaoU @V’ 1+3+1+3 = 8
Kanten-Darstellung = U@2Vae V' eW | 1+2-343+2 = 12.

Alternierende Gruppe. Erganzend wollen wir noch die alternierende Untergrupppe S, betrachten, die erzeugt ist
als, = (e, (123),(12)(34)). Man beachte zunachst, daXs/ (e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)) ~ Zs ist. Mit



w = e271/3 der dritten Einheiswurzel, ist die Charakter-Tabelle sthgefunden:

Ay | e 4(123) 4(132) 3(12)(34)
U 1 1 1 1
U |1 w w? 1
U’ |1 w? w 1
Vv 3 0 0 -1.

Die ersten drei Zeilen sind klar, da autth die oben erwahnte normale Untergruppe enthalt. Diedeieile ergibt
sich dann wieder aus den Vollstandigkeitsrelationen Baieiehungen der irreduziblen Darstellungen ¥nund
204 ergeben sich wie folgt durch Restriktion (Einschrankuagf)die Untergruppe:

Darstellungen von G4

Restriktion Darstellungen von 24

g/ B U7
“j'/ I Va
w — UaU".

Demnach bleiben die DarstellungeénU’, V undV’ von &, unter Einschrankung a#f, irreduzibel, wahrend die
DarstellungW sich unter Einschrankung auf die Untergrugpein zwei irreduzible Unterdarstellungéd @ U"”
zerlegt (man beachte, dass+ w? = —1 ist). Weiterhin werden die Paaté U’ und V, V' unter Einschrankung
jeweils isomorph.

Oktaeder und Wirfel — Dualit at. Der Wirfel hat 6 Flachen, 12 Kanten und 8 Ecken. Das Oktdeate8 Flachen, 12

Kanten und 6 Ecken. Formal besteht eine Dualitat zwischarféund Oktaeder, indem man die Mittelpunkte der
Flachen durch Ecken ersetzt und umgekehrt. Eine Konsedglsmn ist, dass die Gruppe der starren Bewegungen
fur Wurfel und Oktaeder die gleiche ist. Davon wurde bendgeispiel eines -Elektrons im Oktaeder Gebrauch
gemacht. Zur Verdeutlichung seien die entsprechenden-Dphrationen auch fur den Oktaeder dargestellt:

1 : ”\ 4
%>
2n/3 é Z ;

C, =(234)

) A

G =(1243) und ‘C =(14)23)

El

c,=(13)

Die naturliche Permutations-Darstellung fur den Whnfé@mlich auf den vier Hauptdiagonalen, geht tiber in die
naturliche Permutations-Darstellung auf den gegenigigenden Flachenpaaren (die durch die jeweiligen Haupt-
diagonalen des umschreibenden Wiurfels durchstof3en median mache sich wieder klar, dass die jeweilige

Anzahl von Elementen(g) der Konjugationsklassg] in der Tat korrekt ist.



