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TOPOLOGISCHERAUME

Man beginnt mitMengenS von Punkten. Wenn der Punkt ein Element vors ist, schreibt man; € S. Es seien
S1 und S, zwei Mengen von Punkten. Man sagy, ist eineTeilmengevon Ss, wenn jeder Punkt vos; auch in
So enthalten ist, und schreilst, C S,. Wenn es auch Punkte i}, gibt, die nicht inS; enthalten sind, sagt man,
dassS; eineechte Teilmengeon S>. Die Menge, die keine Punkte enthalt, hi@re Mengeund wird mit{
bezeichnet. Di&/ereinigungS; U Ss zweier Mengerf; und .S, enthalt alle Punkte aus entwedsgroderSs. Die
Schnittmengé&; N S, zweier Mengers; und .S, enthalt die Punkte, die sowohl Element vgnals auch Element
von Sy sind.

Topologischer Raum. Ein topologischer Raurff’ ist eine Menge von Punkten, die mit eirlapologie7 ausgestattet
ist. Eine TopologieT ist eine Auswahl (Menge) von Teilmengén, So,...vonT,d.h.S; C T, S; € T, die die
folgenden drei Axiome erfullt:

71: Dieleere Mengé und der ganze Rauffi gehtren z&, d.h.f) € 7 undT € 7.
72: Endliche Schnittmengen von Elementen gehoren z7, d.h.(,.; S; € 7 fur |I| < oo.
73 : Beliebige Vereinigungen von Elementen vbrgehoren za, d.h.{J,.; S: € 7.

Die ElementeS; der TopologieZ werdenoffene Mengemgenannt. Um Mannigfaltigkeiten definieren zu
kdnnen, ist dies zu allgemein. Man bendtigt ein weitera&gm, das dieSeparierbarkeizum Ausdruck bringt.
Damit meint man, dass man fir zwei verschiedene Pupktén 7" immer offene Teilmenges,, und S, finden
kann, die jeweil® bzw. g enthalten, aber die nicht tiberlappen. Das driickt sichfolig aus:

T4: Wennp € T'undq € T mit p # g verschiedene Punkte sind, dann existiesgre 7 und.S, € 7 mit den
Eigenschaftep € S,, ¢ € Sq, undS, NS, = 0.

Ein topologischer Raum, der auch Axiofid erflllt, heistHausdorff RaumEine offene Menge,, die
den Punkp enthalt, heil3t aucbhmgebungron p. Um deutlich zu machen, da%sein topologischer Raum ist, gibt
man stattdessen das Tug&l 7') an.

MANNIGFALTIGKEITEN

Der topologische Begriff der Stetigkeit ist sehr einfactdedinieren: Eine Abbildung : (T,7) — (U,U) eines
topologischen Raumeés in einen topologischen Raubi heildtstetig wenn das Urbild jeder offenen Mengelh
eine offene Menge iff’ ist. Damit haben wir alles zusammen, um zur Definition zu eitbn.

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine differenzierbare mannigfaltigkeit1 ist ein Hausdorff Raun{T’, 7') zu-
sammen mit einem Safz von Abbildungeny, € ®, ¢, : T'— R™, p € T, mit den folgenden vier Eigenschaften:
M1: ¢, isteine 1-1 Abbildung einer offenen Men@g mit p € T, in eine offene Menge iR"™.

M2:  Die Vereinigund J, T, = T

M3 IstT,NTy, nichtleer, soist, (T, N T,) eine offene Menge iiR™, und¢, (T}, N T,) ist eine offene Menge
in R™ verschieden vo,, (T}, N T,). Die Abbildungg, o ¢, muR stetig und differenzierbar sein.

M4 : Die Abbildungens, o ¢! undg, o ¢, ' aus AxiomM3 sind Abbildungen inb. Diese Eigenschaft heif3t
auchMaximalitat.

Die EigenschafiM1 erlaubt es, ein Koordinatensystem fiir eine Umgebung getEn Punkte zu kon-
struieren. Der Punkt wird in den Ursprung voiR™ mit Hilfe von ¢,, abgebildet. Jeder Punistin der Nahe von
p wird damit in einen Punki,(q) nahed = ¢,(p) abgebildet. Damit kann man dann die Koordinateig),
i=1,...,nvon¢,(q) € R™ mit dem originalen Punkj € T assoziieren. Diese Assoziation liefert ein (lokales)
Koordinatensystem fiir gariz.

Axiom M2 stellt sicher, dass tatsachlich ein solches lokales Kaoatdnsystem fir jeden Pubnkt i
konstruiert werden kann.

Axiom M3 verwendet die Abbildung, o ¢q—1 : R® — R", die mit Standardmethoden des Differential-
kalkuls studiert werden kann. Hierbei heif3t eine Abbilddrdifferenzierbar immer, dass e C* ist.

Mannigfaltigkeiten sind ein sehr wichtiges Konzept. Siedgjerade noch gutartig genug, um tiberall lokal
wie der euklidische RaufR™ auszusehen. Daher kann man alle Mehtoden und Konzepteadiéimdas Studium
des euklidischen Raumég™ kennt, mit Hilfe der AxiomeM1 bis M3 auf die Mannigfaltigkeit Ubertragen.
Insbesondere ist dieimensionder MannigfaltigkeitM die Dimension des Raum&s', alson.

Komplexe Mannigfaltigkeiten. Ganz ahnlich kann man andere Sorten von Mannigfaltigkeiefinieren. Eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit erhalt man, indem man in obiger Diéfon UberallR™ durchC"™ ersetzt, und am Ende von
M3 das Word differenzierbar durdtomplex analytischustauscht.
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