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TOPOLOGISCHERÄUME

Man beginnt mitMengenS von Punkten. Wenn der Punktsi ein Element vonS ist, schreibt mansi ∈ S. Es seien
S1 undS2 zwei Mengen von Punkten. Man sagt,S1 ist eineTeilmengevon S2, wenn jeder Punkt vonS1 auch in
S2 enthalten ist, und schreibtS1 ⊂ S2. Wenn es auch Punkte inS2 gibt, die nicht inS1 enthalten sind, sagt man,
dassS1 eineechte Teilmengevon S2. Die Menge, die keine Punkte enthält, heißtleere Menge, und wird mit∅
bezeichnet. DieVereinigungS1 ∪ S2 zweier MengenS1 undS2 enthält alle Punkte aus entwederS1 oderS2. Die
SchnittmengeS1 ∩ S2 zweier MengenS1 undS2 enthält die Punkte, die sowohl Element vonS1 als auch Element
vonS2 sind.

Topologischer Raum. Ein topologischer RaumT ist eine Menge von Punkten, die mit einerTopologieT ausgestattet
ist. Eine TopologieT ist eine Auswahl (Menge) von TeilmengenS1, S2, . . . von T , d.h.Si ⊂ T , Si ∈ T , die die
folgenden drei Axiome erfüllt:
T 1 : Die leere Menge∅ und der ganze RaumT gehören zuT , d.h.∅ ∈ T undT ∈ T .
T 2 : Endliche Schnittmengen von Elementen vonT gehören zuT , d.h.

⋂
i∈I Si ∈ T für |I| < ∞.

T 3 : Beliebige Vereinigungen von Elementen vonT gehören zuT , d.h.
⋃

i∈I Si ∈ T .

Die ElementeSi der TopologieT werdenoffene Mengengenannt. Um Mannigfaltigkeiten definieren zu
können, ist dies zu allgemein. Man benötigt ein weiteres Axiom, das dieSeparierbarkeitzum Ausdruck bringt.
Damit meint man, dass man für zwei verschiedene Punktep, q in T immer offene TeilmengenSp undSq finden
kann, die jeweilsp bzw.q enthalten, aber die nicht überlappen. Das drückt sich wiefolgt aus:
T 4 : Wennp ∈ T undq ∈ T mit p 6= q verschiedene Punkte sind, dann existierenSp ∈ T undSq ∈ T mit den
Eigenschaftenp ∈ Sp, q ∈ Sq, undSp ∩ Sq = ∅.

Ein topologischer Raum, der auch AxiomT 4 erfüllt, heißtHausdorff Raum. Eine offene MengeSp, die
den Punktp enthält, heißt auchUmgebungvonp. Um deutlich zu machen, dassT ein topologischer Raum ist, gibt
man stattdessen das Tupel(T, T ) an.

MANNIGFALTIGKEITEN

Der topologische Begriff der Stetigkeit ist sehr einfach zudefinieren: Eine Abbildungφ : (T, T ) → (U,U) eines
topologischen RaumesT in einen topologischen RaumU heißtstetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge inU

eine offene Menge inT ist. Damit haben wir alles zusammen, um zur Definition zu schreiten.

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine differenzierbare mannigfaltigkeitM ist ein Hausdorff Raum(T, T ) zu-
sammen mit einem SatzΦ von Abbildungenφp ∈ Φ, φp : T → Rn, p ∈ T , mit den folgenden vier Eigenschaften:
M1 : φp ist eine 1–1 Abbildung einer offenen MengeTp mit p ∈ Tp in eine offene Menge inRn.
M2 : Die Vereinigung

⋃
p Tp = T .

M3 : Ist Tp ∩Tq nicht leer, so istφp(Tp ∩ Tq) eine offene Menge inRn, undφq(Tp ∩ Tq) ist eine offene Menge
in Rn verschieden vonφp(Tp ∩ Tq). Die Abbildungφp ◦ φ−1

q muß stetig und differenzierbar sein.
M4 : Die Abbildungenφp ◦ φ−1

q undφq ◦φ−1

p aus AxiomM3 sind Abbildungen inΦ. Diese Eigenschaft heißt
auchMaximalität.

Die EigenschaftM1 erlaubt es, ein Koordinatensystem für eine Umgebung einesjeden Punktep zu kon-
struieren. Der Punktp wird in den Ursprung vonRn mit Hilfe von φp abgebildet. Jeder Punktq in der Nähe von
p wird damit in einen Punktφp(q) nahe0 = φp(p) abgebildet. Damit kann man dann die Koordinatenφ i

p(q),
i = 1, . . . , n vonφp(q) ∈ Rn mit dem originalen Punktq ∈ T assoziieren. Diese Assoziation liefert ein (lokales)
Koordinatensystem für ganzT .

Axiom M2 stellt sicher, dass tatsächlich ein solches lokales Koordinatensystem für jeden Pubnkt inT
konstruiert werden kann.

Axiom M3 verwendet die Abbildungφp ◦ φ−1

q : Rn → Rn, die mit Standardmethoden des Differential-
kalküls studiert werden kann. Hierbei heißt eine Abbildung φ differenzierbar immer, dassφ ∈ C∞ ist.

Mannigfaltigkeiten sind ein sehr wichtiges Konzept. Sie sind gerade noch gutartig genug, um überall lokal
wie der euklidische RaumRn auszusehen. Daher kann man alle Mehtoden und Konzepte, die man für das Studium
des euklidischen RaumesRn kennt, mit Hilfe der AxiomeM1 bis M3 auf die Mannigfaltigkeit übertragen.
Insbesondere ist dieDimensionder MannigfaltigkeitM die Dimension des RaumesRn, alson.

Komplexe Mannigfaltigkeiten. Ganz ähnlich kann man andere Sorten von Mannigfaltigkeiten definieren. Eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit erhält man, indem man in obiger Definition überallRn durchCn ersetzt, und am Ende von
M3 das Word differenzierbar durchkomplex analytischaustauscht.

1



p
-1φ

φ (  )

φ (  )

x

x

p

p

p

q
1

2

IR
n

φ (  )p p

T Tp qφ (          )p

T Tp qφ (          )q

pφ

φq

T Tp q

M

p

q

T

T

p

q

p
-1φ   (   )2x

pφ

pφ -1φq φq p
-1φ

φ (  )

x

x1

2

IR
n

x

x1

2

IR
n

qq

p

q

T

Tφ (    )

φ (   )p

q

p
-1

xφ   (   )1

p

q

M

2


