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VERALLGEMEINERN DESANSATZES FUR s[,C

Beisl, C wurden Darstellungen mittels ihrer Zerlegung in Eigemnéulbeziiglich des diagonalisierbaren Generators
H analysiert. Die korrekte Verallgemeinerung dieses Voegehhier am BeispiellsC vorgefuhrt, erlaubt es, jede
beliebige halbeinfache Lie-Algebgazu analysieren. Um die Allgemeinheit der Konzepte zu utieichen, wird

im folgenden haufig statts(;C geschrieben, explizite Rechnungen jedoch immer fir déspige ausgefiihrt. Die
guteNachricht: Hat man die verallgemeinerte Methode einvexatanden, braucht man eigentlich keine weiteren
Konzepte mehr, um andere Lie-Algebren verstehen zu kénnen

Setup. Die Lie-Gruppe SkC ist die Gruppe deB x 3-Matrizen mit Determinante eins. Daher igincSL3C = 8. Die
zugehorige Lie-Algebrals;C ist durch die spurfreie x 3-Matrizen gegeben. Diese sei nun wie folgt zerlegt:
sl3C = h & ny & n_, wobeih die sogenannt€artan-Unteralgebragenannt wird, d.h C g ist die maximale
abelsche Unteralgebra. Man erinnere sich, dass miteind&odemutierende diagonalisierbare Matrizen simultan
diagonaliseirt werden konnen. Die Cartan-Unteralgebird die Aufgabe des Elementég beis(,C Ubernehmen.

In unserem Beispiel gilt

aq 0 0
h= 0 ax O tay+az+a3=0, ,
0 0 as

d.h.dim¢ h = 2. Die Dimension der Cartan-Unteralgebra wird auchRésgder Lie-Algberag bezeichnet. Die
anderen beiden Unteralgebren werden aufgespannt durGedieratorer; ;. Dies sind Matrizen, die nur an der
Stelle, wo sich die-te Zeile und digj-te Spalte treffen, eine eins haben, d.B; ;)i = d:10;. Damit haben wir
ng = span{ELg, E173, E273}, undn_ = span{Eg,l, E3,1, Eg,g}.

Definitionen. SeiV eine beliebige Darstellung van Ein Eigenvekton € V vonh C g ist ein Vektorv, der fur jedes
H € b ein Eigenvektor ist:
H(v) = a(H)v, (%)

wobeia(H) ein linear vonH abhangender Skalar ist, dda.€ h*.

Ein Eigenwertfur die Aktion vonh C g ist ein Elementy € h*, so dass es ein € V gibt, v # 0, fur das(x) gilt.
Ein Eigenraumassoziiert zux € h* ist der Unterrauny,, allerv € V, fur die (x) gilt.

Die entscheidende Verallgemeinerung wgiC zu einer halbeinfachen Lie-Algbegaist der Ansatz, dass jede
endlich dimensionale Darstelluigvon g eine Zerlegung” = @, V.., wobeiV,, Eigenraum vorh C g ist, und
« Uber eine endliche Untermenge vighlauft.

Adjungierte Darstellung. Um die Analoga vonX,Y < sl,C zu finden, beobachtet man, dass die Lie-Klammern
[H,X] =2X,[H,Y] = —2Y die ElementeX, Y als Eigenvektoren fur die adjungierte Aktion véhaufsl;C
definieren. Wir betrachten daher die adjungierte Darsiglkons(;C, die also eine Zerlegung

= (@)

besitzt, wobetr Uber eine endliche Untermenge vighlauft, undh auf jedem Raung,, durch skalare Multiplika-
tion operiert, d.h.
VHebh, VY eg,:[H,Y]=ad(H)Y)=a(H)Y .

SeiM, (M) = my, eine beliebige Matrix. Ihr Kommutator mit einer Diagonalmix D, (D) = ardg ist

([D, M) = (ar, — a;)my,. Dies soll nun furr alleD ein skalares Vielfaches val sein. Die einzige Moglichkeit
dafur ist,M = E — 4, j zu wahlen. Die MatrizetE; ; generieren also genau die Eigenraume fir die adjungierte
Aktion von ) auf g. Mit obiger expliziter Definition vor) fur sl3C ist der Dualraum definiert als

h* = spanc{Li, Lo, L3}/ {L1 + Lo+ L3y = 0},

wobei die linearen Funktionalg; die duale Basis zur Standardbasis der diagonaber3-Matrizen sind, d.h.

a1 O O
Li 0 a 0 = Qy; .
0 0 as



Wir folgern damit, dass die linearen Funktionales h*, die in der Zerlegung vosisC = h @ (D, g.) auftreten,
die sechs Funktionale; — L; sind,1 < i # j < 3. Die Raumeyy, r, werden jeweils durch die Elements ;

aufgespannt.
Lo-L 3

WAVA

La-L 1 Li-L 2

Lz-L 2

Dieses Bild enthalt so ziemlich die ganze Information dienl8ur der Lie-Algbrag = sl3C. Sei z.B.X € g,.
Um herauszufinden, wohimd(X') einY € gg sendet, fihren wir wieder unsefttndamentale Rechnurfgr ein
beliebigesH € h aus,

[H, [X,Y]] (X, [H,Y]] +[[H, X], Y]
(X, B(H)Y] + [a(H) X, Y]

= (a(H)+ B(H))[X,Y].
Also ist[X,Y] = ad(X)(Y) wieder ein Eigenvektor voh, und zwar mit Eigenwerd + 3, d.h.ad(g.) : gg —
ga+3- Daad(g.) Eigenraume in Eigenraume Uberfihrt, bleibt die Zentegy = ha (P, g.) erhalten. In unserem
Bild operiert jedeg,, durch Translation. So ist die Aktion vas,, — 1, gegeben durchd(gr,—r,)(8r,-1,) C b,

ad(ngfLs)(b) C9rn,—Ls» ad(ngfLs)(ngfLs) =0Oetc., d.h.

Lz-L 2

Beliebige Darstellung. Ganz analog gilt das fur jede Darstelluiigvon sl;C. Die Darstellung hat eine Zerlegung=
@, V., und dieg,, bildenVj; nachV,,, 3 ab, denn

H(X(v) = X(H(v))+[H X](v)
= X(B(H)v + (a(H) X)(v)
= (a(H)+p(H))X(v).

Wir kannen also auch dig, durch Punkte in einem (ebenen) Diagramm darstellen, digleag,, durch Translati-
on ineinander Uberfihrt werden. Die Eigenwertelie in der Zerlegung einer irreduziblen Darstelldnguftreten,
unterscheiden sich daher voneinander dgahzzahligd.inearkombinationen der Vektorely — L; € h*. Dies
motiviert einige weitere wichtige Definitionen.

Definitionen. Die Wurzeln (engl. roots$ind die MengeR = {L; — L, : i # j}. Die integralen Linearkombinationen
spannen dag/urzelgitter (engl. root latticeAr = P, .z ZL auf. Man beachte, dass mit dieser Konvention null
keine Wurzel ist.

Die Eigenwertex, die in der Zerlegung einer Darstellung = @, V., auftreten, heiBen diGewichte (engl.
weights)der Darstellung. Die Differenzen der Gewichte einer Ddltstg sind immerx — o € Ag. Weiter heil3en



die Eigenvektoren € V,, Gewichtsvektoren (engl. weight vectars)n Gewichi, und die Eigenraumg, selbst
heilRenGewichtshume (engl. weight space®)ie Wurzeln sind also die Gewichte der adjungierten Déustg,
daher heil3en dig, auchWurzeliume (engl. root spaces)

Hochstgewichte.In der Vorlesung wurde erklart, dass es unter den Gewidaganannteldchstgewichte (engl. highest
weights)a gibt, die die Eigenschaft haben, dass es einen zugehdrgeimstgewichtsvektor (engl. highest weight
vector)v € V gibt, der von einer Halfte aller Wurzeln annihiliert wiréllso
LEMMA: Fv e V(i) Jaeh*:veV,; (i) VO<i<j: E; ;j(v)=0. O
Wie in der Vorlesung erklart, ist die Halbordnung in (ii)liebig, andere Ordnungen definieren andere Hochst-
gewichtsvektoren. Genauer hat man eine lineare Funktioh* — C, die eingeschrankt auf die integralen Li-
nearkombiantionen def; reell sei. Die Wurzelrx fur die ¢(«) > 0 ist, heiRerpositiveWurzeln. Im Beispiel ist
(a1 L1 +aslo+asls) = aay +bas+ caz mita > b > ¢ beliebige reelle Zahlen, so daSs: ¢(y = 0)} irrational
zu A ist. Ferner definieren wif; ; = [E; ;, E; ;] = E;; — E; ;. Unter den positiven Wurzeln sind diejenigen
ausgezeichnet, die sich nicht als Summe anderer positivezéM schreiben lassen. Solche Wurzeln hei#efa-
che (engl. simplé)Vurzeln. Im Beispiel sind dieb, — L3 und Ly — Lo, wahrendLy — L3 = (L1 — Lo) + (Lo — L3)
nicht einfach ist. Weiter gilt der wichtige Sachverhaltssl@ine irreduzible Darstellurig aus einem Hochstge-
wichtsvektorv € V durch die Bilder vorv unter sukzessiver Anwednung dgj ;, 0 < i < j, erzeugt wird. Das
hat mehrere unmittelbare Konsequenzen:

(1) Alle g € b*, die in der Zerlegung volr auftreten, liegen in einem Konus mit SpitzeFurg = sl5C ist dies
ein 1/3-Konus:

I (B)<0\ 1(@)>0

(2) dimV,, = 1, d.h. der Hochstgewichtsvektoiist eindeutig bis auf Normierung.

(3) dmV, tn(r,—r,) =diMVyi, (1, 1,) = 1, da diese Raume allein dur¢h’ ;)" (v) bzw. (3 )" (v) erzeugt
werden. Allgemeiner gilt dies fir die Raume, deren Getacuf dem Rand des Konus liegen.

Es gilt nun auch umgekehrt, dass fur eine beliebige Ddusigh” und einen Hochstgewichtsvektore V qgilt,
dass die Unterdarstelluriy C V, die aus den Bildern von unter sukzessiver Anwendung véh ;, 0 < i < j,
erzeugt wird, irreduzibel ist. In der Vorlesung wurde deduktionsbeweis fur diese Behauptungen angedeutet.
Damit gilt die

PrRoPOSITION Jede irreduzible Darstellund” von g = sl3C besitzt einen (bis auf Normierung) eindeutigen
Hochstgewichtsvektor. Die Menge der Hochstgewichtiwen einer beliebigen Darstellungieformt eine Verei-
nigung linearer Unterraumey;, korrespondierend zu den irreduziblen Unterdarstellungen V', wobeidim Uy

die Multiplizitat von W in V ist. 0

Konvexe Hulle. Man beobachtet, dass = go © Ho @ g—o = sCist. Konkretistsy, 1, = span{E; j, H; j, E;;}
eine Unteralgebra vosi;C isomorph zws(> C fir ¢ < j. Analysiert man Darstellungen beziglich diesen Unteralg
bren, so kann man die Bedingudignl” < oo wie bei der Untersuchung der Darstellungen ¥/t ausnutzen. Sei
zum Beispielsz, 1., betrachtet. Es itV = @, go+r(L,—1,) Untersy, r, erhalten, also eine Darstellung von
sr,—1, = sl C. Also sind die Eigenwerte voH , auf W ganzzahlig und symmetrisch beziiglich null. Also muf3
die Reihe von Punkten in unserem Diagramm, die &dn RichtungL, — L, losgeht, symmetrisch beziglich der
Geraden(H, 2, L) in der Ebendy* sein. Es ist Ubrigens kein Zufall, dass auch in unserem@amZL 1 L; — Lo
ist. Die Reihe der Punkig, , (., 1,) ist endlich lang und invariant unter Spiegelung an der Ganaé », ).

Allgemein kann man dier, 1, = span{E; ;, E;;, H; ; = [E; ;, E;;]} = sl2C betrachten, die alle Unteralge-
bren vons(;C sind. So muss auch die Reihe der Punkte ., r,) invariant unter Spiegelung an der Geraden
(Hz3,L) = 0 sein. Seim die kleinste Zahl, fur di¢Es ;)™ (v) = 0ist, und seid = o + (m — 1)(Lz — L) und



v’ € V3. Nach Definition istEs ; (v') = 0, und es gibt keirV;, oberhalb des Konus-Randes, dBy. 3(v') = 0
und E; 5(v") = 0. Also istv’ ebenfalls ein Hochstgewichtsvektor. Wir kdnnen alsesallvas wir bis jetzt fue
gemacht haben, auch figrdurchfilhren. Am Ende der Reihe von Punkign ., —1,) gibt es einv”, das wieder
als Hochstgewichtsvektor aufgefasst werden kann, und®sonund E, ; annihiliert wird. Das bisherige 1aR3t sich
in den folgenden zwei Diagrammen veranschaulichen:

Gork(LaL ), N Dorrk(LaL ) <H,,, L>=0

DA
DA
VA

\VAVAVAVAVAVA
\ViVAVAVAV

Es folgt, wenn man das fiir alle Hochstgewichtsvektoré@nthn sukzessive erhalt, weiterspielt, dass die Eigen-
werte, die in der Zerlegung vow auftreten, durch ein Sechseck (Hexagon) beschrankt weddes symmetrisch
unter Spiegelungen an den Geradéh ;, L) = 0 ist, und das einen Vertex beihat. Bemerkung: Das Sechseck
kann unter Umstanden zu einem Dreieck degenerieren, weawgi der Eckpunkte aufeinanderfallen. Anders
ausgedrickt: Das Sechseck ist die konvexe Hillle der Menaeng der Bilder vorw unter der Gruppe der Isome-
trien der Ebene, die durch Spiegelungen an den Gerddgn L) = 0 erzeugt wird. D&y, 1, = sl>C, sind die
Eigenwerte vorf; ; € Z und daher gilt, dass die € @, ZL; = Aw sind. Ay heiBtGewichtsgitter (engl. weight
lattice). Wir erhalten die

PrRoOPOSITION Alle Eigenwerte einer irreduziblen endlich dimensiomalEarstellungl” von si3C muRen im Git-
ter Ay C b* liegen, das von det; aufgespannt wird. Weiter mu3en alle Gewichte der Darstglizueinander
kongruent modulo dem Gittexr C h* sein, das von der Wurzelh; — L; aufgespannt wird. O
Man beachte, dassy /Ar = Z/3 fur g = sl3C ist, wahrend fusl,C natirlichAy /A = Z/2 gilt. Dies ergibt
das folgende Diagramm:

¢
\
v<H, 5, L>=0

[ Y <H,,, L>=0

<H, 4, L>=0

\ <His L>=0

Beachtet man schliel3lich noch, dass die Raliag, ; = ;. ga+r(z,—1,) Nicht die einzigen untery, ,; inva-
rianten Unterraume sind, sondern vielmehr fur gig h*, das Eigenwert der Zerlegung = @, V., ist, und fur
allei # j auchWp; ; = @, 9s+k(L,~L,) €ine Darstellung vomy, r; formt (die allerdings nicht notwending
irreduzibel ist), so folgert man, dass zumindest/diéir die Vs ,(r,—1,) # 0 ist, eine ungebrochene Sequenz
ganzer Zahlen bilden. Damit gehoren also auch alle Pumkténnern der konvexen Hiille, die Elemente von
Aw /AR sind, zu den erlaubten Eigenwerten. Diese sind in obigergr@am durch offene Kreise markiert. Eine
Hochstgewichtsdarstellung lafit sich also dadurch diagnatisch verstehen, dass man im Gittgr das Hochst-
gewicht einzeichnet, anschlieend die konvexe Hulle kaiest, und dann alle Gewichte markiert, die innerhalb
der konvexen Hulle und aufy, /A i liegen. Wir fassen zusammen:



PROPOSITION SeiV eine irreduzible Darstellung vasizC. Dann gibt es eiv € Ay C b*, so dass die Menge
der Gewichte, die in der Zerlegung = 69[, Vs auftreten, genau die Menge der linearen Funktionale kargru
zu o moduloAr, ist, die durch die konvexe Hillle beschrankt wird, derekdfcdurch die Bilder vorx unter der
Spiegelungsgruppe gegeben sind, die durch die Spiegaiargden GeradefH; ;, L) = 0 erzeugt wird. O

EXPLIZITE KONSTRUKTION IRREDUZIBLERDARSTELLUNGEN VONsl3C

Um ein vollstandiges Verstandnis der Darstellungensigft zu haben, miiRen wir zunachst Existenz und Eindeu-
tigkeit der irreduziblen Darstellungen zeigen. Winsahegrt ware eine ahnlich explizite Konstruktion, wie im
Fall s[oC, wo jede irreduzible Darstellung sich als symmetrisches®eprodukSym™V der Standarddarstellung
fur einn € Z, schreiben lieRR. Schliefilich braucht man fir die Analyse Vensorprodukten natirlich nicht nur
die Gewichte der Darstellungen, sondern auch die Mulitplien, mit denen sie auftreten.

Elementare Beispiele.Die Standarddarstellung vaili;C ist natiirlich nichts anderes als = C3. Die Eigenvektoren
der Aktion vonh sind natirlich die Standard-Basisvektorgne,, es mit Eigenwerternl.;, Lo, Ls.

Da die Eigenwerte des Dualen einer Darstellung einer LigeBta einfach das Negative der Eigenwerte der origi-
nalen Darstellung sind, erhalten wir sofort, d&s= C? mit der dualen Standardbasis e}, e die Eigenwerte

— Ly, —Ls, — L3 hat. Die Darstellunge® und V* werden tibrigens durch den Automorphisniis— —tX von

s[3C ineinander Uberfuhrt. Weiter idt* isomorph zu/\2 V', dessen Gewichte gerade die paarweisen Summen
unterschiedlicher Gewichte vdn sind, und umgekehrt it =~ A* V*.

Wir kennen auch schon die adjungierte Darstellung. Siertsaeisamt acht Gewichte, namlieh— L; fur i # j,
sowie das Gewicht null mit Multiplizitat zwei (da dim= 2).

Als nachstes betrachten viigm?V, Sym?V* undV ® V*. Die Gewichte symmetrischer Tensorprodukte sind ge-
geben durch die Summen der Gewichte der originalen DaratglAlso haSym?V* die Gewichte{ —2 Ly, —L; —
Lj:0<i<j}={-2L;—2L; L;:0<i< j}. Die Gewichte des Tensorprodukiész V* sind die Summen
der jeweiligen Gewichte, was auf die Mengk; — L, } herauslauft. Diese enthalt dreimal das Element fuh.V*

ist nicht irreduzibel, sondern direkte Summe der adjurigieund der trivialen Darstellung. Die Gewichtsvektoren
sinde; ® e, wobei die drei Gewichtsvektoren ® e; zum dem dreifach auftretenden Gewicht null gehoren. All-
gemeiner gilt, dass fiir jede treue Darstelldfigdas Tensorproduld ® W* die adjungierte Darstellung enthalt.

Irreduzible Darstellungen. Aus unserer bisherigen Betrachtung der Gewichte von Dlnstgen vons(3C folgt, dass
jeder Hochstgewichtsvektor in dég)-Ebene liegen muB, die durch die Ungleichungéh >, L) > 0 und
(Hy3,L) > 0 beschrieben wird. Also hat ein Hochstgewichtsvektor yimd die Formv = (a + b)Lq1 + bLy =
al, — bLg fur zwei nicht negative Zahlea,b € Z. . Unsere bisherige Konstruktion liefert also den folgenden

Satz:
\ ~ /<H L>=0

o /™

5 Sy Vi Syn? V*

Syn? V.

Sym? V¥~ - v

<H, ;. L>=0

/ - \<H1v3, L>=0



THEOREM: Fir jedes Paar nicht negativer ganzer Zahighexistiert eine eindeutige irreduzible endlich dimen-

sionale Darstellung',, , vonslsC mit Hochstgewichtsvektar = L — bLs. O
Man kann zeigen, dadg, , C Sym®V ® Sym®V* ist. Genauer gilt, dask, , = Ker(zq4) Mit 2,5 : Sym®V @
Sym’V* — Sym®~'V ® Sym”~'V* eine Abbildung, die die Kontraktiotw; - ... - v,) ® (v} - ... - v}) —
Zi,j@i,v;‘}(vl U] Vgl e Ug) ® (V] L VS Vg - vy ) ausfuhrt.

In obigem Diagramm sind die bisherigen Beispiele zusammafig.l” und V* sind grun, deren jeweilige sym-
metrischen Tensorprodukte schwarz gekennzeichnet. uegiérte Darstellung ist blau, und das Tensorprodukt
Sym®V ® Sym?V* ist rot eingetragen. Das Gewichtsdiagramm $em®V ® Sym®V* oder aquivalent dazu von
I',., wird am Beispiel vorSym®V @ Sym*V* gezeigt. Die auftretenden Hochstgewichte sind von aufeh n
innen6L, — 2Ls3, 51y — L3, 4L, und schlieBlichL;. Allgemein hat man im Falk > b zunachst eine Sequenz
konzentrischer (nicht notwendig regularer) Sechseckdeakpunktena — )Ly — (b —4)L3, i =0,1,...b— 1,
gefolgt von einer Sequenz von Dreiecken (nachdem die kéider Seiten des Sechsecks zu null geschrumpft ist)
mit Eckpunktena —b — 3;j)L1, j = 0,1,...,[3(a —b)]. Der letzte Ausdruck meint die Gaussklammer. Die Mul-
tiplizitaten fur die Sechseck; und die Dreieckd’; (man beachte, dags = H, ist) sind furSym“V ® Sym°V*

wie folgt gegebenmult(H;) = 1 (i + 1)(i + 2) undmult(7};) = 1(b + 1)(b + 2). Die Multiplizitaten furl, ,
hingegen sindnult(H;) = (i + 1) undmult(7;) = b. Anders ausgedriickt, steigen die MultiplizitatenIir, von
auf3en nach innen, beginnend mit eins, je um eins an, bis dige8e der Dreiecke naéh- 1 Schritten erreicht ist.
Von da an bleibt die Multiplizitat fur alle weiteren Dreiee beim Werb. Im folgenden Diagramm sind die Mul-
tiplizitaten fur die Darstellun@’s » durch mulltiple Kreise angedeutet. Offensichtlich ist #aie sehr effektive
Art, Darstellungen graphisch zu verdeutlichen, und in gergibt es wesentlich bessere Methoden

/<H L>=0

TN [
\
o/

/N

/\9\@ st s
Li 4L

fab
@ <H, 3. L>=0
©) /

V2
S~

Die Zerlegung einer beliebigen Darstellubign irreduzible Darstellungeh, ; findet man wie folgt:

(1) Man schreibe die Zerlegung vénin Eigenwerte, d.h. Gewicht€ = P, U hin.

(2) Man finde das Gewicht = aL; — bL3, das in der Zerlegung auftritt, fir déd&x) maximal wird.

(3) Also muBU eine Kopie der irreduziblen Darstelludy, = I', , enhalten, d.hU =T, & U’ fur einU’. Das
Gewichtsdiagramm voR,, kennt man, womit man dasjenige vbr erhalt.

(4) Man wiederhole die Prozedur foF'.

Als Ubungsaufgabe kann man versuchen, auf diese Weise dasrfilertiktl/ = I's,; ® V in irreduzible Dar-
stellungen zu zerlegen. Die Losungist=I'; 1 @ 'y 2 & T'2 0. Mit der weiter oben beschriebenen Abbildugg

kann man zum Beispiel allgemein zeigen, das$fiéira

®

®

(o

b
Sym®V @ Sym’V* = @ Fo—ip—i
i=1

gilt. Insbesondere ist aldo,, o = Sym™V undTy , = Sym" V™.



