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IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN EINER HALBEINFACHENLIE-ALGEBRA

Die Methode, mit der die irreduziblen, endlich dimensi@maDarstellungen vosi;C gefunden wurden, laRt sich
unmittelbar auf jede halbeinfache Lie-Algebra Uibertrad#as ergibt eine Prozedur in acht Schritten, die hier kurz
skizzeirt sei. Die halbeinfache Lie-Algebra sei mibezeichnet.

[] Cartan Unteralgebra. Man finde die maximale abelsche Unteralgebra g.

[l Cartan-Zerlegung. Man fuhre fir die adjungierte Darstellung die Cartani&gungg = h ® (@aeR ga) durch,
wobei dieWurzelaumeg,, definiert sind durch die Bedingung

VH € §,VX € go : ad(H)(X) = a(H) X

fur o € R C b*, der Menge deWurzelnvon g. Es gilt:

(1) dimg, = 1;

(2) rangg = rangAr = dimh mit Ap = span, R demWurzelgitter

(3) a € R<= —a €R.

Sei V eine endlich dimensionale irreduzible Darstellung yorMan fihre analog die Cartan-Zerlegung fidr
durch, d.hV =, ey (1) Va, wobei dieGewichtsaumeV., definiert sind durch die Bedingung

VH e h,Vv eV, : Hv) =a(H)v

furo € W(V) C b*, der Menge deGewichteder Darstellungd/. Es gilt:

(1) dimV, = mult(«) in der Darstellund’;

(2) die Wurzelraume operieren auf d&p so, dasgis : Vi, — Vo4 fur alle 5 € R. Damit gilt offensichtlich,
dassva, o’ e W(V):a —a' € Ag.

[l Wurzel-Unteralgebren. Man finde fir jede Wurzek die zugehdrige Unteralgebsa = g0 ®g—0 D [ga, §-—a] =
sl,C. Es gilt:
(1) [8a>8—al # 0, S0 das$ga, §-o) C b, dim[ga, g-a] = 1;
(2) [[8as8-als 8] # 0, SO dass man Generatoren finden kann, die die Standardtarertern vorsl;C erfillen.
Insbesondere gibt es efi, € [gn, §—o] Mit a(H,) = 2.

[IV] Gewichts-Gitter. Man nutzte nun die relativ einfache Darstellungs-Thedneifes,, = sl;C aus und konstruiere
das GitterAy = {8 € b* : B(H,) € Z Va € R}, da die Eigenwerte voti/,, alle ganzzahlig sein missen.
Offensichtlich ist dann furr jede irreduzible endlich dinséonale Darstelluny” die Menge der Gewichtd/ (V') C
Aw . Insbesondere ist audh C Ay, also istAgr C Ay ein Untergitter mit endlichem Index.

[V] Weyl-Gruppe. Man mache sich zunutze, dass die Gewichte von Darstelluwnges, = sl,C eine Reflektions-
Symmetrie aufweisen, indem man Reflektio®&n einfuhrt,

2B(Ha)
O‘(Ha)

die die Hyperebenefl, = {8 € b* : (H,,3) = 0} in sich Uberfuhren, und die Gerad€uw in sich spiegeln,
d.h.W,(a) = —«. Die aus deiV,,, a € R, erzeugte GruppgJ heilltWeyl-Gruppelnsbesondere gilt, dass die
Menge der Gewichte einer Darstellung invariant unter deylM&uppe ist, d.h20(W (V)) = W (V).

Wa(ﬁ) 25_2

= ﬁ —ﬁ(Ha)Oé,

[VI] Killing-Form. Man fuhre die Killing-Formg(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)) als Skalarprodukt auf ein, also
auch aufy C g, also auch auf* = . Die Weyl-Gruppe ist dann nichts anderes als die orthogoGalippe,
W = O(Aw), d.h.g(W,(B),Wa(3)) = g(B,3) fur alle W, € 25, 8,5 € Aw C bh*. Beziglich dieses
Skalarproduktes sind die Gera@er und die Hypereben@,, orthogonal, d.ha L Q. Das Skalarprodukj(-, -)
ist positiv definit aufy.

[VII] H dchstgewichte und Hichstgewichtsvektoren.Man zeichne eine Richtung #ii* aus, indem man ein reelles li-
neares Funktiona : Ar — R einfuhrt, das die Wurzeln in zwei gleichgroRe Teilmender- RT U R~ teilt.
DabeiistR* = {a € R : {(a)) > 0} die Menge depositiven Wurzelnund analog?~ = {« € R : {(«) < 0} die
Menge demegativen Wurzelr=ir eine Darstellund von g heil3t ein Vektor € V, der sowohl Eigenvektor fur
alle H € pist, als auch im Kern aller Wurzelraume der positiven Wlrrkiegt, Hochstgewichtsvektpd.h.v € V



ist Hochstgewichtsvetkor miidchstgewichbzw. dominantem Gewicht < H(v) = a(H)v fur alle H € b,
undg,(v) = 0 furallea € R™. Es gilt:

(1) Jede endlich dimensionale Darstelluigron g besitzt einen Hochstgewichtsvektor;

(2) Zu jeder endlich dimensionalen Darstelluigvon g mit Hochstgewichtsvektor € V' ist die Unterdarstel-
lung W = span{v, go(v), ga o (v),... : a,&',... € R~} C Virreduzibel;

(3) Jede irreduzible endlich dimensionale Darstelllihgon g hat einen bis auf Normierung eindeutigen Hochst-
gewichtsvektor.

Die sogenannten (positivep)imitivenodereinfachen Wurzelsind diejenigen positiven Wurzeln, die sich nicht als
Summe zweier anderer positiver Wurzeln schreiben lassenizff = {o € Rt : a # o/ + o furo/, o € R*}.
Analog definiert man negative einfache Wurzé&lpi. Man kann dann obige Definition vai" C V' vereinfachen
zuW = span{v, go(v), ga o (v), ... + ;... € R}

Die (abgeschlossene) Weyl-Kammai ist der Bereich inp*, innerhalb dessen alle moglichen Hochstgewichte
liegen milssen. Sie ist definiert ¥ = {« € spang R : a(H,) > 0y € R"}. Sie kann aquivalent dazu definiert
werden als der Abschlul3 einer Zusammenhangskomponenkadgsdements der Vereinigung der Hyperebenen
Q.

[11X] Klassifikation irreduzibler Darstellungen. Damit hat man alles zusammen, um samtliche endlich diroaatn
irreduziblen Darstellungen eine halbeinfachen Lie-Alggbangeben zu kdnnen.
SATZ: Fur jedese € W N Ay gibt es genau eine irreduzible endlich dimensionale DdusgI', mit « ihrem
Hochstgewicht. Bezeichn@ den Abschlul? des Inneren der konvexen Hille, deren Vertina den Bildern von
« unter der Aktion der Weyl-Grupp®J gebildet werden. Dann ist die Menge der Gewichte der Dausigl’,
gegeben durch/ (T'y) = {8 € AwN€: §—a« € Ar}. Seien die positiven einfachen Wurzeln beliebig numeriert
als{ag,...,an} = R;, n = rangg. Dann gibt es Gewichte; € h*, 1 < i < n, so dassv;(H,,) = d;;. Diese
Gewichte heiBefundamentale Gewichtdedes Hochstgewicht ist durch eine eindeutige Lineabkoationa =
ajwy + ... + ayw, gegben, wobei alle;, € Z. Man schreibt daher auch dit, = T'o,wy+...4anw, = Lay,..ooan-

DYNKIN -DIAGRAMME

Es ist furrangg > 2 nicht mehr gut moglich, explizit Gewichts-Diagramme zuchaen. Glucklicherweise
gibt es eine sehr viel effizientere Art, Darstellungen gisgthzu notieren. Diese wurde maRgeblich von Dyn-
kin entwickelt. Hier soll kurz vorgestellt werden, wie maurch eine graphische Notation alle (halb-)einfachen
Lie-Algebren sehr schnell klassifizieren kann, namlichctiudie Dynkin-Diagramme. Diese graphische Notation
enthalt die gesamte Information uber die Lie-Algebrad wenn man noch die Zahlen, ... a,, a; = g(«, «;),
hinzufugt, auch die gesamte Information tiber die Ddtstgll",. (Notationen wie in [11X].)

Wurzelsysteme. Seig eine halb-einfache Lie-Algebrajhre Cartan-Unteralgebrajhre Killing-Form, etc. Der euklidi-
sche Raunit = spang R ist ein reeller Untervektorraum vdyt, auf demy positiv definit ist. Um eine Lie-Algebra
charakterisieren zu kdnnen genugt es, die moglicherz@isysteme? C E bis auf Rotationen und skalare Multi-
plikationen zu klassifizieren. Ein Wurzelsystem hat diedaigchaften
[l |R| < oo, spangR = E;

il «€R= —ae€ R,undstriktete € R = RN {Ra} = {a, —a};
[il o€ R= W, :R— RmitWW, der Reflektion in det.--Ebene;
[V] «a,0 € R= ngo = (H,) € Z. Die GroRRens, und die Weyl-Spiegeluny/,, konnen durch die Killing-
Form ausgedriickt werden,
9(8,a)
"2 =2 (a,a)

, Wa(B) =8 —npacr.

Bedingung [iv] ist sehr strikt, da sie den Winkglzwischen zwei Wurzela, 5 auf wenige Moglichkeiten ein-
schrankt. Mitcos 0 = g(3, @) /+/g(a, a)g(B, B) folgt, dassysa = 24/9(3, 3)/g(c, ) cos O € Z, also4 cos? § =
NapNse € Z sein mul. Das laBt nur die Moglichkeiténos® 6 € {0,1,2, 3,4} zu, wobei die letzte Moglichkeit,
4cos?f = 4 nur beim trivialen Fall3 = 4« auftritt. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit angemen,
dassy(3, 8) > g(a, a) bzw.|nge| > |nas| ist. Dies fUhrt auf folgende Tabelle an nicht-trivialerolyflichkeiten:

dcos?f| 3 2 1 0 1 2 3
cosf | V3/2 V2/2 1/2 0 —1/2 —/2/2 —/3/2
0| n/6 w/4 w/3 w/2 27x/3 3n/4 57/6

N | 3 2 1 0 -1 -2 -3
Mg | 1 11 0 -1 -1 -1
BBl VB V21 V2 V3



Sei nunn = dimgE = dimch = rangg. Im folgenden sind alle Wurzelsysteme filK n < 3 skizziert.

n=1 -
A1=Sl2C

n=2 - | - - x - E % S %
Aix Ay A o= SlgC B ,=s0sC=sp,C Gy

Az=5l4,C =s0gC B3=s0;C C3=spgC

Mit einer geeigneten, aber ansonsten beliebigen Halbogliu E — R werden die Wurzeln geteilt iR =
RTUR™. Fur die klassischen Lie-Algebren lassen sich die pasitiinfachen Wurzeln durch die Basis-Gewichte
L; wie folgt ausdriicken:

{Li_Li+1 = 1,...,TL} fir 5[n+1(C = An,

R+ _ {Li_Li+1 1= 1,,n—1}U{Ln} fir 502n+1(C = Bn,
P {Li—Li+1 i=1,....n— 1}U{2Ln} fir spgn(C = Cn,
{Li_Li+1 1= 1,...,n—1}U{Ln_1+Ln} fiir so0,,C = D,.

Die Eigenschaften [i] bis [iv] haben unmittelbare Konsengen, die Wurzelsystenme erfullen missen.

[v] Furallea,s € R, 8 # +a, muld auch die gesamte Reifig — pa, 3 — (p — v, ..., 0—a, 3,8+, B+
2a,...,3 4 ga} C R zum Wurzelsystem gehoren. Da aber alich(3 + ga) = 8 — pa = (8 — ngact) — qa
gelten muB, folgt, dags= 7. + ¢ ist. Dies liefert die Einschrankung+ ¢ < 3,p — ¢ = n3a-

[vi] Furalle o, 8 € R, 8 # +«, folgt mit der Killing-Form, dass

9(B,a) >0 = a—-pPER,
9(f,0) <0 — a+BeR,
g(B,0) =0 = «— (,a+ O entweder beide € R oder beide ¢ R;

[vii] sind o #£ § € R;; einfache positive Wurzeln, so kdnnen- 5 ¢ R, 3 — a € R keine Wurzeln sein;
[iix] sind a # 3 € R; einfache positive Wurzeln, so kann der von ihnen gebildeitgk@V nicht spitz sein, d.h.

cost = \/g(a,a)/g(B, B)nga/2 < 0;

[ixX] die einfachen positiven Wurzeln sind linear unabhigng

[X] |Rf|=n=rangg, sodass jedes € R" eine eindeutige Zerlegung= a1 + . .. + a,a, besitzt, wobei
diea; € R} unda; € Z, sind.

Dynkin-Diagramme. Seien die positiven einfachen Wurzeln beliebig nummer}éjt: {aq,...,a,}. Ausliix] folgt,
dassa;,a; € R, nur die Winkel6 € {7/2,2n/3,3n/4,57/6} formen konnen. Entsprechend nimmt, .,
die Werte{0, —1, —2, —3} an. Man zeichne nun einen Graphen mit je einem Knoten furngirund mit genau
—7ay,a; LiNien zwischen den Knoten; und«;. Zur Verschonerung gebe man den Verbindungslinien eiag-Pf
richtung von der langeren zur kiirzeren Wurzel, falle;, o;) # g(e;, o) ist. Man kann nun beweisen, dass nur
genau die unten skizzierten zusammenhangenden Grapheedurziblen Wurzelsystemen korrespondieren, die
die Eigenschaften [i] bis [iv] (und damit bis [x]) erfulle®ies sind dieDynkin-Diagrammeder einfachen Lie-
Algebren. Damit sind alle halb-einfachen Lie-Algebrenrdisidiziert! Mehr noch, auch jede irreduzible Darstellung
I'a =T, 40,....a, kKann vollstandig durch ein Dynkin-Diagramm charakterisiverden, indem man lediglich an
den Knoteny; die ganze Zaht; schreibt. Diese Koeffizientes ergaben sich ja durch Einfuhren der fundamen-
talen Wurzelnw; mit g(w;, ;) = d;;, so dass offensichtlich; = g(«, «;) ist. In der Tat kann jede irreduzible
Darstellung, d.h. ihr Gewichts-Diagramm nebst aller Mlititaten, aus dem Dynkin-Diagramm der zugrundelie-
genden Lie-Algebra zusammen mit den Gewichts-Koeffizienterekonstruiert werden. Das Dynkin-Diagramm



enthalt zum Beispiel alle Werte der sogenanr@amtan-Matrixn; ; = 7a,,a,.- Die Nummerierung in den Dia-

grammen folgt von links nach rechts den Listenﬂ]‘; ={a1,...,a,}, die im Text angegeben sind.
ajz a> O n-1 an
An ® o ® ° (n>0)
ai a2 O n-1 an
Bn P e - & e (n>1)
ag as A n-a an
o ° e — — ——we (n>2)
aiq aor aA n- o
-1
D, ® ®e n (n > 3)
an
aiq as ag a s a e
Ee ® ° ° °
a2
aq ag ag a s a e a 7
E- ® ° ° ° °
asz
a1 as a g a s a s a 7 a g
Es ° ° ° ® ° °
a2
aiq ao a3 a4
Fa o o 9o @
a2 aq
G o——e

Abschliel3end seien ein paar Bemerkungen zu den Einsalm@gek an den jeweiligen kleinsten Rang der Lie-
Algebren der Serierl, B, C, D gemacht. Diese Einschrankungen vermeiden das Auftrdéecher Graphen in
verschiedenen Serien.

Fiurn = 1 finden wir By = C; = A;, was den Isomorphiesos;C = sp,C = sl,C entspricht, alle diese
Dynkin-Diagramme bestehen aus genau einem Punkt. Derlrak= so.C muf’ ausgeschlossen werden, weil
diese Lie-Algebra nicht halbeinfach ist.

Fir n = 2 finden wir D, = A; x A, entsprechend der Isomorphie,C = s[,C x sl>,C. Die Dynkin-Diagramme
bestehen aus zwei nicht miteinander verbundenen PunkigiteMinden wirC, = B, entsprechend der Isomor-
phiesp,C = s05C. Die zugehorigen Dynkin-Diagramme sind gleich, da beiegerwei Punkten die Richtung des
Pfeiles der zwei Verbindungslinien irrelevant ist.

Furn = 3 schlie3lich finden witDs = A3 entsprechend der Isomorphig; C = s(,C.

Wenn man will, kann man Ubrigens durch sukzessives Emdfenon Punkten (von rechts nach links) formal
Es =Ds5, By = Ay, B3 = Ay x A1, E5 = A1 x A3 undEl = A, setzen.

Die Wurzelsysteme fiir die exzeptionellen Lie-Algebramdsibrigens

{L1,-3L, + @Lﬂ‘ fir Gy,
{Lg —L3,L3 —L4,L47 %(Ll — Lg — L3 —L4)} fiir F4,
R;r: {%(Ll—L2—L3—L4—L5+\/§L6),L1+L2,}U{Li+1—LiZizl,...,4} fur Eﬁ,
{%(Ll—Lg—...—L6+\/§L7)7L1+L2}U{Li+1—LiZi:17...,5} fir FEr,
{§(L1—Lg—...—L7+L8)7L1+L2}U{Li+1—Lilizl,...,G} fir FEg.
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