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IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN EINER HALBEINFACHENL IE-ALGEBRA

Die Methode, mit der die irreduziblen, endlich dimensionalen Darstellungen vonsl3C gefunden wurden, läßt sich
unmittelbar auf jede halbeinfache Lie-Algebra übertragen. Das ergibt eine Prozedur in acht Schritten, die hier kurz
skizzeirt sei. Die halbeinfache Lie-Algebra sei mitg bezeichnet.

[I] Cartan Unteralgebra. Man finde die maximale abelsche Unteralgebrah ⊂ g.

[II] Cartan-Zerlegung. Man führe für die adjungierte Darstellung die Cartan-Zerlegungg = h⊕
(
⊕

α∈R gα

)

durch,
wobei dieWurzelr̈aumegα definiert sind durch die Bedingung

∀H ∈ h, ∀X ∈ gα : ad(H)(X) = α(H)X

für α ∈ R ⊂ h∗, der Menge derWurzelnvong. Es gilt:
(1) dimgα = 1;
(2) rangg ≡ rangΛR = dimh mit ΛR = spanZR demWurzelgitter;
(3) α ∈ R ⇐⇒ −α ∈ R.

Sei V eine endlich dimensionale irreduzible Darstellung vong. Man führe analog die Cartan-Zerlegung fürV
durch, d.h.V =

⊕

α∈W (V ) Vα, wobei dieGewichtsr̈aumeVα definiert sind durch die Bedingung

∀H ∈ h, ∀v ∈ Vα : H(v) = α(H) v

für α ∈ W (V ) ⊂ h∗, der Menge derGewichteder DarstellungV . Es gilt:
(1) dimVα = mult(α) in der DarstellungV ;
(2) die Wurzelräume operieren auf denVα so, dassgβ : Vα → Vα+β für alle β ∈ R. Damit gilt offensichtlich,
dass∀α, α′ ∈ W (V ) : α − α′ ∈ ΛR.

[III] Wurzel-Unteralgebren. Man finde für jede Wurzelα die zugehörige Unteralgebrasα = gα ⊕g−α⊕ [gα, g−α] ∼=
sl2C. Es gilt:
(1) [gα, g−α] 6= 0, so dass[gα, g−α] ⊂ h, dim[gα, g−α] = 1;
(2) [[gα, g−α], gα] 6= 0, so dass man Generatoren finden kann, die die Standard-Lie-Klammern vonsl2C erfüllen.
Insbesondere gibt es einHα ∈ [gα, g−α] mit α(Hα) = 2.

[IV] Gewichts-Gitter. Man nutzte nun die relativ einfache Darstellungs-Theorie für diesα
∼= sl2C aus und konstruiere

das GitterΛW = {β ∈ h∗ : β(Hα) ∈ Z ∀α ∈ R}, da die Eigenwerte vonHα alle ganzzahlig sein müssen.
Offensichtlich ist dann für jede irreduzible endlich dimensionale DarstellungV die Menge der GewichteW (V ) ⊂
ΛW . Insbesondere ist auchR ⊂ ΛW , also istΛR ⊂ ΛW ein Untergitter mit endlichem Index.

[V] Weyl-Gruppe. Man mache sich zunutze, dass die Gewichte von Darstellungenvon sα
∼= sl2C eine Reflektions-

Symmetrie aufweisen, indem man ReflektionenWα einführt,

Wα(β) = β − 2
2β(Hα)

α(Hα)
α = β − β(Hα)α ,

die die HyperebenenΩα = {β ∈ h∗ : 〈Hα, β〉 = 0} in sich überführen, und die GeradenCα in sich spiegeln,
d.h.Wα(α) = −α. Die aus denWα, α ∈ R, erzeugte GruppeW heißtWeyl-Gruppe. Insbesondere gilt, dass die
Menge der Gewichte einer Darstellung invariant unter der Weyl-Gruppe ist, d.h.W(W (V )) = W (V ).

[VI] Killing-Form. Man führe die Killing-Formg(X, Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )) als Skalarprodukt aufg ein, also
auch aufh ⊂ g, also auch aufh∗ ∼= h. Die Weyl-Gruppe ist dann nichts anderes als die orthogonale Gruppe,
W = O(ΛW ), d.h. g(Wα(β), Wα(β′)) = g(β, β′) für alle Wα ∈ W, β, β′ ∈ ΛW ⊂ h∗. Bezüglich dieses
Skalarproduktes sind die GeradeCα und die HyperebeneΩα orthogonal, d.h.α ⊥ Ωα. Das Skalarproduktg(·, ·)
ist positiv definit aufh.

[VII] H öchstgewichte und Ḧochstgewichtsvektoren.Man zeichne eine Richtung inh∗ aus, indem man ein reelles li-
neares Funktionalℓ : ΛR → R einführt, das die Wurzeln in zwei gleichgroße TeilmengenR = R+ ∪ R− teilt.
Dabei istR+ = {α ∈ R : ℓ(α) > 0} die Menge derpositiven Wurzeln, und analogR− = {α ∈ R : ℓ(α) < 0} die
Menge dernegativen Wurzeln. Für eine DarstellungV von g heißt ein Vektorv ∈ V , der sowohl Eigenvektor für
alleH ∈ h ist, als auch im Kern aller Wurzelräume der positiven Wurzeln liegt, Höchstgewichtsvektor, d.h.v ∈ V
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ist Höchstgewichtsvetkor mitHöchstgewichtbzw. dominantem Gewichtα ⇐⇒ H(v) = α(H) v für alle H ∈ h,
undgα(v) = 0 für alleα ∈ R+. Es gilt:
(1) Jede endlich dimensionale DarstellungV vong besitzt einen Höchstgewichtsvektor;
(2) Zu jeder endlich dimensionalen DarstellungV von g mit Höchstgewichtsvektorv ∈ V ist die Unterdarstel-
lungW = span{v, gα(v), gαgα′(v), . . . : α, α′, . . . ∈ R−} ⊂ V irreduzibel;
(3) Jede irreduzible endlich dimensionale DarstellungV vong hat einen bis auf Normierung eindeutigen Höchst-
gewichtsvektor.

Die sogenannten (positiven)primitivenodereinfachen Wurzelnsind diejenigen positiven Wurzeln, die sich nicht als
Summe zweier anderer positiver Wurzeln schreiben lassen, d.h.R+

p = {α ∈ R+ : α 6= α′ +α′′ für α′, α′′ ∈ R+}.
Analog definiert man negative einfache WurzelnR−

p . Man kann dann obige Definition vonW ⊂ V vereinfachen
zuW = span{v, gα(v), gαgα′(v), . . . : α, α′, . . . ∈ R−

p }.

Die (abgeschlossene) Weyl-KammerW ist der Bereich inh∗, innerhalb dessen alle möglichen Höchstgewichte
liegen müssen. Sie ist definiert alsW = {α ∈ spanRR : α(Hγ) ≥ 0 ∀γ ∈ R+}. Sie kann äquivalent dazu definiert
werden als der Abschluß einer Zusammenhangskomponente desKomplements der Vereinigung der Hyperebenen
Ωα.

[IIX] Klassifikation irreduzibler Darstellungen. Damit hat man alles zusammen, um sämtliche endlich dimensionalen
irreduziblen Darstellungen eine halbeinfachen Lie-Algebrag angeben zu können.
SATZ : Für jedesα ∈ W ∩ ΛW gibt es genau eine irreduzible endlich dimensionale Darstellung Γα mit α ihrem
Höchstgewicht. BezeichneC den Abschluß des Inneren der konvexen Hülle, deren Vertizes von den Bildern von
α unter der Aktion der Weyl-GruppeW gebildet werden. Dann ist die Menge der Gewichte der Darstellung Γα

gegeben durchW (Γα) = {β ∈ ΛW ∩C : β−α ∈ ΛR}. Seien die positiven einfachen Wurzeln beliebig numeriert
als{α1, . . . , αn} = R+

p , n = rangg. Dann gibt es Gewichteωi ∈ h∗, 1 ≤ i ≤ n, so dassωi(Hαj
) = δij . Diese

Gewichte heißenfundamentale Gewichte. Jedes Höchstgewicht ist durch eine eindeutige Linearkombinationα =
a1ω1 + . . . + anωn gegben, wobei alleai ∈ Z+. Man schreibt daher auch oftΓα = Γa1ω1+...+anωn

= Γa1,...,an
.

DYNKIN -DIAGRAMME

Es ist für rangg > 2 nicht mehr gut möglich, explizit Gewichts-Diagramme zu zeichnen. Glücklicherweise
gibt es eine sehr viel effizientere Art, Darstellungen graphisch zu notieren. Diese wurde maßgeblich von Dyn-
kin entwickelt. Hier soll kurz vorgestellt werden, wie man durch eine graphische Notation alle (halb-)einfachen
Lie-Algebren sehr schnell klassifizieren kann, nämlich durch die Dynkin-Diagramme. Diese graphische Notation
enthält die gesamte Information über die Lie-Algebra, und wenn man noch die Zahlena1, . . . an, ai = g(α, αi),
hinzufügt, auch die gesamte Information über die DarstellungΓα. (Notationen wie in [IIX].)

Wurzelsysteme.Seig eine halb-einfache Lie-Algebra,h ihre Cartan-Unteralgebra,g ihre Killing-Form, etc. Der euklidi-
sche RaumE = spanRR ist ein reeller Untervektorraum vonh∗, auf demg positiv definit ist. Um eine Lie-Algebra
charakterisieren zu können genügt es, die möglichen WurzelsystemeR ⊂ E bis auf Rotationen und skalare Multi-
plikationen zu klassifizieren. Ein Wurzelsystem hat die Eigenschaften
[i] |R| < ∞, spanRR = E;
[ii] α ∈ R =⇒ −α ∈ R, und strikterα ∈ R =⇒ R ∩ {Rα} = {α,−α};
[iii] α ∈ R =⇒ Wα : R → R mit Wα der Reflektion in derα⊥-Ebene;
[iv] α, β ∈ R =⇒ ηβα = β(Hα) ∈ Z. Die Größeηβα und die Weyl-SpiegelungWα können durch die Killing-
Form ausgedrückt werden,

ηβα = 2
g(β, α)

g(α, α)
, Wα(β) = β − ηβαα .

Bedingung [iv] ist sehr strikt, da sie den Winkelθ zwischen zwei Wurzelnα, β auf wenige Möglichkeiten ein-
schränkt. Mitcos θ = g(β, α)/

√

g(α, α)g(β, β) folgt, dassηβα = 2
√

g(β, β)/g(α, α) cos θ ∈ Z, also4 cos2 θ =
ηαβηβα ∈ Z sein muß. Das läßt nur die Möglichkeiten4 cos2 θ ∈ {0, 1, 2, 3, 4} zu, wobei die letzte Möglichkeit,
4 cos2 θ = 4 nur beim trivialen Fallβ = ±α auftritt. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen,
dassg(β, β) ≥ g(α, α) bzw. |ηβα| ≥ |ηαβ | ist. Dies führt auf folgende Tabelle an nicht-trivialen M¨oglichkeiten:

4 cos2 θ 3 2 1 0 1 2 3

cos θ
√

3/2
√

2/2 1/2 0 −1/2 −
√

2/2 −
√

3/2
θ π/6 π/4 π/3 π/2 2π/3 3π/4 5π/6

ηβα 3 2 1 0 −1 −2 −3
ηαβ 1 1 1 0 −1 −1 −1

√

g(β,β)
g(α,α)

√
3

√
2 1 ∗ 1

√
2

√
3
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Sei nunn = dimRE = dimCh = rangg. Im folgenden sind alle Wurzelsysteme für1 ≤ n ≤ 3 skizziert.
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Mit einer geeigneten, aber ansonsten beliebigen Halbordnung ℓ : E → R werden die Wurzeln geteilt inR =
R+∪R−. Für die klassischen Lie-Algebren lassen sich die positiven einfachen Wurzeln durch die Basis-Gewichte
Li wie folgt ausdrücken:

R+
p =















{Li − Li+1 : i = 1, . . . , n} für sln+1C = An ,
{Li − Li+1 : i = 1, . . . , n − 1} ∪ {Ln} für so2n+1C = Bn ,
{Li − Li+1 : i = 1, . . . , n − 1} ∪ {2Ln} für sp2nC = Cn ,
{Li − Li+1 : i = 1, . . . , n − 1} ∪ {Ln−1 + Ln} für so2nC = Dn .

Die Eigenschaften [i] bis [iv] haben unmittelbare Konsequenzen, die WurzelsystemeR erfüllen müssen.

[v] Für alleα, β ∈ R, β 6= ±α, muß auch die gesamte Reihe{β − pα, β − (p− 1)α, . . . , β − α, β, β + α, β +
2α, . . . , β + qα} ⊂ R zum Wurzelsystem gehören. Da aber auchWα(β + qα) = β − pα = (β − ηβαα) − qα
gelten muß, folgt, dassp = ηβα + q ist. Dies liefert die Einschränkungp + q ≤ 3, p − q = ηβα.
[vi] Für alle α, β ∈ R, β 6= ±α, folgt mit der Killing-Form, dass

g(β, α) > 0 =⇒ α − β ∈ R ,
g(β, α) < 0 =⇒ α + β ∈ R ,
g(β, α) = 0 =⇒ α − β, α + β entweder beide ∈ R oder beide 6∈ R ;

[vii] sind α 6= β ∈ R+
p einfache positive Wurzeln, so könnenα − β 6∈ R, β − α 6∈ R keine Wurzeln sein;

[iix] sind α 6= β ∈ R+
p einfache positive Wurzeln, so kann der von ihnen gebildete Winkel nicht spitz sein, d.h.

cos θ =
√

g(α, α)/g(β, β)ηβα/2 ≤ 0;
[ix] die einfachen positiven Wurzeln sind linear unabhängig;
[x] |R+

p | = n = rangg, so dass jedesα ∈ R+ eine eindeutige Zerlegungα = a1α1 + . . .+anαn besitzt, wobei
dieαi ∈ R+

p undai ∈ Z+ sind.

Dynkin-Diagramme. Seien die positiven einfachen Wurzeln beliebig nummeriert, R+
p = {α1, . . . , αn}. Aus [iix] folgt,

dassαi, αj ∈ R+
p nur die Winkelθ ∈ {π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6} formen können. Entsprechend nimmtηαi,αj

die Werte{0,−1,−2,−3} an. Man zeichne nun einen Graphen mit je einem Knoten für einαi, und mit genau
−ηαi,αj

Linien zwischen den Knotenαi undαj . Zur Verschönerung gebe man den Verbindungslinien eine Pfeil-
richtung von der längeren zur kürzeren Wurzel, fallsg(αi, αi) 6= g(αj , αj) ist. Man kann nun beweisen, dass nur
genau die unten skizzierten zusammenhängenden Graphen zuirreduziblen Wurzelsystemen korrespondieren, die
die Eigenschaften [i] bis [iv] (und damit bis [x]) erfüllen. Dies sind dieDynkin-Diagrammeder einfachen Lie-
Algebren. Damit sind alle halb-einfachen Lie-Algebren klassifiziert! Mehr noch, auch jede irreduzible Darstellung
Γα = Γa1,a2,...,an

kann vollständig durch ein Dynkin-Diagramm charakterisiert werden, indem man lediglich an
den Knotenαi die ganze Zahlai schreibt. Diese Koeffizientenai ergaben sich ja durch Einführen der fundamen-
talen Wurzelnωi mit g(ωi, αj) = δij , so dass offensichtlichai = g(α, αi) ist. In der Tat kann jede irreduzible
Darstellung, d.h. ihr Gewichts-Diagramm nebst aller Multiplizitäten, aus dem Dynkin-Diagramm der zugrundelie-
genden Lie-Algebra zusammen mit den Gewichts-Koeffizienten ai rekonstruiert werden. Das Dynkin-Diagramm
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enthält zum Beispiel alle Werte der sogenanntenCartan-Matrixni,j ≡ ηαi,αj
. Die Nummerierung in den Dia-

grammen folgt von links nach rechts den Listen fürR+
p = {α1, . . . , αn}, die im Text angegeben sind.
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Abschließend seien ein paar Bemerkungen zu den Einschränkungen an den jeweiligen kleinsten Rang der Lie-
Algebren der SerienA, B, C, D gemacht. Diese Einschränkungen vermeiden das Auftreten gleicher Graphen in
verschiedenen Serien.
Für n = 1 finden wir B1 = C1 = A1, was den Isomorphienso3C ∼= sp2C ∼= sl2C entspricht, alle diese
Dynkin-Diagramme bestehen aus genau einem Punkt. Der FallD1 = so2C muß ausgeschlossen werden, weil
diese Lie-Algebra nicht halbeinfach ist.
Fir n = 2 finden wirD2 = A1 × A1 entsprechend der Isomorphieso4C ∼= sl2C × sl2C. Die Dynkin-Diagramme
bestehen aus zwei nicht miteinander verbundenen Punkten. Weiter finden wirC2 = B2 entsprechend der Isomor-
phiesp4C ∼= so5C. Die zugehörigen Dynkin-Diagramme sind gleich, da bei genau zwei Punkten die Richtung des
Pfeiles der zwei Verbindungslinien irrelevant ist.
Fürn = 3 schließlich finden wirD3 = A3 entsprechend der Isomorphieso6C ∼= sl4C.
Wenn man will, kann man übrigens durch sukzessives Entfernen von Punkten (von rechts nach links) formal
E5 = D5, E4 = A4, E3 = A2 × A1, E2 = A1 × A1 undE1 = A1 setzen.

Die Wurzelsysteme für die exzeptionellen Lie-Algebren sind übrigens

R+
p =























{L1,− 3
2L1 +

√
3

2 L2} für G2 ,
{L2 − L3, L3 − L4, L4,

1
2 (L1 − L2 − L3 − L4)} für F4 ,

{ 1
2 (L1 − L2 − L3 − L4 − L5 +

√
3L6), L1 + L2, } ∪ {Li+1 − Li : i = 1, . . . , 4} für E6 ,

{ 1
2 (L1 − L2 − . . . − L6 +

√
2L7), L1 + L2} ∪ {Li+1 − Li : i = 1, . . . , 5} für E7 ,

{ 1
2 (L1 − L2 − . . . − L7 + L8), L1 + L2} ∪ {Li+1 − Li : i = 1, . . . , 6} für E8 .
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