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KLASSIFIKATION DER COXETER-GRAPHEN

In der Vorlesung wurde das Klassifikationstheorem deiigsiben Coxeter-Graphen bewiesen. Dies sind genau die
Graphen, aus denen sich in eindeutiger Weise Wurzelsysteme konstruieren lassen, die zu Lie-Algébeen geh
Ein Wurzelsystem zu einem Graphen miKnoten ist im wesentlichen eine Menge verdinear unabBngigen
Vektoren, die bestimmte, in der Vorlesung énité Eigenschaften besitzen, so dass sie-dfachen Wurzeln
einer Lie-Algebra vom Rangedarstellen knnen. Der Beweis argumentiert in netter Weise mit Eigenschaften von
Graphen und den dazu korrespondierenden Eigenschaften von Systemen von Einheitsvektoren. Einige Schritte
dieses Beweises sollen in died#ioung noch einmal durchgéiirt werden, in der Hoffnung, dass dies dasiibéf
fur die Scldnheit und Eleganz dieses mathematischen Gebietes mebgmn m

Es seiR, die Menge der einfachen Wurzeln einer Lie-ALgebra. Wir wissen, dass die Elemente dieser
Menge die folgenden Eigenschaften haben:

[A] Diea e R; sind linear unabangige Vektoren.
[B] Wenna, 3 € R} mita # 3, dannisg(a, 3)/g(a, a) € Z_ eine nicht-positive ganze Zahl.
[C] Das Wurzelsystem%; ist unzerlegbar.

I1-Systeme.Eine Menge von Vektoren, di@], [B] und[C] erfullt, heiBtII-System.

Die letzte BedingundC] ist notig, damit ein Wurzelsystem, das die Eigenschaffgnund[B] erfullt, zu
einer einfachen Lie-Algebra gélt. Ein Wurzelsystenk ! heil3t zerlegbar, wenn es in zwei zueinander orthogonale
Teilsysteme aufgespalten werden kann, ansonsten ist es unzerlegbar. Zerlegbare Wurzelsysteme géie-
Algebren, die direkte Summen einfacher Lie-Algebren sind, die also halb-einfach sind. Die Klassifikation der
einfachen (und damit der halb-einachen) Lie-Algebren ist also gelungen, wenn méhSjisteme klassifiziert
hat. EinemII-System ist ein Coxeter-Graph eindeutig zugeordnet. BedifQhyesagt, dass der Coxeter-Graph
nicht auseinandergenommen werden kann, ochne (mindestens) eine Linie zu zerschneiden.

Lemma 1. Zeigen Sie, dass nur die folgenden zwei Systeme mit drei Kridt&ysteme sind:
Oo—0—0 O—C0—D

Zeigen Sie weiter, dass die folgenden drei System mit drei Knoten Bed[AQingerletzten, da die drei Vektoren

in einer Ebene liegen:
O—C=0 o—O0—0 A)

Teilgraphen. Uberlegen Sie, dass jeder zusamniergende Teilgraph eines Coxter-Graphen wieder ein Coxeter-Graph
ist. Damit ist jedes unzerlegbare Teilsystem eifieSystems auch eifil-System. Je drei zusammenigende
Vektoren eines beliebigdi-Systems rilssen in eine der beiden erlaubten Formen aus Lemma 1 vorliegen. Geben
Sie damit das einzigH-System an, das eine Dreifachlinie eith

Lemma 2. Zeien Sie: Wenn eifl-System zwei Vektoren erdit, die durch eine einfache Linie verbunden sind, sékrh
man ein neues zassigedI-System, wenn man diese Linie mit ihren beiden Endpunkten durch nur einen Punkt
ersetzt, das Diagramm also um einen Knoten und eine Linie reduziert.

Korollare. Lemma 2 hat zwei wichtige Korollater. Machen Sie sich klar, dass die in Lemma 2 beschriebene Schrumpf-
methode die folgenderélite ausschlie3t: Keifi-System hat mehr als eine Doppellinie, und KaiSystem entélt
eine geschlossene Schleife.

Lemma 3. Es bezeichne A einen Agsigen Teilgraphen. Zeigen Sie, dass, wenn der erste der folgenden Graphen ein
T1-System ist, dass es dann auch der zweite ist:

A [



Weitere Korollare. Uberlegen Sie unter Verwendung von Lemma 3 und Lemma 1, welche der folgenden (Teil)Graphen
erlaubte Verzweigungen eines assigen Coxeter-Graphen darstellen.

=

Machen Sie sich weiter klar, dass ké&inSystem zwei oder mehr Verzweigungen besitzen kann.

Sonderfalle. Soweit haben wir allgemein Eigenschaften JdfSystemen, betrachtet als Graphen, analysiert. Um die
Klassifikation abzuschlieRen, muss man nun noch ein paar Sahddrétrachten, die nicht direkt ausgeschlossen
werden lbnnen. Dies sind die folgenden:
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Jeder Knotery steht fir einen Vektory;. Nehmen Sie an, dass alle Vektorendie gleiche [ange besitzen (aul3er
im letzten Graphen, dort haben die Vektoren rechts von der Doppellinie eig@ gmbRere oder kleinerednge).
Finden Sie nun positive ganze Zahlenc Z., so dass

2
Y wa;| =0
i

ist. Hinweis: Es ist hilfreich, die Knoten durchzunummerieren. Im letzten Fall gibt es Zygeirigen, je nach dem,
ob die Vektoren rechts der Doppellinie démberen oderikzeren sind.

Die Klassifikation. Mit unseren Resultaten kann man nun leicht eine Liste der noch erlaubten Graphen aufstellen. Man
Uberzeuge sich, dass die unten stehende Liste &otlgg ist, und dass in der Tat jeder dieser GraphehleBystem
ist. Um die Information, dass Vektoren unterschiedlictéamgie habendnnen, ebenfalls im Graphen sichtbar zu
machen, geht man wie folgt vor: Aus unserenMaegrlegungen folgt bereits, dass dianigen von Vektoren nur
dann ungleich sind, wenn die@iber eine Mehrfachlinie miteinander verbunden sind. Diesélenkin einen Pfeil,
der von dendngeren zu denikzeren Vektoren zeigt (Eselsloke: Der Pfeil ist dann das Symbalrf“groRer”
bzw. “kleiner” in der resultierenden Ungleichung).
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