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MATRIX-LIE-GRUPPEN

Die meisten Lie-Gruppen, denen man in der Physik begegnet, sind sogenannte Matrix-Lie-Gruppen und somit
Untergruppen voii:L(n, R) oderGL(n, C). Diese beiden Gruppen sind einfach die invertierbarem Matrizen

mit Koeffizienten au®R oderC. Die in der Physikiblicherweise auftretenden Untergruppen sind im allgemeinen
durch Erhlatungs@fen unter den durch diese Untergruppe definierten Symmetrien bestimmt. In(dlesey

werden wir die wichtigsten Typen dieser Untergruppen kennenlernen.

GL(n,K). Zeigen Sie, das§'L,, (sowohl mit reellen als mit komplexen Koeffizienten) ttslich eine Lie-Gruppe ist
indem Sie bedinden, warum die Menge der invertierbares n Matrizen eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
formt. Tipp: Warum ist die Menge der invertierbaren Matrizen eiffene Teilmenge des Vektorraums allerx n
Matrizen? Die Differenzierbarkeit zeigen Sie durch Betrachten der Matrix-Multiplikation und des Invertierens mit
Hilfe der Cramerschen Regel. Welche Dimension hat die Grappg demnach? Wieviele Zusammenhangskom-
ponenten hat’ L(n, R) (die Gruppe7 L(n, C) ist einfach zusammeidmgend)? Wie ist die zugétige Lie-Algebra
gl,, definiert?

Die meisten anderen Lie-Grupperinen als Untergruppen vafiL(n,K) beschrieben werden, wobei
entwederlK = R oderK = C ist. Es gibt zwei Wege, solche Untergruppen zu definieren. Zum einen kann man
einschénkende Gleichungen an die Koeffizienten der Matrizen stellen, zum and@amaarkUntergruppen durch
die Automorphismen voilr = K" definiert werden, die eine gegebene Strukturl&tferhalten.

SL(n,K). Diese Gruppe kann als die Untergruppe der Matrizen mit Determinante eins beschrieben werden. Welche
Struktur lassen die durch solche Matrizen gegebenen Transformation&rt &ufariant? Welche Dimension hat
SL,, demnach? Welche Matrizen bilden die zugege Lie-Algebrasi(n, K) (nutzen Sielet e = '™ aus)?

B,, und IV,,. Dies sind die oberen Dreiecksmatrizen und die oberen Dreiecksmatrizen mit Hauptdiagonalelementen
eins. Zeigen Sie, dass diese Mengeréeittich Untergruppen vo&' L(n, K) sind. Geben Sie deren Dimensionen
an. Die erhaltene Struktur ist in diesem Fall nicht so einfach zu beschreiben. Es handelt sich um die sogenannte
Flagge0 =V, Cc V; C ... C V,—1 C V,, = K", wobei die TeilaumeV; = span{e,...,e;} wie eine russische
Puppe ineinander geschachtelt sindéniien Sie sich das veranschaulichen (betrachtem Sie2 odern = 3)?
Die GruppeN,, hat noch die zu#tzliche Eigenschaft, dass Sie auf den QuotiedtemenV; . 1/V; als |dentiat
operiert. Nairlich kann man @llig analog entsprechende untere Dreiecksmatrizen betrachten.

Cartan-Weyl-Basis. Erinnern Sie sich, dass wir jede Lie-Algebgan ihre Cartan-Algebrd, die in der Eigenbasis
ausschlieBlich aus diagonalen Matrizen besteht, und in Auf- und Absteigeoperatprerd £_, zerlegt haben,
wobei diea > 0 die positiven Wurzeln sind. Der Unterraum. C g ist der Span alle,, undg = h @
ny @ n_. Nach Konstruktion sind di&,, strikte obere Dreiecksmatrizen mit verschwindenen Diagonalelementen.
Zeigen Sie, dass diese eine geschlossene Unteralgebra bilden. Zeigen Sie weiter, dass(tige @eippe eine
Untergruppe vorV,, ist, wenndimg = n ist. Die Cartan-Weyl-Basis impliziert so eine Zerlegung eine Lie-Gruppe
in diagonale Matrizen sowie obere und untere Dreiecksmatrizen mit Diagonalelementen eins.

STRUKTUREN DRUCHFORMEN

Die meisten Symmetrien in der Physikhnen mit Hilfe von bilinearen oder sesquilinearen Formen verstanden
werden, die auf einem gegebenen Vektorraum definiert sind und unter den Symmetrie-Operationen invariant gelas-
sen werden. Solche Formen bilden Zahlen aus Paaren von Vektoren und sind daher gute Werkzeuge um observable
GrofRen zu produzieren. Eine bilineare Form ist eine bilineare AbbildpngK” x K™ — K. Man kann sich

nun fragen, welche MatrizeA die GleichungQ(Av, Aw) = Q(v,w) fur allev, w € K™ erfullen. Im folgenden

sollen einige Mglichkeiten fir @ diskutiert werden. Ist so eine For@gegeben, sodnnen wir diese durch eine
Cauchy-matrixC' darstellen, deren Eiréige die Skalarproduki@(e;, e;) fir eine kanonische Standardbasis sind.
DannistQ (v, w) = v* C'w, so dass die Menge der Matrizéndie Q invariant lassen, die Bedingunj C A = C

erfullen muss.

Q symmetrisch, positiv definit. Uberlegen Sie, dass so &jhin die Form eines Euklideschen Standardskalarprodukt
gebracht werden kann. Welche Matrizen lassen die Euklidiséhgé eines Vektors invariant? Welche Bedingung
missen diese Matrizen éifen? Welche Werte kann die Determinante annehmen? Welche Gruppe erhalten Sie,



wenn Sie zuatzlich fordern, dass die Matrizen eine Untergruppe $drin, K) bilden sollen? Welche Dimensio-
nen haben diese Gruppen? Um diese Fragen explizit beantworteimperkiiberlegen Sie zuichst, dass eine
symmetrische, positiv definite For@ in eine Form gebracht werden kann, deren Cauchy-Matrix 1 ist. Wie-
viele Zusammenhangskomponenten haben die beiden Gruppen? Welche Eigenssberfitdie Matrizen diflen,
die die zugebrigen Lie-Algebren bilden (verwenden Sie die mathematische Konveritiati¢ Generatoren eine
Lie-Algebra)?

@ symmetrisch, indefinit aber nicht entartet. In diesem Fall hat die Cauchy-Matrix keine verschwindenden Eigen-
werte. Sie wird dahek positive Eigenwerte untinegative Eigenwerte besitzen rhit-1 = n. Man nenntk, [) die
Signatur der Forng). Die entsprechenden Lie-Gruppen sind die Grupf§ékik, ), ein Beispiel ist die Lorentz-
GruppeSO(1, 3). Warum machen diese Gruppen nir K = R Sinn? Offensichtlich giltSO(k, 1) = SO(l, k).
Nimmt man Spiegelungen hinzu, so althman die Gruppe(k,!). Zeigen Sie, das§O(k,!) nicht zusam-
mentangend ist, wen(k, ) # (n,0) oder(0, n) ist. Wieviele Zusammenhangskomponenten gibt es? BEsggen
sich dies am Beispiel der Lorentzgruppe klarzumachen. Zeigen Sie damit) (fads insgesamt vier Komponen-
ten und das diskrete Zentrufy, x Z, besitzt.

Q@ schiefsymmetrisch, nicht entartet. Dieser Fall ist @ir das Studium Hamiltonscher Mechanik wichtig, welche auf
symplektischen Mannigfaltigkeiten lebt. Die Gruppe, die so eine Form invaéast,lheiRSp(n, R), und ist nur
fur geraden definiert. Uberlegen Sie, das§ fir n = 2m die Standardform vor) durch die Cauchy-Matrix
C= (—(1)1 ]ém) gegeben ist. Begnden Sie, dass die DimensidimSp(n,R) = in(n + 1) ist. Tipp: Sei
A € Sp(n,R). Solch eine MatrixA ist sicherlich auch ein Element va@#Z (2m, R). Die Bedingungd!C A = C
fur A = (¢ }) in Blockform mita, b, ¢,d € GL(m,R) ergibt die folgenden Einscankungen an die Teilbtke:
atc undbtd missen symmetrisch sei,d — ctb = 1,,,. Uberlegen Sie, dass die zugelye Lie-Algebrasp(n, R)
aus den MatrizeiX € gl(2m, R) besteht, die der Bedingung’ C + C X = 0 geriilgen. Man kann ferner zeigen,
dass alle Elemente vosip(n, R) Determinate eins haben, und ddggn, R) zusammenéingend ist. Es gibt eine
vollig analoge Definitionifir symplektische Gruppédiber komplexe Vektodume,Sp(n, C), und deren Algebren.

Q@ Hermitesch, positiv definit. Fir komplexe Vekto@umel = C™ kann man sesquilineare Formen statt bilinearer
Formen betrachten. Besonders interessant sind die Hermiteschen Form@fdigw) = \Q(v, w)u fur alle
v,w € Vund A, p € C erfullen. AuBBerdem giliQ(w,v) = Q(v,w). So eine Form ist positiv definit, wenn
Q(v,v) > 0furallev # 0. Wie lautet die Bedingungdif MatrizenA, die so eine Hermitesche Form, gegeben durch
ihre Cauchy-MatrixC, invariant lassen? Was ergibt sich demnach, w@rin die Standardforn®' = 1l gebracht
werden kann? Welche Werte kann die Determinante dceannehmen? Welche Gruppe ergibt sich, wenn man
det A = 1 fordert? Welche DimensioneiilferR) haben diese Gruppen? Man beachte, dass es keinen Sinn macht,
die Dimension dieser GruppéiberC zu definieren. Diese Gruppen sind in der Tat reelle und keine komplexen
Lie-Gruppen! Der Grund déf liegt in der Tatsache, dass diese Gruppen hier kompakt sind (warum?), dass aber
jede kompakte komplexe Lie-Gruppe Abelsch sein muss.

Q Hermitesch, indefinit, nicht entartet. Ganzahnlich wie bei den reellen bilinearen Formen kann man auch indefinite
Hermitesche Formen einer Signatir, [) betrachten. Die zugéhigen Gruppen werden dann ndit(k, [) sowie
SU(k,1) bezeichnet, wobei letztere die Untergruppen von Elementen mit Determinante eins sind.



