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MATRIX -L IE-GRUPPEN

Die meisten Lie-Gruppen, denen man in der Physik begegnet, sind sogenannte Matrix-Lie-Gruppen und somit
Untergruppen vonGL(n, R) oderGL(n, C). Diese beiden Gruppen sind einfach die invertierbarenn×n Matrizen
mit Koeffizienten ausR oderC. Die in der Physik̈ublicherweise auftretenden Untergruppen sind im allgemeinen
durch Erhlatungsgrößen unter den durch diese Untergruppe definierten Symmetrien bestimmt. In dieserÜbung
werden wir die wichtigsten Typen dieser Untergruppen kennenlernen.

GL(n, K). Zeigen Sie, dassGLn (sowohl mit reellen als mit komplexen Koeffizienten) tatsächlich eine Lie-Gruppe ist
indem Sie begr̈unden, warum die Menge der invertierbarenn× n Matrizen eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
formt. Tipp: Warum ist die Menge der invertierbaren Matrizen eineoffene Teilmenge des Vektorraums allern×n
Matrizen? Die Differenzierbarkeit zeigen Sie durch Betrachten der Matrix-Multiplikation und des Invertierens mit
Hilfe der Cramerschen Regel. Welche Dimension hat die GruppeGLn demnach? Wieviele Zusammenhangskom-
ponenten hatGL(n, R) (die GruppeGL(n, C) ist einfach zusammenhängend)? Wie ist die zugehörige Lie-Algebra
gln definiert?

Die meisten anderen Lie-Gruppen können als Untergruppen vonGL(n, K) beschrieben werden, wobei
entwederK = R oderK = C ist. Es gibt zwei Wege, solche Untergruppen zu definieren. Zum einen kann man
einschr̈ankende Gleichungen an die Koeffizienten der Matrizen stellen, zum anderen können Untergruppen durch
die Automorphismen vonV ∼= Kn definiert werden, die eine gegebene Struktur aufKn erhalten.

SL(n, K). Diese Gruppe kann als die Untergruppe der Matrizen mit Determinante eins beschrieben werden. Welche
Struktur lassen die durch solche Matrizen gegebenen Transformationen aufKn invariant? Welche Dimension hat
SLn demnach? Welche Matrizen bilden die zugehörige Lie-Algebrasl(n, K) (nutzen Siedet eA = etrA aus)?

Bn und Nn. Dies sind die oberen Dreiecksmatrizen und die oberen Dreiecksmatrizen mit Hauptdiagonalelementen
eins. Zeigen Sie, dass diese Mengen tatsächlich Untergruppen vonGL(n, K) sind. Geben Sie deren Dimensionen
an. Die erhaltene Struktur ist in diesem Fall nicht so einfach zu beschreiben. Es handelt sich um die sogenannte
Flagge0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = Kn, wobei die Teilr̈aumeVi = span{e1, . . . , ei} wie eine russische
Puppe ineinander geschachtelt sind. Können Sie sich das veranschaulichen (betrachten Sien = 2 odern = 3)?
Die GruppeNn hat noch die zus̈atzliche Eigenschaft, dass Sie auf den QuotientenräumenVi+1/Vi als Identiẗat
operiert. Naẗurlich kann man v̈ollig analog entsprechende untere Dreiecksmatrizen betrachten.

Cartan-Weyl-Basis. Erinnern Sie sich, dass wir jede Lie-Algebrag in ihre Cartan-Algebrah, die in der Eigenbasis
ausschließlich aus diagonalen Matrizen besteht, und in Auf- und AbsteigeoperatorenEα undE−α zerlegt haben,
wobei dieα > 0 die positiven Wurzeln sind. Der Unterraumn+ ⊂ g ist der Span allerEα, und g = h ⊕
n+⊕ n−. Nach Konstruktion sind dieEα strikte obere Dreiecksmatrizen mit verschwindenen Diagonalelementen.
Zeigen Sie, dass diese eine geschlossene Unteralgebra bilden. Zeigen Sie weiter, dass die zugehörige Gruppe eine
Untergruppe vonNn ist, wenndimg = n ist. Die Cartan-Weyl-Basis impliziert so eine Zerlegung eine Lie-Gruppe
in diagonale Matrizen sowie obere und untere Dreiecksmatrizen mit Diagonalelementen eins.

STRUKTUREN DRUCHFORMEN

Die meisten Symmetrien in der Physik können mit Hilfe von bilinearen oder sesquilinearen Formen verstanden
werden, die auf einem gegebenen Vektorraum definiert sind und unter den Symmetrie-Operationen invariant gelas-
sen werden. Solche Formen bilden Zahlen aus Paaren von Vektoren und sind daher gute Werkzeuge um observable
Größen zu produzieren. Eine bilineare Form ist eine bilineare AbbildungQ : Kn × Kn → K. Man kann sich
nun fragen, welche MatrizenA die GleichungQ(Av,Aw) = Q(v, w) für allev, w ∈ Kn erfüllen. Im folgenden
sollen einige M̈oglichkeiten f̈ur Q diskutiert werden. Ist so eine FormQ gegeben, so k̈onnen wir diese durch eine
Cauchy-matrixC darstellen, deren Einträge die SkalarprodukteQ(ei, ej) für eine kanonische Standardbasis sind.
Dann istQ(v, w) = vt C w, so dass die Menge der MatrizenA, dieQ invariant lassen, die BedingungAt C A = C
erfüllen muss.

Q symmetrisch, positiv definit. Überlegen Sie, dass so einQ in die Form eines Euklideschen Standardskalarprodukt
gebracht werden kann. Welche Matrizen lassen die Euklidische Länge eines Vektors invariant? Welche Bedingung
müssen diese Matrizen erfüllen? Welche Werte kann die Determinante annehmen? Welche Gruppe erhalten Sie,
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wenn Sie zus̈atzlich fordern, dass die Matrizen eine Untergruppe vonSL(n, K) bilden sollen? Welche Dimensio-
nen haben diese Gruppen? Um diese Fragen explizit beantworten zu können,überlegen Sie zun̈achst, dass eine
symmetrische, positiv definite FormQ in eine Form gebracht werden kann, deren Cauchy-MatrixC = 1l ist. Wie-
viele Zusammenhangskomponenten haben die beiden Gruppen? Welche Eigenschaft müssen die Matrizen erfüllen,
die die zugeḧorigen Lie-Algebren bilden (verwenden Sie die mathematische Konvention für die Generatoren eine
Lie-Algebra)?

Q symmetrisch, indefinit aber nicht entartet. In diesem Fall hat die Cauchy-Matrix keine verschwindenden Eigen-
werte. Sie wird daherk positive Eigenwerte undl negative Eigenwerte besitzen mitk+ l = n. Man nennt(k, l) die
Signatur der FormQ. Die entsprechenden Lie-Gruppen sind die GruppenSO(k, l), ein Beispiel ist die Lorentz-
GruppeSO(1, 3). Warum machen diese Gruppen nur für K = R Sinn? Offensichtlich giltSO(k, l) ∼= SO(l, k).
Nimmt man Spiegelungen hinzu, so erhält man die GruppenO(k, l). Zeigen Sie, dassSO(k, l) nicht zusam-
menḧangend ist, wenn(k, l) 6= (n, 0) oder(0, n) ist. Wieviele Zusammenhangskomponenten gibt es? Es genügt,
sich dies am Beispiel der Lorentzgruppe klarzumachen. Zeigen Sie damit, dassO(k, l) insgesamt vier Komponen-
ten und das diskrete ZentrumZ2 × Z2 besitzt.

Q schiefsymmetrisch, nicht entartet. Dieser Fall ist f̈ur das Studium Hamiltonscher Mechanik wichtig, welche auf
symplektischen Mannigfaltigkeiten lebt. Die Gruppe, die so eine Form invariant lässt, heißtSp(n, R), und ist nur
für geraden definiert. Überlegen Sie, dassQ für n = 2m die Standardform vonQ durch die Cauchy-Matrix

C =
(

0 1lm
−1lm 0

)
gegeben ist. Begründen Sie, dass die DimensiondimSp(n, R) = 1

2n(n + 1) ist. Tipp: Sei

A ∈ Sp(n, R). Solch eine MatrixA ist sicherlich auch ein Element vonGL(2m, R). Die BedingungAt C A = C
für A =

(
a b
c d

)
in Blockform mit a, b, c, d ∈ GL(m, R) ergibt die folgenden Einschränkungen an die Teilblöcke:

atc undbtd müssen symmetrisch sein,atd− ctb = 1lm. Überlegen Sie, dass die zugehörige Lie-Algebrasp(n, R)
aus den MatrizenX ∈ gl(2m, R) besteht, die der BedingungXt C + C X = 0 gen̈ugen. Man kann ferner zeigen,
dass alle Elemente vonSp(n, R) Determinate eins haben, und dassSp(n, R) zusammenḧangend ist. Es gibt eine
völlig analoge Definition f̈ur symplektische Gruppen̈uber komplexe Vektorräume,Sp(n, C), und deren Algebren.

Q Hermitesch, positiv definit. Für komplexe Vektorr̈aumeV ∼= Cn kann man sesquilineare Formen statt bilinearer
Formen betrachten. Besonders interessant sind die Hermiteschen Formen, dieQ(λv, µw) = λ̄Q(v, w)µ für alle
v, w ∈ V und λ, µ ∈ C erfüllen. Außerdem giltQ(w, v) = Q(v, w). So eine Form ist positiv definit, wenn
Q(v, v) > 0 für allev 6= 0. Wie lautet die Bedingung für MatrizenA, die so eine Hermitesche Form, gegeben durch
ihre Cauchy-MatrixC, invariant lassen? Was ergibt sich demnach, wennQ in die StandardformC = 1l gebracht
werden kann? Welche Werte kann die Determinante vonA annehmen? Welche Gruppe ergibt sich, wenn man
detA = 1 fordert? Welche Dimensionen (überR) haben diese Gruppen? Man beachte, dass es keinen Sinn macht,
die Dimension dieser Gruppen̈uberC zu definieren. Diese Gruppen sind in der Tat reelle und keine komplexen
Lie-Gruppen! Der Grund dafür liegt in der Tatsache, dass diese Gruppen hier kompakt sind (warum?), dass aber
jede kompakte komplexe Lie-Gruppe Abelsch sein muss.

Q Hermitesch, indefinit, nicht entartet. Ganzähnlich wie bei den reellen bilinearen Formen kann man auch indefinite
Hermitesche Formen einer Signatur(k, l) betrachten. Die zugehörigen Gruppen werden dann mitU(k, l) sowie
SU(k, l) bezeichnet, wobei letztere die Untergruppen von Elementen mit Determinante eins sind.
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