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Inhomogenitäten sind durch Korrelationsfunktionen gegeben, 
deren totaler Jordan-level                 um 1 verringert ist,

Hierarchisches Schema von Lösungen, beginnend mit 
Korrelatoren vom total Jordan-level 
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K =
�n

i=1 ki

K = r − 1 .

.
�
Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(hn;kn)(zn)

�
≡ �k1k2 . . . kn� ,

1

(m + 1)
L �

m �k1k2 . . . kn� = − zm
1 �k1 − 1, k2 . . . kn�

− zm
2 �k1, k2 − 1, k3 . . . kn�

− . . .

− zm
n �k1 . . . kn−1, kn − 1� .
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Generische Form von 1, 2 und 3Pkt Funktionen für Felder in 
Jordan-Zellen, prälogarithmische Felder und fermionische 
Felder in Rang   LCFT ist eindeutig festgelegt:
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r



Generische Form von 1, 2 und 3Pkt Funktionen für Felder in 
Jordan-Zellen, prälogarithmische Felder und fermionische 
Felder in Rang   LCFT ist eindeutig festgelegt:
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r

×
�

0�il�kl,l=1,2,3
i1+i2+i3=k1+k2+k3−j

(∂h1)i1

i1!
(∂h2)i2

i2!
(∂h3)i3

i3!

�

σ∈S3
σ(1)<σ(2)

(zσ(1)σ(2))
hσ(3)−hσ(1)−hσ(2) .

�Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2)Ψ(h3;k3)(z3)� =
k1+k2+k3�

j=r−1

C(h1h2h3;j)

�Ψ(h;k)(z)Ψ(h�;k�)(0)� = δhh�

k+k��

j=r−1

D(h;j)

�

0�i�k,0�i��k�
i+i�=k+k�−j

(∂h)i

i!
(∂h�)i�

i �!
z−h−h�

,

�Ψ(h;k)� = δh,0δk,r−1 ,
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Resultat für 2 und 3Pkt Funktionen liefert Verallgemeinerung 
der OPE für den Fall des Produktes von Feldern in Rang    
Jordan-Zellen:
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r

Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2) =
�

(h;k)

Ψ(h;k)(z2) lim
z1→z2

�

k�

�Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2)Ψ(h;k�)(z3)�
�
�Ψ(h;·)(z2)Ψ(h;·)(z3)�−1

�

k�k
.



Resultat für 2 und 3Pkt Funktionen liefert Verallgemeinerung 
der OPE für den Fall des Produktes von Feldern in Rang    
Jordan-Zellen:

Matrix der 2Pkt Funktionen invertierbar.
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r

Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2) =
�

(h;k)

Ψ(h;k)(z2) lim
z1→z2

�

k�

�Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2)Ψ(h;k�)(z3)�
�
�Ψ(h;·)(z2)Ψ(h;·)(z3)�−1

�

k�k
.



Resultat für 2 und 3Pkt Funktionen liefert Verallgemeinerung 
der OPE für den Fall des Produktes von Feldern in Rang    
Jordan-Zellen:

Matrix der 2Pkt Funktionen invertierbar.
Verallgemeinerung auf prälogarithmische Felder einfach.
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r

Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2) =
�

(h;k)

Ψ(h;k)(z2) lim
z1→z2

�

k�

�Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2)Ψ(h;k�)(z3)�
�
�Ψ(h;·)(z2)Ψ(h;·)(z3)�−1

�

k�k
.



Resultat für 2 und 3Pkt Funktionen liefert Verallgemeinerung 
der OPE für den Fall des Produktes von Feldern in Rang    
Jordan-Zellen:

Matrix der 2Pkt Funktionen invertierbar.
Verallgemeinerung auf prälogarithmische Felder einfach.
Lokalität:  
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r

Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2) =
�

(h;k)

Ψ(h;k)(z2) lim
z1→z2

�

k�

�Ψ(h1;k1)(z1)Ψ(h2;k2)(z2)Ψ(h;k�)(z3)�
�
�Ψ(h;·)(z2)Ψ(h;·)(z3)�−1

�

k�k
.

(zi − zj) �→ |zi − zj|
2 , log(zi − zj) �→ log |zi − zj|

2 .
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Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 
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Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ



Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 

 

Terme der allg. Form der   -Pkt Funktion durch Summe über 
alle erlaubten Graphen gegeben, gemäß der Regeln:
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ

n



Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 

 

Terme der allg. Form der   -Pkt Funktion durch Summe über 
alle erlaubten Graphen gegeben, gemäß der Regeln:

Jeder     -Vertex kann                Linien empfangen. 
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ

n

kout k �
in � (r − 1)



Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 

 

Terme der allg. Form der   -Pkt Funktion durch Summe über 
alle erlaubten Graphen gegeben, gemäß der Regeln:

Jeder     -Vertex kann                Linien empfangen. 
Vertices mit           (eigentliche primäre Felder) dürfen 
keine Linien empfangen.
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ

n

kout k �
in � (r − 1)

kout = 0



Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 

 

Terme der allg. Form der   -Pkt Funktion durch Summe über 
alle erlaubten Graphen gegeben, gemäß der Regeln:

Jeder     -Vertex kann                Linien empfangen. 
Vertices mit           (eigentliche primäre Felder) dürfen 
keine Linien empfangen.
Vertex   empfängt Linien von Vertex   nur für
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ

n

kout k �
in � (r − 1)

kout = 0

i j j �= i .



Allgemeine Form der 4Pkt Funktionen viel komplizierter, 
graphische Notation notwendig: 

 

Terme der allg. Form der   -Pkt Funktion durch Summe über 
alle erlaubten Graphen gegeben, gemäß der Regeln:

Jeder     -Vertex kann                Linien empfangen. 
Vertices mit           (eigentliche primäre Felder) dürfen 
keine Linien empfangen.
Vertex   empfängt Linien von Vertex   nur für
Genau        Linien im Korrelator bleiben frei. 
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h;k

k−i

k’−i’

i

i’

( )

h’;k’( )

Ψ

Ψ

n

kout k �
in � (r − 1)

kout = 0

i j j �= i .
r − 1



--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  16/42

LCFT Grundlagen :: 4Pkt Funktionen



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
        ist Menge der Graphen für 
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

(k1 − k �
1, . . . , k4 − k �

4) ,

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),

GK−K�



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
        ist Menge der Graphen für 
        ist Adjazenzzahl der Vertices     des Graphen
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

(k1 − k �
1, . . . , k4 − k �

4) ,

Aij(g) i, j g ,

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),

GK−K�



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
        ist Menge der Graphen für 
        ist Adjazenzzahl der Vertices     des Graphen
  ist harmonisches Verhältnis
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

(k1 − k �
1, . . . , k4 − k �

4) ,

Aij(g) i, j g ,

x x = z12z34
z14z23

,

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),

GK−K�



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
        ist Menge der Graphen für 
        ist Adjazenzzahl der Vertices     des Graphen
  ist harmonisches Verhältnis
    ist z.B.
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

(k1 − k �
1, . . . , k4 − k �

4) ,

Aij(g) i, j g ,

x x = z12z34
z14z23

,

µij µij = 1
3 (

�
k hk) − hi − hj .

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),

GK−K�



Allgemeine Form der LCFT 4Pkt Funktion ist

wobei
        ist Menge der Graphen für 
        ist Adjazenzzahl der Vertices     des Graphen
  ist harmonisches Verhältnis
    ist z.B.

Anfangsbedingungen:                         für
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�k1k2k3k4� ≡ �Ψ(h1;k1)(z1) . . . Ψ(h4;k4)(z4)� =

(k1 − k �
1, . . . , k4 − k �

4) ,

Aij(g) i, j g ,

x x = z12z34
z14z23

,

µij µij = 1
3 (

�
k hk) − hi − hj .

�k1k2k3k4� = F0(x)
�

i ki = r − 1 ,

�k1k2k3k4� = 0 für
�

i ki < r − 1 .

�

i<j

(zij)
µij

�

(k�
1,k�

2,k�
3,k�

4)




�

g∈GK−K�

C(g)




�

i<j

logAij(g)(zij)







Fk�
1k�

2k�
3k�

4
(x),

GK−K�
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Nutze weitere Symmetrien und Rekursionen. Rang 
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r = 2 :



Nutze weitere Symmetrien und Rekursionen. Rang 
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�1000� =F0

�1100� =PS2

�
1
2F1100 − � � � �F0

�

�1110� =PS3

�
1
6F1110 + (1

2P(13) − 1) � � � �F0110 +

� � � � �− 1
2

� � � ��F0

�

�1111� =PS4

�
1
24F1111 + (1

6P(13) − 1
3 ) � � � �F0111 +

�
1
2 (P(24)−1) � � � �+ (1− 1

2P(14)) � � � �− 1
4

� � � ��F0011 +

�
1
2

� � � �+ 1
3

� � � �− � � � ��F0

�
.

r = 2 :



Nutze weitere Symmetrien und Rekursionen. Rang 

Zusätzliche Freiheit: Polynome in
Diese liegen im Kern des nilpotenten Teils von     .  
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�1000� =F0

�1100� =PS2

�
1
2F1100 − � � � �F0

�

�1110� =PS3

�
1
6F1110 + (1

2P(13) − 1) � � � �F0110 +

� � � � �− 1
2

� � � ��F0

�

�1111� =PS4

�
1
24F1111 + (1

6P(13) − 1
3 ) � � � �F0111 +

�
1
2 (P(24)−1) � � � �+ (1− 1

2P(14)) � � � �− 1
4

� � � ��F0011 +

�
1
2

� � � �+ 1
3

� � � �− � � � ��F0

�
.

log(x) , − log(1 − 1
x ) .

Vir

r = 2 :
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Der Korrelator         ausgeschrieben, mit                     ,  
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Der Korrelator         ausgeschrieben, mit                     ,  
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�1111�

�1111� = F1111 + P(1234)

��
(−�12 − �34 + �23 + �14)C1 + (�13 + �24 − �12 − �34)C2

− �14 + �34 − �13)
�
F0111

�

+ P(12)(34)

��
(�2

13 + �2
24 − �2

14 − �2
23 + 2(−�34�24 − �12�24 + �34�14 + �13�24

− �13�34 + �23�34 + �12�23 − �12�13 − �23�14 + �12�14))C3

+ (−(�23 + �14)2 + �23�34 + �12�14 − �13�34 + �34�14 + �13�14

− �34�24 − �12�13 − �12�24 + �23�24 + �23�13 + �12�23 + �24�14))C4

− �2
34 − �2

23 − �2
14 + 2�23�34 + 2�34�14 − 2�12�34 − �23�14 + �23�24

− �12�13 + �12�14 + �12�23 − �12�24 + �13�14 + �13�24)
�
F1100

�

+
�
2(�12�24�14 − �23�13�14 + �23�34�24 − �24�13�34 − �23�34�14

− �12�23�34 − �12�34�24 − �23�13�24 + �12�23�13 + �13�34�14

− �13�14�24 − �23�24�14 − �12�13�24 − �12�23�14 − �12�13�34

− �12�34�14)

+ 2(�2
13�24 + �2

12�34 + �2
14�23 + �2

23�14 + �2
34�12 + �2

24�13)
�
F0 .

�ij ≡ log(zi − zj)



--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  19 / 42

Rationalität von LCFT



--------------------------------------

Charaktere

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  19 / 42

Rationalität von LCFT



--------------------------------------

Charaktere
Fermionische Summen-Darstellungen

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  19 / 42

Rationalität von LCFT



--------------------------------------
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Fermionische Summen-Darstellungen
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Torus-Amplituden
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Charaktere
Fermionische Summen-Darstellungen
Torus-Amplituden
Verlinde-Formel
C2 Ko-Endlichkeit
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Die       Modelle haben leere Kac-Tabllen. Alle Virasoro 
Darstellungen liegen auf dem Rand der Kac-Tablle. 
Somit ist Einbettungsstruktur der Nullvektoren vom Typ a:
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k

a

b

(q,s) (2q,p−s) (3q,s) (4q,p−s)

((−1)  r + q (1−(−1)  )/2,(k+1)p)(r,p) (q−r,2p) (r,3p) (q−r,4p)

((k+1)q, (−1)  s + p (1−(−1)  )/2)

k

k k

(r,s)

(kq+r , (−1)  s + p (1−(−1)  )/2)(q+r,p−s) (2q+r,s) (3q+r,p−s)

(r,4p−s)(r,2p+s)(r,2p−s)

k

k
(r , (−1)  s + kp + p (1−(−1)  )/2)

k

k
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Die      Modelle haben maximal erweiterte Symmetrie-
Algebra                                 unter der die Virasoro 
Darstellungen        und         zusammengefasst werden.
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Die      Modelle haben maximal erweiterte Symmetrie-
Algebra                                 unter der die Virasoro 
Darstellungen        und         zusammengefasst werden.
Einschließlich        Multiplizitäten ergibt das Modulformen.
Vacuum-
Darstellung:     
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cp,1
W(2, 2p − 1, 2p − 1, 2p − 1)

(n, s) (r, np)

su(2)

χW
0 =

�

k∈Z+

(2k + 1)χVir
2k+1,1

=
q(1−c)/24

η(q)




�

k�0

(2k + 1)qh2k+1,1 −
�

k�0

(2k + 1)qh−(2k+1),1



 r

=
q(1−c)/24

η(q)




�

k�0

(2k + 1)qh2k−1,1 +
�

k�1

(−2k + 1)qh−2k+1,1





=
q(1−p)2/4p

η(q)

�

k∈Z

(2k + 1)q(1−(2k+1)p)2−(1−p)2)/4p

=
1

η(q)

�

k∈Z

(2k + 1)q(2pk+(p−1))2/4p



--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  22 / 42

Rationalität von LCFT :: Charaktere



Die      Modelle mit maximal erweiterter chiraler Symmetrie- 
Algebra                                 haben endlich viele Darst., 
Charaktere:

wobei 

--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  22 / 42

Rationalität von LCFT :: Charaktere

cp,1
W(2, 2p − 1, 2p − 1, 2p − 1)



Die      Modelle mit maximal erweiterter chiraler Symmetrie- 
Algebra                                 haben endlich viele Darst., 
Charaktere:

wobei 

--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  22 / 42

Rationalität von LCFT :: Charaktere

cp,1
W(2, 2p − 1, 2p − 1, 2p − 1)

χλ,p =
Θλ,p

η
0 � λ � p , λ = pr − s

χ+
λ �,p =

(p − λ �)Θλ �,p + (∂Θ)λ �,p

pη
0 < λ � < p

χ−
λ �,p =

λ �Θλ �,p − (∂Θ)λ �,p

pη
0 < λ � < p

Θλ,p =
�

n∈Z
q

(2pn+λ)2

4p , (∂Θ)λ,p =
�

n∈Z
(2pn + λ)q

(2pn+λ)2

4p ,

η = q1/24(q)∞ , q = e2πi
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Verallgemeinerter fermionischer Ausdruck:

wobei                          und
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fA,�b,c(τ) =
�

�m∈(Z�0)r

restrictions

q
1
2 �mtA �m+�bt �m+c

(q) �m



Verallgemeinerter fermionischer Ausdruck:

wobei                          und
Nahm Vermutung:
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Verallgemeinerter fermionischer Ausdruck:

wobei                          und
Nahm Vermutung:

Wenn    bestimmte Bedingungen erfüllt, gibt es   und   
so dass         eine Modulform ist. 
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Verallgemeinerter fermionischer Ausdruck:

wobei                          und
Nahm Vermutung:

Wenn    bestimmte Bedingungen erfüllt, gibt es   und   
so dass         eine Modulform ist. 
Alle diese Modulfunktionen        sind auch Charaktere von 
rationalen CFTs.
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Verallgemeinerter fermionischer Ausdruck:

wobei                          und
Nahm Vermutung:

Wenn    bestimmte Bedingungen erfüllt, gibt es   und   
so dass         eine Modulform ist. 
Alle diese Modulfunktionen        sind auch Charaktere von 
rationalen CFTs.
ADET Klassifikation:                    mit      Cartan-Matrix 
und 
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A ∈ Mr(Q) , �b ∈ Qr c ∈ Q .

A �b c

fA,�b,c
fA,�b,c

A = CXr
⊗C−1

Ys
CXr

Xr, Ys ∈ {Ai, Dj, Ek, Ti | i � 1, j � 4, 6 � k � 8} .

fA,�b,c(τ) =
�

�m∈(Z�0)r

restrictions

q
1
2 �mtA �m+�bt �m+c

(q) �m

[W. Nahm :: hep-th/0404120]
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Die      Modelle fügen sich nahtlos in die Nahm Vermutung:

wobei 
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2 ) ,

(�b−
λ �,p)t = (�b+

p−λ �,p)t .(�b+
λ �,p)t = (0, . . . , 0, 1, 2, . . . , λ �, λ �

2 , λ �
2 ) ,
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cp,1

χλ,p =
�

�m∈(Z�0)p

mp−1+mp≡0(mod 2)

q
1
2 �mtC−1

Dp
�m+(�bλ,p)t �m+cλ,p

(q) �m

(�bλ,p)t = (0, . . . , 0, λ
2 , −λ

2 ) ,

(�b−
λ �,p)t = (�b+

p−λ �,p)t .(�b+
λ �,p)t = (0, . . . , 0, 1, 2, . . . , λ �, λ �

2 , λ �
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q
1
2 �mtC−1

Dp
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λ � ,p)t �m+cλ � ,p

(q) �m

χλ,p =
�

�m∈(Z�0)p

mp−1+mp≡0(mod 2)

q
1
2 �mtC−1

Dp
�m+(�bλ,p)t �m+cλ,p

(q) �m
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cp,1

χ+
λ �,p =

�

�m∈(Z�0)p

mp−1+mp≡0(mod 2)

q
1
2 �mtC−1

Dp
�m+(�b+

λ � ,p)t �m+cλ � ,p

(q) �m

χλ,p =
�

�m∈(Z�0)p

mp−1+mp≡0(mod 2)

q
1
2 �mtC−1

Dp
�m+(�bλ,p)t �m+cλ,p

(q) �m

χ−
λ �,p =

�

�m∈(Z�0)p

mp−1+mp≡1(mod 2)

q
1
2 �mtC−1

Dp
�m+(�b−

λ � ,p)t �m+cp−λ � ,p

(q) �m

(�bλ,p)t = (0, . . . , 0, λ
2 , −λ

2 ) ,

(�b−
λ �,p)t = (�b+

p−λ �,p)t .(�b+
λ �,p)t = (0, . . . , 0, 1, 2, . . . , λ �, λ �

2 , λ �
2 ) ,
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Die Charaktere schließen nicht unter Modultransformationen.
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(∇Θ)λ,p =
log(q)

2πi
(∂Θ)λ,p .

χ̃+
λ,p =

Θλ,p + iα(∇Θ)λ,p

η
0 < λ < p

χ̃−
λ,p =

Θλ,p − iα(p − λ)(∇Θ)λ �,p

η
0 < λ < p



Die Charaktere schließen nicht unter Modultransformationen.
Raum der Torus-Amplituden größer als Raum der Charaktere.
Wir benötigen

wobei

Diese Funktionen sind Torus-Vakuumamplituden, wie aus der 
modularen Differentialgleichung (Zhu-Gleichung) folgt.

--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  25 / 42

Rationalität von LCFT :: Torus-Amplituden

(∇Θ)λ,p =
log(q)

2πi
(∂Θ)λ,p .

χ̃+
λ,p =

Θλ,p + iα(∇Θ)λ,p

η
0 < λ < p

χ̃−
λ,p =

Θλ,p − iα(p − λ)(∇Θ)λ �,p

η
0 < λ < p



Die Charaktere schließen nicht unter Modultransformationen.
Raum der Torus-Amplituden größer als Raum der Charaktere.
Wir benötigen

wobei

Diese Funktionen sind Torus-Vakuumamplituden, wie aus der 
modularen Differentialgleichung (Zhu-Gleichung) folgt.
Geschlossen unter Modultransformationen. Der Limes 
           liefert Charaktere der vollen unzerlegbaren Darst.
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(∇Θ)λ,p =
log(q)

2πi
(∂Θ)λ,p .

χ̃+
λ,p =

Θλ,p + iα(∇Θ)λ,p

η
0 < λ < p

χ̃−
λ,p =

Θλ,p − iα(p − λ)(∇Θ)λ �,p

η
0 < λ < p

lim
α→0

χ̃±λ,p
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Der volle Satz Torus-Amplituden hat eine gute S-Matrix.
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N k
ij = lim

α→0

�

λ

S λ
i S λ

j (S−1) k
λ

S λ
vac

.



Der volle Satz Torus-Amplituden hat eine gute S-Matrix.
Die physikalischen Fusionsregeln findet man via

Beachte: In diesem Limes werden die Amplituden zu linear 
abhängigem Satz von Charakteren -> Identifikation von Darst. 
Beispiel:
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N k
ij = lim

α→0

�

λ

S λ
i S λ

j (S−1) k
λ

S λ
vac

.

lim
α→0

χ̃±λ,p = χ+
λ,p + χ−

λ,p .



Der volle Satz Torus-Amplituden hat eine gute S-Matrix.
Die physikalischen Fusionsregeln findet man via

Beachte: In diesem Limes werden die Amplituden zu linear 
abhängigem Satz von Charakteren -> Identifikation von Darst. 
Beispiel:

Berücksichtig man dies, erhält man wohldefinierte Fusions- 
regeln. Alle negativen Vorzeichen der RS verschwinden.
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Der volle Satz Torus-Amplituden hat eine gute S-Matrix.
Die physikalischen Fusionsregeln findet man via

Beachte: In diesem Limes werden die Amplituden zu linear 
abhängigem Satz von Charakteren -> Identifikation von Darst. 
Beispiel:

Berücksichtig man dies, erhält man wohldefinierte Fusions- 
regeln. Alle negativen Vorzeichen der RS verschwinden.
Dieser direkte, Verlinde-artige Zugang ist äquivalent zu 
anderen, aufwändigeren, Zugängen.
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N k
ij = lim

α→0

�

λ

S λ
i S λ

j (S−1) k
λ

S λ
vac

.

lim
α→0

χ̃±λ,p = χ+
λ,p + χ−

λ,p .

[z.B. J. Fuchs et al :: hep-th/0306274, M. Gaberdiel et al :: arXiv:0707.0388]
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C2-Koendlichkeit ist eines der strengsten Mittel, die 
Rationalität einer CFT zu testen. Sie liegt vor wenn
                         mit
Hier ist    die Vakuum-Darst. der    -algebra.
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C2-Koendlichkeit ist eines der strengsten Mittel, die 
Rationalität einer CFT zu testen. Sie liegt vor wenn
                         mit
Hier ist    die Vakuum-Darst. der    -algebra.
Die      Modelle mit den                                 Triplet- 
Algebren sind C2-koendlich -> legt nahe: sind rationale LCFTs.
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                         mit
Hier ist    die Vakuum-Darst. der    -algebra.
Die      Modelle mit den                                 Triplet- 
Algebren sind C2-koendlich -> legt nahe: sind rationale LCFTs.
Auf der anderen Seite stellen sie ein Gegenbeispiel zur Ver- 
mutung dar, dass C2-Koendlichkeit äquivalent zu Rationalität 
ist in dem Sinne, dass alle Darstellungen irreduzibel sind.
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Dies legt nahe, dass eine brauchbare Definition von 
Rationalität unzerlegbare Darst. einschließen muss.
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C2-Koendlichkeit ist eines der strengsten Mittel, die 
Rationalität einer CFT zu testen. Sie liegt vor wenn
                         mit
Hier ist    die Vakuum-Darst. der    -algebra.
Die      Modelle mit den                                 Triplet- 
Algebren sind C2-koendlich -> legt nahe: sind rationale LCFTs.
Auf der anderen Seite stellen sie ein Gegenbeispiel zur Ver- 
mutung dar, dass C2-Koendlichkeit äquivalent zu Rationalität 
ist in dem Sinne, dass alle Darstellungen irreduzibel sind.
Dies legt nahe, dass eine brauchbare Definition von 
Rationalität unzerlegbare Darst. einschließen muss.
Neue Vermutung: 
Zhu-Algebra nicht halbeinfach <-> rationale LCFT.
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C2(V) = span{u−h(u)−1v | u, v ∈ V} .



--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  28 / 42

Augmentierte minimale Modelle



--------------------------------------

Logarithmische Nullvektoren

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  28 / 42

Augmentierte minimale Modelle



--------------------------------------

Logarithmische Nullvektoren
Nahm Algorithmus

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  28 / 42

Augmentierte minimale Modelle



--------------------------------------

Logarithmische Nullvektoren
Nahm Algorithmus
Die erweiterten Modelle

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  28 / 42

Augmentierte minimale Modelle



--------------------------------------

Michael Flohr  ::  U Bielefeld  ::  02 Juli 2009 Glimpses on LCFT  ::  29 / 42

Augmentierte Modelle :: log Nullvektoren
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Erweiterte Kac-Tabelle: 
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s

1 2 3 4 5

1 0 5
8 2 33

8 7

2 0 1
8 1 21

8 5

3 1
3 − 1

24
1
3

35
24

10
3

4 1 1
8 0 5

8 2

5 2 5
8 0 1

8 1

r 6 10
3

35
24

1
3 − 1

24
1
3

7 5 21
8 1 1

8 0

8 7 33
8 2 5

8 0

9 28
3

143
24

10
3

35
24

1
3

10 12 65
8 5 21

8 1

11 15 85
8 7 33

8 2

c = c2,3 = 0 .
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|χ
(n)
h,c� =

�

|n|=n

bn
1(h, c) L−n |h; 1� +

�

|m|=n+l

bm
0 (h, c) L−m |h − l� .
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Allgemeinster Ansatz für Rang 

Schließt Darst. zu nicht-quasiprimären Zuständen       ein.
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n
A B

|h;0> |h;1>

|h+l;1>

|h>

|h+l;0> |h+l;1>

|h+m;1>

0

l
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In augmentierten minimalen Modellen gibt es zusätzliche 
Typen von Darstellungen: 
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|h+l;0>

DC

|h>

|h+l;1>

|h>

|h+l;1>

E F

|h> |h>

0

m

l

r

r

n

m

0

l

n

|h+m;1> |h+m;1>
|h+m;0> |h+m;0>

|h+l;0>
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0
!
= �h; 1|Lni |χ

(n)
h,c�

=
�

|n|=n

bn
1(h, c) �h; 1|Lni L−n |h; 1� +

�

|m|=n+l

bm
0 (h, c) �h; 1|Lni L−m |h − l�

=
�

|n|=n

bn
1(h, c) �h; 1|F(1)

ni,n(L
l
−1 Ll

1, L0, C) |h; 1�

+
�

|m|=n+l

bm
0 (h, c) �h; 1|F(2)

ni,n(L
l
−1, Ll

−1 Ls
0, Ll

−1 Ct) |h − l� ,

0
!
= �h − l|Lmj |χ

(n)
h,c�

=
�

|n|=n

bn
1(h, c) �h − l|Lmj L−n |h; 1� +

�

|m|=n+l

bm
0 (h, c) �h − l|Lmj L−m |h − l�

=
�

|n|=n

bn
1(h, c) �h − l|F(3)

mj,n(L
l
1, Ls

0 Ll
1, Ct Ll

1) |h; 1�

+
�

|m|=n+l

bm
0 (h, c) �h; 1|F(4)

mj,n(L0, C) |h − l� .
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Neue Eigenschaft: Existenz von Rang        Darstellungen: 
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1

2

5

7

|0;0> |0;1>

|1;0> |1;1> |1;2>

|0;0> |0;1>

m

m
m

0

1

G

G

1

2

3
2

m 0

1
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2

n

n

n

n

n

n n n

n

24

0

23

5

4

70

18

17
16

H 1

n n

n

n

n24 23

0

4

5

2

5

12

15

0

1

2

5

0

1

7

H
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Kenntnis der Nullvektoren -> Berechnung der Fusionsregeln  
bzgl.      mit Nahm Algorithmus für Koprodukt-Formeln
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Vir

∆z,ζ(Ln) =
n�

m=−1

�
n + 1

m + 1

�
ζn−m (Lm ⊗ II)

+ �

n�

l=−1

�
n + 1

l + 1

�
zn−l (II⊗ Ll)

= ∆̃z,ζ(Ln) ∀n � −1 ,

∆z,ζ(L−n) =
∞�

m=−1

�
n + m − 1

m + 1

�
(−1)m+1 ζ−(n+m) (Lm ⊗ II)

+ �

∞�

l=n

�
l − 2

n − 2

�
(−z)l−n (II⊗ L−l) ∀n � 2 ,

∆̃z,ζ(L−n) =
∞�

m=n

�
m − 2

n − 2

�
(−ζ)m−n (L−m ⊗ II)

+ �

∞�

l=−1

�
n + l − 1

l + 1

�
(−1)l+1 z−(n+l) (II⊗ Ll) ∀n � 2 .
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Enwicklungen müssen gleiche Resultate liefern -> Fusions-
räume zweier Darstellungen      lokalisiert an
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Hi zi , i = 1, 2

H1 ⊗f H2 := (H1 ⊗H2)/(∆z1,z2 − ∆̃z1,z2) .



Enwicklungen müssen gleiche Resultate liefern -> Fusions-
räume zweier Darstellungen      lokalisiert an

Nahm zeigte: Fast alle Information bereits enthalten in den 
speziellen Unterräumen                           
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i ≡ Hi/(C2(Vir)Hi) .

[W. Nahm :: hep-th/9402039]
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Sei                                                          die
Unteralgebra von Worten der Mindestlänge      Definiere
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Entscheidende Vereinfachung damit Algorithmus funktioniert: 
Existenz von Nullvektoren. Damit wird
umgeschrieben zu

mit
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Entscheidende Vereinfachung damit Algorithmus funktioniert: 
Existenz von Nullvektoren. Damit wird
umgeschrieben zu

mit
Funktioniert, da                                       wobei

Man kann zeigen: Führt zu endlichem, terminierenden 
Algorithmus für die Berechnung von Fusionsräumen bis zu 
gegebenem Level. 
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Entscheidende Vereinfachung damit Algorithmus funktioniert: 
Existenz von Nullvektoren. Damit wird
umgeschrieben zu

mit
Funktioniert, da                                       wobei

Man kann zeigen: Führt zu endlichem, terminierenden 
Algorithmus für die Berechnung von Fusionsräumen bis zu 
gegebenem Level. 
Im wesentlichen gestatten Nullvektoren, descendante 
Zustände der Form              zu eliminieren.
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r = 2 c3·3,3·2 = 0

β1 β2 level of level of first level of first type
log. partner nullvector log. nullvector

R(2)(5/8, 5/8) – – 0 2 10 A
R(2)(1/3, 1/3) – – 0 3 9 A
R(2)(1/8, 1/8) – – 0 4 8 A
R(2)(5/8, 21/8) −5 – 2 10 16 B
R(2)(1/3, 10/3) 140/27 – 3 9 18 B
R(2)(1/8, 33/8) −700/81 – 4 8 20 B
R(2)(0, 1)5 1/3 – 1 2 7 C
R(2)(0, 1)7 −1/2 – 1 2 5 D
R(2)(0, 2)5 – −5/8 2 1 7 E
R(2)(0, 2)7 – 5/6 2 1 5 F
R(2)(1, 5) 2800/9 – 4 6 14 C
R(2)(1, 7) 30800/27 1100/9 6 4 14 E
R(2)(2, 5) −420 – 3 5 10 D
R(2)(2, 7) −880 −440/3 5 3 10 F
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Die         sind viel zu kompliziert ..., es gibt vier: 
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R(3)(0, 0, 1, 1), R(3)(0, 0, 2, 2), R(3)(0, 1, 2, 5), R(3)(0, 1, 2, 7) .



Die         sind viel zu kompliziert ..., es gibt vier: 

Alle unzerlegbaren Darst. konstruiert von RS von Fusions- 
produkten einfacherer Darst. via Nahm Algorithmus, beginnend 
mit Fusionsprodukten von irreduziblen Darst.
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produkten einfacherer Darst. via Nahm Algorithmus, beginnend 
mit Fusionsprodukten von irreduziblen Darst.
Assoziativität der Fusion von drei Darst. liefert weitere 
Bedinungen zur Analyse der Struktur der Darst. auf RS von 
Fusionsprodukten.
Beispiele:
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V(1/3)⊗f V(1) = R(2)(0, 1)7 ,

V(1/3)⊗f V(5) = R(2)(2, 5) ,

V(1/3)⊗f V(12) = R(2)(7, 12) ,

V(1/3)⊗f R(2)(1, 5) = R(3)(0, 1, 2, 5) ,

V(5/8)⊗f R(2)(5/8, 21/8) = R(3)(0, 1, 2, 5) .
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LCFT hat viele Anwendungen, viele weitere sind zu erwarten, 
insbesondere in SLE und in Stringtheorie.
Die mächtigen Strukturen von rationaler CFT können alle auf 
den Fall logarithmischer CFT verallgemeinert werden.
LCFTs können rationale CFTs im mathematisch strengen Sinne 
sein (außer: Zhu-algebra ist nicht halb-einfach).
Rationale CFTs können vermutlich augmentiert werden zu 
rationalen LCFTs (z.B. logarithmische minimale Modelle).
LCFT interpolieren zwischen rationalen und generischen CFTs
(z.B. Limites von Sequenzen minimaler Modelle).
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LCFT sicher für längere Zeit wichtiges Forschungsfeld.
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. . . 
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. . . 

Rationale CFT im klassischen Sinne ist wahrscheinlich ein zu 
enges Konzept.
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