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T Mathe O

|dentifiziert mathematische Strukturen, die Realitat be-
schreiben.

Newton: Alles ist Materie Analysis.
FUr Newton bestand selbst Licht aus Teilchen.

Einstein: Alles ist Energie Geometrie.
Wir alle kennen die Formel E = mc?.

Heisenberg: Alles ist Symmetrie Algebra.
Erhaltungssatze, Auswahlregeln, Eichgruppen, ...

Moderne theoretische Physik: Vereint diese drei Aspekte.
Alles ist Struktur (Quanten-) Feldtheorien.

Welche Strukturen gibt es?

Was bedeutet es, dass Natur mit mathematischen
Strukturen beschrieben werden kann? Warum ist Natur
so ,symmetrisch®, ,geometrisch® oder ,analytisch“?
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BT irien

Erfahrung zeigt, dass die Naturgesetze durch Symmetrien
In einem erstaunlichen MafBe fixiert sind. Beispiele:

Spektrum von Atomen in Kristallen. Diskrete endli-
che Gruppe der rigiden Symmetrien eines Kristalls be-
stimmt, welche Entartungen aufgehoben werden.

Fundamentale Krafte werden durch Eichfeldtheorien
beschrieben. Quantenzahlen sind Gewichte von Dar-
stellungen der Eichgruppen, kompakten Lie-Gruppen
wie U(1), SU(2) und SU(3).

Ausgedehnte oder zusammengesetzte Objekte, z.B.
Strings, besitzen noch gréBere Symmetrien wie
unendlich-dimensionale Lie-Algebren.

Eine Symmetrie ist besonders interessant: Symmetrie unter
Skalierung (man denke an dimensionale Analyse!).
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.

BT Symmet:

Sei eine Theorie invariant unter lokalen Skalentransforma-
tionen: g, () — §,., (%) = Az)g,.(z). Solche Abbildungen
erhalten lokal die Winkel, deshalb hei3en sie konform.

1807 -180° -120° -90° -B0° -30° O 300 B0 80" 1207 1807 1807
n

1807 -180° -120° -90° -B0° -30° O 300 B0 807 1207 1507 1807

Konforme Abbildungen in zwei Dimensionen sind etwas
ganz Besonderes . ..
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che Symmetr -

In zweil Dimensionen konnen wir auf der komplexen Ebene
C leben: z = z+iy, z = x —iy. Jede holomorphe Abbildung
2 2 = f(2), 0f(z) =0, ist konform. Zwei-dimensionale
konform invariante Theorien haben daher eine unendliche
Anzahl von lokalen Symmetrien.

Mich personlich interessieren Quantenfeldtheorien.

flz) = z+¢e(z) = z+25nz”,

L., P(2)] = P(z+¢e(2)),
Ly L] = (0 — ) L + %(n?’ )G -

Dies ist die Virasoro-Algebra der Generatoren lokaler kon-
former Transformationen, L, = p(z""'9). Sie ist eine Bei-
spiel fur eine unendlich-dimensionale Lie-Algebra.
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[l MUAtION (statistische 7

Klassifizieren konform invarianter Theorien bedeutet, die
Darstellungstheorie dieser Algebra zu studieren.

Universalitatsklassen zwei-dimensionaler statistischer
Systeme am kritischen Punkt klassifiziert durch den Wert
der zentralen Erweiterung c.

Kritische Exponenten gegeben durch Skalendimensionen
orimarer Felder, d.h. durch Hochstgewichte von irreps:

D, (f(2)) = (8f(z)) ®,(z), 1lim®,(2)[0)=|h,c).

82 z—0
Insbesondere @, (\z) =\ "®,(2).
Rationale konforme Feldtheorien, z.B. minimale Modelle:

72 r—0s)2—(p—a)2
Cpq = 1 — 6—(pp§) , {hr’s(c) = (pr=g zlpq(p 2) : 1§r<q,1§s<p} .
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{ [N AILION (Stringtheori

Klassifizieren konform invarianter Theorien bedeutet, die
geometrische Struktur von Darstellungen dieser Algebra
ZU studieren.

Die Freiheitsgrade von propagierenden und wechselwir-
kenden Strings werden durch konforme Feldtheorien auf
deren Weltflachen beschrieben.

Funktioniert, wenn die Streuamplitude Dualitat besitzt.
Das resultierende Spekirum ist das einer schwingenden
Saite.
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Teil Il

Geometrische Definition
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Topologische Feldtheorie: Eine einfache mathematische
Struktur fr Geometrie, ein Funktor ® : Man(d) — Vect.

Kategorie: Objekte = mit Morphismen [ : =z — .
Assoziativ:Mitg : y — zistgo f :  — z Morphismus
und (hog)o f =ho(gof).ldentitat:vVa : 31, : x — =z
mit fol, =1,0 f.

Funktor: Abbildung zwischen Kategorien, die Objekte
auf Objekte und Morphismen auf Morphismen abbildet,
und alle Relationen respektiert.

Tensorkategorie: Objekte und Morphismen kdnnen
multipliziert werden. Vect ist abelsche Tensorkatego-
rie mit assoziativer und kommutativer Multiplikation ®.
Inverses von Objekt V' ist VV*. Produkt von Morphismen
(I)l . ‘/1 — W1 Und (I)Q . ‘/2 — W2 |St @1@@2
Vi ® Vo, — Wi ® W,. Das Eins-Element ist C.
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Beispie 1 FT (Bordismus)

Man(d) ist die Kategorie der d-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten. Objekte X sind glatt, kompakt, orientiert, ausge-
stattet mit einer Parametrisierung in lokalen Koordinaten.
Morphismen sind Bordismen M : X — Y.

M ist glatte, orientierte, (d+1)-dimensionale Mannigfal-

tigkeit, 00 = (—X)UY. X@Y

M

Verkettung von Bordismen M/ : X - Y und N : Y —
Z zu N oM : X — Z durch Verkleben (identifiziere Y

R -0 - -
X Y z — >
Der Identitats-Morphismus flr X ist einfach der Zyllnder

Iy = X x [0,1]. Y -
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B@Sp@ T FT (Definition)

In Man(d) ist zusatzlich eine Spur definiert, die zwei gleiche
Rander X einer irreduziblen Mannigfaltigkeit M verklebt:

Trxy : M — Trx(M).
-

TFT ist Funktor ® : Man(d) — Vect mitden Eigenschaften

. X — Vx,
(MX%Y) — ((I)MVX%Vy)

Drnopy = Py oDy und zusatzlich (I)TrXM = TI'VX ((I)M)
Vxoy = Vx&®Vy, Vix = Vyg, W = C,
Py = Oy ® Oy, P_p = DYy, Py = C.

Fir M mit 9M = () ist der entsprechende Morphismus
®,; : C — C die Multiplikation mit einer Zahl 7,,, die

Zustandssumme. N



SB[ FT (Amplituden)

Die Morphismen A beschreiben durch den Funktor ¢ die
Amplituden der TFT.

Ein A/ mit einem einzelnen ausgehenden Rand Y, also
M : ) — Y, ergibt eine Amplitude ®,, : C — V4, die
einen Zustand V,, € V4 definiert. COY

M

Zerlegt man A in zwel Teile M; und M, mit gemein-
samen Rand oM, = X = —0M,, so erhalt man die

Zustandssumme Zy = (Uar,, Uap,). COXO>M
] 2

Ein Diffeomorphismus von X, realisiert als Operator ~
auf Vy, definiert ein neues M’ mit Z, = (U, YW s ).

Fir M =1[0,1] x X und N = S!' x X ist Zy = Tr(Py) =
dlmVX
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(GhLileline Feldtheorie (PEmeE

Eine TFT in zwei Dimensionen ist besonders einfach. Der
einzige zusammenhangende, kompakte Rand ist S*, es gibt
nur einen Vektorraum V' = Vs und seinen Dualraum.

Die Scheibe mit einem ausgehenden Rand definiert

das Vakuum, den Zustand 1 € V. @
Die Scheibe mit einem eingehenden Rand definiert ein
lineares Funktional (-), : V — C. @

Die Zustandssumme von S© ist demnach Z(5%) = (1),,.

Der Zylinder mit zwei eingehenden Randern definiert
ein inneres Produktn : V@V — C. @

Eine Sphare mit drei Lochern korrespondiert zu einer
Abbildung C' : V ® V — V bzw. einem @
Vertexoperator C' : V — End(V).
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\Glhiieliine Feldtheorie (i ssmme

Sei eine Basis ¢; in V gewahlt, ¢q = 1.
nig = 1(i, &5), 17 (G @5) =nund -~ =yt =1
Mit ¢ - v = C(¢,v) wird V eine Algebra, das Opera-

torprodukt der TFT. ' vermittelt einen Isomorphismus
zwischen Operatoren und Zustanden.

Die Strukturkonstanten der TFT sind gegeben durch
Cildy) = ¢ b5 = Y _ ;) ne

k

Offensichtlich ist mit ¢ : Sym®*V — C @

o1 _
Ciik = Cap Ty, UNA 1), = €.

Mit H =) "¢, ¢; ist die Zustandssumme @
irj

Zg=(H---H) =TrH"
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LNhikiine Feldtheorie BRm

Jede Zustandssumme oder Korrelationsfunktion kann mit
diesen Daten berechnet werden, da jede Flache in Schei-
ben, Zylinder und Spharen mit drei Lochern zerlegt werden
kann. Resultat sollte von Art der Zerlegung nicht abhangen.

Symmetrie der ,Hose*“ impliziert n(¢ - ¥, x) = n(¢, v - x).

Konsistenz verlangt auBerdem, dass 7(¢, ) = (¢ - ).

Die wichtigste Bedingung ist jedoch die Assoziativitat
der Operatoralgebra, (¢ -v) - x = ¢ - (¢ - x).

¢ %

Es gibt keine weiteren Bedingungen!
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hikliime Feldtheorie FETT

Eine konforme Feldtheorie besitzt zusatzlich zu einer TFT
folgende Strukturen: Bordismen sind Riemannsche Flachen
>; vom Geschlecht ¢ und mit n» markierten Punkten P, zu-
sammen mit einer Wahl von lokalen Koordinaten z;, die die
Rander S mit Parametrisierungen ausstatten.

Der Vektorraum V wird ersetzt durch einen Hilbertraum
H mit hermiteschem inneren Produkt.

Eine CFT ist ein Funktor ® : Riem — Hilb.

Zu jeder Riemannschen Flache mit parametrisierten
Randern ¥ € P,, wird ein Zustand &5, € H®" asso-
ziiert (da ‘H* ~ 'H, brauchen wir nicht zwischen ein- und
auslaufenden Zustanden zu unterscheiden).

Die Morphismen (Vertexoperator) hangen von der
komplexen Struktur ab, C; — Y (¢;,2;) : 'H — End(H).
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perator-AIgeb/

Als Vertexoperator-Algebra ist eine CFT gegeben durch

die Axiome:
H = ]| H"™ ist Z-gradiert und besitzt eine Abbildung
ne

H — (EndH)[z,z7']
Y ¢ — Y(p,z)= Zqﬁ "t ¢(n) € EndH.

nes
Es gibt ein Vakuum, einen Zustand 1 € H© mit
Y(1,z) =Tund Y (¢, 2)1 € H[z], lirr(l)Y(gb, 2)1 = ¢.

Die Vertexoperator-Algebra besitzt ein assoziatives
Operatorprodukt

Y(p,2) - Y(,w) =Y (Y (¢, 2 —w)p,w) .
Diese Eigenschaft wird auch Dualitat genannt.
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(Ghifeliine Symmetri-

Korrelatoren/Erwartungswerte sollen invariant unter konfor-
men Transformationen der lokalen Koordinaten sein. Dies
laBt sich wie folgt implementieren:

Es gibt einen Virasoro-Zustand w € H? mit V' (w, z) =
Z L,z2"""2, L,=uw(n+1), erzeugt Virasoro-Algebra:

neZ
Lo L] = (n—m) Lo + %c(ni’) )6
Esqilt: c€ C, Vo € H™ : Lyd =n¢ und
[L—la Y(¢7 Z) — Y(L—lgba Z) — %Y(¢7 Z) 9
[Lo,Y(Qb, Z) — Y(Logb, Z) +ZY(L—1¢7 Z) )
(L,Y(¢,2)] = Y(Lio,2)+22Y(Loo,z) +2°Y(L_19,2).

L,1=0Vn>-1, L 51 =w, Lyw = 2w.
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?produkt-Ent

Die einfache Operator-Algebra einer TFT geht nun in die
folgende Form Uber:

Aus C@(Qb]) = Qb@ . Q5j — Z Ciijbk wird
k
V(s 2) - Y, w) = Z Cz’jk (z = w)"* ="V (g, w) +

k
Vertexoperatoren generieren Hochstgewichtszustande

von Darstellungen der CFT. Fir ¢ +# 0 formen diese eine
Verlinde- Algebra

4, Z “Ihi,c] mit N.* € Z, den

¥}

Fusions- Koeff|2|enten.

Klassifikation dieser Fusions-Algebren ist ein wichtiges
Problem in der konformen Feldtheorie.
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Teil 1l

Logarithmische Konforme Feldtheorie
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__ProblElit

Die Definitionen einer CFT als Funktor oder als
Vertexoperator-Algebra konnen viele physikalisch wichtige
Aspekte (noch) nicht erfassen.

Funktor ® : Riem — Hilb strikt nur far ¢ = 0 gegeben.

Vertexoperator-Algebren definieren strikt meromorphe
konforme Feldtheorien, alle L, Eigenwerte bzw. Skalen-
dimensionen /» missen € Z sein.

Verallgemeinerung auf /. € $7Z mit Z, gradierten Vektor-
raumen. Nicht-triviale Darstellungen der CFT sind (bis
heute) nicht mathematisch rigoros zu behandeln.

Der Fall erweiterter holomorpher Symmetrie-Algebren
W D Vir ist nur teilweise geklart.

Keine mathematisch rigorose Formulierung der Opera-
toralgebra fur 1 ¢ Z, H=ED M., H. =[] H. ™.

€1 nez
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HMEnELhIische Flachen

In vielen physikalischen Anwendungen treten Riemannsche
Flachen in einer alternativen Formulierung auf. Die von Phy-
sikern entwickelte Technologie zur expliziten Berechnung
von Korrelatoren/Amplituden ist vor allem far > = C guit.

Riemannsche Flachen kdnnen als verzweigte Uberla-

gerung der komplexen Ebene C (oder auch CP') auf-
14

gefasst werden, y" = H(z — ;)" , Z a; = 0 mod n.
1=1 )

Das Geschlechtvon Y istg = (n — 1)(¢ — 2)/2.

Sind alle a; = 1, ist X eine nicht-singulare 7Z,-

symmetrische Flache.

Die Monodromien 7., : Blatt/ — Blatt (I + 1 mod n)
um e; kdnnen alle simultan diagonalisiert werden.
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\'[LIrdllEigungs-Operal®

ldee: Simuliere Verzweigungspunkt durch Operator. Mathe-
matisch rigoros moglich z.B. fur CFTs von j-Differentialen.

Die CFT der holomorphen 1-Differentiale hat ¢ = —2.
FOr Zo>-symmetrische (hyperelliptische) Flachen ist der
Verzweigungspunkt gegeben durch ein primares Feld

u(z) = V(. ) mit
Das Feld V' (u, z) erzeugt eine zulassige aber noch re-

duzible Hochstgewichtsdarstellung, Ideal erzeugt durch
V(L_z,u, Z) — 2V(L_1L_1,u, Z) = 0.

Solche Ideale implizieren Differentialgleichungen flr
Korrelatoren, z.B.

((eo)p(Dpu(x)u(0)) = [z(1 —2)]"*F(x),
(1 —2)0; +(1—22)9, — 3| F(z) = 0.

e L
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gungs-Operat

Die Ldsung dieser Gleichung bringt eine Uberraschung:

((0o)p(1)p(z)p(0)) =
F©) = o Fi (3,1, 1 2)
2(1 —z)]"* ¢ FO) = 2F1(3,3; 15 )
+0€3F2(%+€,%+€,1;1+e,1—|—6; x)}ezo .

impliziert [ 1, —2]x[- 1, —2] = [0, —2], wobei Lo/, ¢) =
h|h, ¢)+ |, ¢) eine Jordan-Zelle aufspannt. Die Darstellung

1 * (18t also unzerlegbar.
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HeloE:-Tdidlinische CFT

Unzerlegbare Darstellungen sind die definierende Ei-
genschaft von logarithmischer konformer Feldtheorie.

Korrelationsfunktionen mussen die globalen konformen
Ward-Identitaten erfallem, d.h. furm = —1,0, 1 gilt

0 = Ly {(Ui(21)... U, (2,))

n

A

- Z z; [Ziai + (m+1)(h; +0p) | (T1(z1) ... Vu(zn)) -

1=1

Im Fall von Rang » > 1 Jordan-Zellen von unzerlegba-
ren Darstellungen von Vir, erhalten wir

5w ) 0iiVnk,—1y wenn 1< k; <r—1,
hi ¥ (hisk;) = 0 wenn kj 0

cft«—geometry — p. 27/33



BT nische CFT

Logarithmen brechen Skaleninvarianz. Korrelatoren
dennoch invariant unter globalen konf. Abbildungen.

Generische Form der 1-, 2- und 3-pt Funktionen fur Fel-
der, die Jordan-Zellen von beliebigem Rang » formen:

(W (hiky) = On,00k—1

k+k’ : g
o) (Ow)" .
(¥ ()W O = G 3 ey S DL e
j=r—1 0<i<k,0<i/ <K' b v
it+i/ =k+k'—;
k1+ko+k3
<\Ij(h1;k1)(Zl)\Ij(h%kz)(ZQ)W(h3;k3)(Z3)> — Z C(h1h2hs;j)
Jg=r—1
Ony )™ (Ohy)™ (Opy)™ o
% Z ( 1') ( 2') ( 3') H (20(1)0(2))h0(3) ha(l) hJ(Q).
0<i;<k;,1=1,2,3 1 b2 t3: o€S3
i1+i90+ig=k1+ko+ksy—J o(l1)<o(2)
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Heigp= Kranke CFT?

Zuruck zu unserem Beispiel mit ¢ = —2. Naturliche Frage:
Ist dies eine pathologische CFT? Antwort: Nein, dies ist
eine bona fide CFT.

Das Produkt u(z)u(w) in einem Korrelator enspricht
dem Einflgen eines Zylinders I zwischen zwel Blattern.

Das Produkt aus 2(g + 1) Feldern . entspricht dem Ein-
fligen von g Henkeln H, H(z) =Y ¢,"V(¢;, x) @D .

i,
Der Korrelator (u(o0)u(1)p(z)w(0)) g ~ (H(2)),—g =
(Logq)g—y = Zg=1(q) entspricht daher den Torus-

Zustandssummen. Z,_; = Tr g, = Ty, g0,
Was passiert, wenn zwei Verzweigungspunkte kollidie-

ren? @ R @
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el gute CFT

Diese CFT kann als rationale CFT konstruiert werden. Sie
besitzt finf zulassige Darstellungen, [ ], [2], [1], [0] C [0].

FUr z — w degenerierte Situation im Modulraum,
p(2)p(w) ~ (2 = w)4 [T+ (I = 2log(z — w)I) | ,

wobei I ein Punktierungs-Operator ist, I ¢ H.

Dennoch erflllt CFT alle Kriterien flr Rationalitat, ins-
besondere die C5-Koendlichkeits-Bedingung von Zhu.
Einziger Unterschied zu normaler rationaler CFT: Die
Zhu-Algebra ist nicht halb-einfach.

Die Torus-Zustandssummen bilden endlich-dim. Dar-
stellung von PSL(2,7). X (1) = Try, glo=<?4 mit

g = exp(2mir) erfillt x,(—1/7) = > Syx;(7)

el
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W [eYe [FlliAVarianz

Allerdings gibt es wieder eine Uberraschung:
Die  Torus-Zustandssumme fur die  Vakuum-

: 1 |
Darstellung ist xuu(7) = 55 (12(q) —7°(q)) - mit
n(g) = ¢/ JT(1 —¢") und Oyu(q) =Y gV,
n=1 nez

Dies flhrt zu den Torus-Amplituden x_i/5 = 6y2/7,
X3/8 = 92,2/77, X1 = (91,2 + 773)/277 und xo = 5 10%((])772-
Flr die unzerlegbare Darstellung ergibt sich x5 = 61 2/7.

Die Torus-Amplituden gentigen einer verallgemeinerten
Verlinde-Formel:
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el Nglc0 s, Torus

Dies ist eigentlich zu erwarten, denn:
Es qilt:

12F1(2, s Lil—a) (p(00) (1) () 1(0))
2 Fi(3,3: 15 @) (p(o0) (1) p(z)1(0)) 5

Die Umkehrung ist z(7) = xk*(7) = 16”(27371(?)751/2)8.

In der Tat sind die Korrelatoren auf der Ebene aqui-
valent zu den Perioden auf dem Torus, bis auf den
Liouville-Faktor A< mit A =TT, _.(e; — ;)% = n*".

Genauer findet man:
(o) (V) u(z)u(0)), = xa(T)n*(7/2),
((o0) (1) u(z)(0)) s = xa(T)Xo(T/2,00 =1).

Es ist 7*(7/2) = Xvax(7/2) — x1(7/2).

1
1
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I\ Tepllie3ende Frage

Es gibt zahlreiche weitere Beispiele wohldefinierter LCFT,
die allen Anforderungen flr rationale CFT gentgen.

Wie lassen sich diese rigoros als Vertexoperator-
Algebren formulieren?

Wie muss der Zustandsraum H erweitert werden, so
dass logarithmische Operatoren I darin vorkommen?

Wie andert sich die Darstellung L,, der lokalen konfor-
men Transformationen?

~

b (\z) = A (é (2) — log(\)® (z)).
Wie Ubersetzt sich dies in das geometrische Bild?

Was bedeutet es, wenn die Zhu-Algebra nicht halb-
einfach ist?
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