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Einleitung

In dieser Diplomarbeit geht es um Quantenpunkte und die Zustdnde von darin
befindlichen Elektronen. Es wird erwartet, dal bei bestimmten Werten von phy-
sikalischen Parametern wie Elektronenanzahl, Temperatur und Magnetfeldstiarke
die Elektronenmaterie Zustinde annimmt, die man im Analogon zu gewdhnlicher
Materie “gasférmig”, “fliissig” und “fest” nennen kann. Der gasformige Zustand
entspricht dann dem bekannten Fermi-Elektronengas wie es in Metallen vorkommt.
Die Wellenfunktion ist komplett delokalisiert, die kinetische Energie der Elektronen
ist viel grofer als die Coulombabstofungsenergie zwischen ihnen. Der kristalline
Zustand ist der lange von Wigner vorhergesagte Wigner-Kristall von Elektronen.
Diesen Materiezustand herzustellen und zu vermessen ist seitdem ein grofler Traum
der Physiker und Quantenpunkte bieten hierzu eine gute Gelegenheit. Im Wigner-
kristall sind die Elektronen stark lokalisiert — man erwartet, daf} sie ein hexagonales
Gitter bilden — und die Coulombenergie hat die Oberhand iiber die kinetische Ener-
gie. Der fliissige Zustand ist ein Zustand zwischen gasférmig und kristallin und wird
im Laufe der Arbeit noch genauer zu beschreiben sein. Auflerdem ist wichtig, ob
der Ubergang zwischen den Phasen “fest”, “fliissig” und “gasformig” abrupt oder
kontinuierlich stattfindet und welche Rolle die physikalischen Parameter dabei spie-
len.

Die Begriffe Quantenpunkt und Wigner-Kristallisation werden explizit erklért wer-
den miissen. Dazu gehen wir im ersten Kapitel auf Quantenpunkte ein. Dort wird
zuerst kurz deren technische Realisierung dargestellt. Dann wird ein analytisch
losbarer Fall untersucht, ndmlich der von einem Elektron in einem parabolischen
Potential. Als néichstes sehen wir uns den Fall von mehreren nicht-wechselwirkenden
und dann den von wechselwirkenden Elektronen an. Diese Systeme sind nicht mehr
analytisch 16sbar, und wir stellen numerische Methoden zu ihrer Untersuchung vor.
Schliellich werden noch einige weitere Eigenschaften von und Untersuchungen zu
Quantenpunkten beschrieben, die bis dahin noch nicht erwéhnt wurden.

So ist der Ubergang zum zweiten Kapitel nahtlos, denn dort geht es um Wigner-
Kristallisation, ebenfalls eine erwartete Eigenschaft von Quantenpunkten. Diese
wird oft an Modellen &hnlich Quantenpunkten studiert und zwar sowohl mit klassi-
schen Punktteilchen als auch quantenmechanisch. Das Kapitel wird im wesentlichen
aus der Vorstellung von Arbeiten zu den Teilbereichen Wigner-Kristallisation klas-
sisch/quantenmechanisch und Wigner-Kristallisation in Quantenpunkten bestehen.

Im dritten Kapitel stellen wir dann “unser” Quantenpunkt-Modell vor, d.h. das
Modell von Michael Flohr. Es beruht hauptséichlich auf Kombinatorik, und ist an-
sonsten eine Mischung aus quantenmechanischer und klassischer Betrachtungsweise.
Deshalb wird das Modell in dieser Arbeit als kombinatorisches Modell bezeich-
net. Zunichst wird es um experimentell (noch) nicht zugéngliche Zustéinde von
Quantenpunkten gehen, wo der Gesamtdrehimpuls des Systems fest vorgegeben ist,
bei denen aber die gewiinschten Anzeichen von Wigner-Kristallisation und Fermi-
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Fliissigkeit bereits beobachtbar sind. Dann werden wir die Einschréinkung des festen
Gesamtdrehimpulses aufheben, um Vorhersagen machen zu kénnen, die qualitativ
mit realen Experimenten verglichen werden kénnen.

Im vierten Kapitel werden wir uns eine analytische Wellenfunktion ansehen, die reale
Wellenfunktionen wie sie in Quantenpunkten vorkommen, sehr gut approximieren
konnte. In wie weit sie das tut, und in wie weit sie auch die Wigner-Kristallisation
beschreibt, wird zu untersuchen und zu quantifizieren sein. Auflerdem werden wir
kurz auf die physikalische Interpretation dieser besonderen Wellenfunktion eingehen.

Es folgen noch einige Anh#nge mit Nebenrechnungen und anderen Dingen, die nicht
in den Haupttext aufgenommen wurden, weil sie den Argumentationsflufl gestort
hétten. Das ganze wird abgerundet durch eine nach Thema und Erscheinungsdatum
geordnete Bibliographie.



Kapitel 1

Quantenpunkte

1.1 Technische Realisierung

Quantenpunkte sind quasi-nulldimensionale Strukturen, die man in Halbleiterhete-
rostrukturen herstellen kann und in denen sich eine feste, kleine Anzahl von Elek-
tronen befindet.

Was heifit quasi-nulldimensional? Natiirlich sind alle Strukturen, die Menschen her-
stellen konnen dreidimensional. Was hier gemeint ist, sind die Freiheitsgrade der
Bewegung von Elektronen in diesen Strukturen. Man sagt, ein Elektron habe in
einer Raumrichtung keine Bewegungsfreiheit, wenn die Energie in dieser Richtung
so stark quantisiert ist, dafl das unterste und das dariiber befindliche Energieniveau
weiter auseinanderliegen als alle anderen typischen Energien des Systems. Das ist
genau dann der Fall, wenn die Abmessung des Systems in dieser Richtung kleiner
ist, als die deBroglie-Wellenlénge der Elektronen bei den typischen Energien des
Systems. Mit “Abmessung” ist hier der rdumliche Abstand von Flichen gemeint,
an denen die Fermi-Energie wiederum hoher ist, als die Energie der Elektronen zwi-
schen diesen Flidchen, sodaf} sie dort nicht eindringen kénnen. Strukturen, die diese
Merkmale haben, kann man wie gesagt mit der modernen Halbleiter- und Ober-
flichentechnik herstellen. Man mufl bedenken, dafl die Elektronen in Halbleitern
durch die Wechselwirkung mit den Atomriimpfen eine sogenannte effektive Masse
haben, die kleiner ist als die freie Elektronenmasse, und dafl sie dadurch eine gréfie-
re deBroglie-Wellenlénge haben. Auflerden werden solche Systeme bei Experimen-
ten auf Temperaturen nahe des Nullpunkts gekiihlt, was die deBroglie-Wellenlénge
nochmals vergréfert.

Mit der Erfindung des integrierten Schaltkreises hat sich die Technik der Herstellung
von Halbleiterstrukturen rapide entwickelt. Am Anfang (etwa 1970) standen die so-
genannten “Quantum-Wells”, in denen die Bewegung der Elektronen auf eine Ebene
beschrinkt wurde (zweidimensionales Elektronengas). In solchen Strukturen wurde
der ganzzahlige Quanten-Hall-Effekt (IQHE) [1] und der fraktionierte Quanten-Hall-
Effekt (FQHE) [2] entdeckt. Theoretische Arbeiten von Laughlin [40, 41, 42] und
Jain [43] lieferten ein sehr gutes Modell von den Effekten.

Der néichste Schritt in Richtung Quantenpunkt war das Herausschneiden von soge-
nannten “Quantum-Wires” — also eindimensionalen Strukturen — aus den “Quantum-
Wells” mit Lithographietechniken. Einen Quantenpunkt erhélt man dann durch
einen weiteren Schnitt in der senkrechten Richtung. Es gibt inzwischen viele andere
Herstellungsverfahren. Alle haben aber immer noch gemeinsam, daf letztendlich ei-
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ne Ebene sehr stark verkleinert wird. Das heifit, die Bewegung der Elektronen ist in
einer Richtung immer noch viel stérker beschrankt als in den zwei senkrechten dazu.
Deshalb wird als ein gutes Modell fiir Quantenpunkte angesehen, wenn man zwei-
dimensionale Elektronen betrachtet, die in einem entsprechend kleinen Potential in
der Ebene gebunden sind. Verschiedene Computersimulationen [4] und Experimente
[5, 6, 3] haben gezeigt, dafl es auBerdem eine sehr gute Néherung darstellt, wenn
dieses Potential parabolische Form hat, selbst wenn der eigentliche Quantenpunkt
z.B. viereckig ist. In den Experimenten ist der Abstand zwischen Energieniveaus
fast unabhéngig von der Elektronenanzahl, was auf ein parabolisches Potential hin-
weist (siehe dazu auch Abschnitt 1.5). Der parabolische Anteil ist dabei viel kleiner
als das gesamte einschlieBende Potential.

Typische Durchmesser von Quantenpunkten sind 100nm und typische Héhen 10nm.
Man ist aber an der Entwicklung von Quantenpunkten mit 10nm Ausdehnung in
allen drei Raumrichtungen. Arbeiten zur Frage was passiert, wenn man die dritte
Dimension in das Theoretische Modell integriert, gibt es bereits [23]. DaBl es so
schwierig ist, Nanostrukturen in allen drei Raumrichtungen zu erzeugen, mag daran
liegen, dafl die meisten Techniken mit Atzen, Aufdampfen und Lithographie zu tun
haben, also Techniken sind, die eine Ebene und Licht in bestimmten Wellenlédngen
als Arbeitsgrundlage brauchen. Aulerdem miissen fiir Experimente noch Strukturen
wie Elektroden vorhanden sein, die einen experimentellen Zugang erlauben.

Eine andere Moglichkeit, die Bewegung von Elektronen einzuschrénken, sind sehr
starke Magnetfelder. Die Elektronen bewegen sich dann auf Kreisbahnen mit sehr
kleinem Durchmesser. Wenn dieser Durchmesser in die Gréflenordung von Nanome-
tern kommt, passiert dhnliches wie beim Quantenpunkt. Die Energie der Elektronen
wird quantisiert, die entsprechenden Energieniveaus sind die Landau-Niveaus [49].
Interessant ist nun, beide Effekte — Beschrankung der Elektronenbewegung durch
das Potential eines Quantenpunkts und durch starke externe Magnetfelder — kom-
biniert zu studieren.

Das faszinierende an Quantenpunkten ist die Kontrollierbarkeit der Parameter Elek-
tronenanzahl, Magnetfeld und einschliefendes Potential, sodafl sie sozusagen ein
“Spielzeugmodell” fiir das Studium grundlegender Eigenschaften von Vielteilchen-
systemen und Elektronenmateriezustéinden darstellen.

1.2 Der Ein-Elektron-Zustand

Wir legen oben genanntes Modell zugrunde, bestehend aus einem zweidimensiona-
len Elektron, das in einem parabolischen Potential in der Ebene gebunden ist, und
einem senkrecht zu dieser Ebene stehenden Magnetfeld. Die Masse des Elektrons ist
die effektive Masse, die typischerweise weniger als ein zehntel der freien Elektronen-
masse ist. Bereits 1930 haben Fock [47] und Darwin [48] die analytischen Losungen
dieses Modells berechnet, allerdings mit etwas anderen Mitteln als hier.

Es fehlt in der folgenden Rechnung der Spin des Elektrons, d.h. insbesondere die
Spin-Magnetfeld- und die Spin-Bahn-Wechselwirkung. Eine Aussage iiber die Zee-
man-Aufspaltung, also den Abstand der beiden unterschiedlichen Energien, die ent-
stehen, wenn sich der Spin des Elektrons entweder parallel oder antiparallel zum
aufleren Magnetfeld einstellt, wird im Anschlufl an die Rechnung einfach einzufiigen
sein.

Genau wie den eindimensionalen harmonischen Oszillator kann man diesen zwei-
dimensionalen harmonischen Osziallator behandeln, indem man Leiteroperatoren
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definiert, und diese dann auf einen definierten Vakuumzustand anwendet, um die
Wellenfunktion (z.B. in Ortsraumdarstellung) zu erhalten.

Wir gehen aus von dem Einteilchen-Hamiltonian
~ 2 1 9 9
H=— (p-°4) + gmudr (1.1)

Wir wihlen die symmetrische (oder Kreuz-) Eichung.

N — [N

B=(0,0,B), B=rotA, A= %B(fy,x,()) (1.2)
Aufierdem haben wir
r=(2,9,0), p=—ihV = —ih(9s,d,,0) (1.3)

Damit ergibt sich, wenn man die Klammer zum Quadrat ausgerechnet hat

o, 1 _..eB

1 e? B 1

Wir erkennen die Zyklotronfrequenz

eB
me

(1.5)

We =

und fassen die beiden letzten Terme zusammen (r? = 22 + y?)

R o o L 1o, 1,
H=—5—(0; +0,)+ §1hwc(z8y —y0z) + zm(wy + 19

= : @ +y?) (1)

Wir erkennen eine neue charakteristische Frequenz des Systems
2 2, 1
V' =wi+ -w (1.7)

Nun mé6chten wir zu komplexen Koordinaten iibergehen und sehen uns dazu folgen-
de Schreibweise des Hamiltonian an

2

H= —;‘—m(am +10y)(0; —10y) + %ihwc(xﬁy —y0y) + %mQQ(x +iy)(z —1iy) (1.8)

Wir setzen die komplexen Koordinaten

1 = 1
z=x+iy, zZ=ux—Ily, 6:5(81—@1/), 6:5(814—181/), (1.9)
beobachten, daf
1 . 1 . .
20 = (x + 1y)§(8m —i0y) = 5(1'893 +iy0y — ixdy + yoy), (1.10)
5 1 . 1 . .
z0 = (x — 1y)§(az +1i9y) = 5(3@855 — iy0y + ixdy + ydy), (1.11)
z0 — 20 = i(z0y — y0,), (1.12)
und konnen damit den Hamiltonian nun schreiben als
ont - 1,  _ 1
H = —W88+ 57‘1(%(28 —20)+ §mQ ZZ (1.13)
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In Anhang A.1 findet sich die gleiche Rechnung in Polarkoordinaten, die fiir dieses
rotationssymmetrische Problem besonders angemessen erscheinen. Wir ziehen nun
einen Faktor heraus
1 A - h - 02
H = —mw? <W&9 + (20 — 20) + FZZ) (1.14)

Mmwe

C

und erkennen eine charakteristische Lénge, die magnetische Lénge

h he
lp = =4\/— 1.15
B mMwe eB ( )

die wir auch noch herausziehen, um einen dimensionslosen Hamiltonian zu erhalten

2 —_
H= %meZQB (4 150 150+ (50— 20) + L 22 ) (1.16)

c o271
we lB lB

Nun definieren wir eine neue Linge, die mit der magnetischen Linge zusammenh#ngt

ZB We
lo= ——P = |2y 1.1
O YTt AR 20 ° (L17)

und setzen diese fiir [ ein. Alle Langen im System werden mit dieser Lénge skaliert
sein. Wir ziehen noch das Frequenzverhéltnis heraus und haben insgesamt

H = hQ ( — 2100 2140 + AN 17‘1%(25 — 20) (1.18)
210 2l 2

Nun sind wir soweit, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren angeben zu

konnen -
Ry TP L PERPYN: 1.19
a 5 (210 0 )a a \/5‘ 210 + 0 ) ( . )

1 - 1 [z
pt— (i - 2105) . b= i (2110 + zzoa) , (1.20)

deren Kommutatoren
l[a,a®] =1, [b0T] =1, (1.21)

sind, wobei alle anderen verschwinden. Das heif}t insbesondere, daf} die a-Operatoren
und die b-Operatoren voneinander unabhéngig sind. Der Hamiltonian kann nun in
Summenform geschrieben werden

1 1
H = hwy <a+a + 5) + hw_ <b+b + 5) (1.22)
d.h. als Paar voneinander unabhéingiger harmonischer Oszillatoren mit Frequenzen
1 1 1 1
wd + ng + QW w- = wd + sz - Qwe (1.23)
und Energieeigenwerten (Fock-Darwin-Niveaus)

E(ny,n_) = hw, <n+ + %) + hw_ (n + %) (1.24)

oder auch als )
H=nQ @ a+b"b+1) - §Tzwc (b*b—ata) (1.25)
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mit Eigenwerten
1
E(n,m)=hm2(n+1)— §Tzwcm (1.26)
wobei die Paare (n,m) und (n4,n_) verbunden sind durch die Relationen
n=n_4+ny, M=n_—nyg (1.27)

Die Eigenfunktionen werden konstruiert, indem man die Erzeugungsoperatoren auf
einen geeigneten Vakuumzustand wie

1 2z
el =} = 1.2
|00> = \/T exp ( 4l3) , a|00> |OO> 0 ( 8)

anwendet

1

|TL+TL,> = ﬁ
Vg n—.

Da das System Rotationssymmetrisch ist, muf} es einen Drehimpulsoperator geben,
der mit H kommutiert. Dieser ist gegeben als

()™ (b)" 00 (1.29)

L=0b"b—a%a= 20— 20 =ap, — yp, = —ih(z0y — yO:) (1.30)
und liefert angewandt auf die Fock-Darwin-Zusténde die Drehimpulsquantenzahl
Lingn_) = (n- —ny)nyn_) =m |nyn_) (1.31)

Manchmal ist eine Darstellung von |nin_) in Polarkoordinaten (r,d) praktisch.
Dazu nutzen wir zuerst oben genannte Drehsymmetrie aus, denn damit separiert
die Winkelabhéngkeit und die Wellenfunktion kann als Produkt geschrieben werden

YVim (1,0) = Gm (0) Ry, (1) (1.32)
mit dem winkelabhéngigen Teil

1
Vo
der Eigenfunktion des Drehimpulsoperators mit Eigenwert m ist. Der Radialteil

ergibt sich als Losung der Differentialgleichung, die man erhilt, wenn man den
Hamiltonian in Polarkoordinaten schreibt, und die Variablen separiert, zu

an(r)zﬁ _ (T)lmexp (—;—;) L™ (2 12) (1.34)

lo \ (n +1mD! \lo

dm (0) = elm? (1.33)

Dabei werden die Laguerre-Polynome benutzt

Lim(z) = %z‘lm‘ezaznrznrﬂm‘e_z (1.35)
und es ist
n=2n.+|m|=0,1,2,... (1.36)
die Hauptquantenzahl,
m=-n—-n+2,...,n—2,n (1.37)

die Drehimpulsquantenzahl und

n, = (n—1|m|)/2 (1.38)
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Abbildung 1.1: Fock-Darwin-Niveaus eines zweidimensionalen Elektrons in einem
parabolischen Potential und einem senkrechten Magnetfeld. Abbildung aus [20].

die radiale Quantenzahl, die ganzzahlig sein muf}. Die Entwicklung der Energieni-
veaus in einem stirker werdenden Magnetfeld ist in Abbildung 1.1 zu sehen. Die
Zahlenpaare an den vertikalen Achsen bezeichnen die Eigenzusténde |ny,n_). Die
gestrichelten Linien geben die Landau-Niveaus an, also die Energien ohne einschlie-
Bendes Potential wy = 0, w_ = 0 bzw. fiir sehr grofles Magnetfeld w. > wy

1
E(n+):hwc <TL++§> 5 TL+ :0,1,2,... (139)

Fiir bestimmte Werte des Magnetfelds wo das Verhéltnis w; : w_ ganzzahlig ist,
sind die Niveaus entartet und es findet ein schneller Wechsel zwischen den Elek-
tronenorbitalen statt (siehe dicke Linie). Aulerdem sind in dem Bild noch erlaubte
optische Uberginge eingezeichnet, nach den Ubergangsregeln

ny »ny 1l oder n_o —n_=+1 (1.40)

Nicht eingezeichnet ist die Zeeman-Aufspaltung jedes Niveaus

eh
E,=gupBS,, up=— (1.41)
2mec

die sehr klein ist und linear mit B anwéchst, aber dafiir sorgt, dafl in starken
Magnetfeldern die Elektronen spin-polarisiert sind.

Wir haben in diesem Abschnitt also bereits gesehen, wie man in Quantenpunkten
das Verhalten von Elektronen steuern kann: bei kleinem Magnetfeld dominiert das
einschlieflende Potential die Quantisierung, wihrend bei sehr grofien Magnetfeldern
die Elektronen auf sehr engen Orbitalen umlaufen, die viel kleiner sind als der Ra-
dius des Quantenpunkts, sodafl sie wieder eher das Verhalten von freien Elektronen
zeigen.
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1.3 Mehrere nicht-wechselwirkende Elektronen

Die Einzelelektronenzustdnde haben wir nicht zuletzt deshalb ausgerechnet, weil
sie unter bestimmten Umstédnden eine gute Basis fiir den Hilbertraum der Mehr-
elektronenzustédnde bilden. Wir haben gesehen, daf§ die Einzelelektronenzustidnde
dargestellt werden koénnen durch die Laguerre-Polynome und diese bilden einen
Satz orthonormaler Polynome. Die Orthonormalitéitsrelation ist

Fn+a+1)

— (1.42)

/ de e Tz L7 ()L () = Omn
0

Natiirlich kénnte man jeden Satz orthonormaler Polynome als Basis fiir den Hilbert-
raum nehmen, aber eine gute Basis hat die Eigenschaft, dal Linearkombinationen
aus moglichst wenigen Basisvektoren schon sehr gute Niherungen fiir den Gesamt-
zustand liefern. Man kann sich also schon denken, dafl die Basis aus Einzelelektro-
nenzustdnden nur dann eine gute Basis ist, wenn die Elektronen das Verhalten von
freien Elektronen zeigen, also bei hohen kinetischen Energien und vernachléssigba-
rer Elektron-Elektron-Wechselwirkung.

Wir betrachten hier den Hamiltonian von N Elektronen ohne Wechselwirkung

N

N
H= ! (*'+6A(*-))2+1 2,2 (1.43)
= £ om Pi - T 2mwc7‘i .

Die Energien lassen sich sofort hinschreiben

N N
1 1
E=) E =Y (hQ(ni +1)+ §hwcmi) = 0Nt + 5 FiweLior + RN (1.44)
=1

i=1

wobei die F; der Grofle nach geordnet werden kénnen. Um einen Eigenzustand
zu diesem Hamiltonian zu erhalten, geniigt es nicht, das Produkt der Einteilchen-
zustéinde hinzuschreiben. Man muf} antisymmetrisieren, sodafl Anteile mit gleichen
Quantenzahlen oder Orten automatisch herausfallen, da die Elektronen als Fermio-
nen das Pauliprinzip befolgen. Dazu bildet man die Slaterdeterminante aus den
entsprechenden Einteilchenzustédnden

Yi(z1) ... Un(2:1)
: : (1.45)
Pi(zn) ... Yn(zn)

Welche Einteilchenzustéinde man nimmt, hingt von der betrachteten Situation ab.
Eigentlich miisste man alle unendlich vielen Zustdnde betrachten, was in numeri-
schen Rechnungen unméglich ist. Da man die Zustédnde nach ihren Energien ordnen
kann, kann man einen Energie-Cutoff einfiihren und nur Zusténde mit kleinerer
Energie als der Cutoff-Energie betrachten. Bei einer Erhohung des Cutoffs tragen
immer mehr Zustdnde bei, wobei Zustdnde mit hoherer Energie einen kleineren
Beitrag liefern. So konvergiert der Gesamtzustand gegen einen Grenzwert.

Eine andere Moglichkeit nutzt aus, dafl in sehr starken Magnetfeldern Elektronen
nur das niedrigste Landau-Niveau besetzen, wie wir gesehen haben. Einteilchen-
zustdnde sind dann nach (1.29) gegeben durch

1

0n_) =
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also fiir das niedrigste Landau-Niveau

b (2) . (z)m ( |Z|2) (1.47)
m(z) = ——|— ] exp|—-"%5 _
vam2mm! \lo P 412
wobei m aus einer Menge
Mi:[mla"'va]a 0§m1<m2<"'<mN (148)

von Drehimpulsquantenzahlen ist. Der Gesamtzustand des Systems ist nun gegeben
durch eine Linearkombination von Slaterdeterminanten mit jeweils anderer Vertei-
lung der Einzeldrehimpulse

\Ifges(zl,...,zN) :ZCi\Ili(zl,...,zN) (149)
=1

Die ¥; bilden als Slaterdeterminanten von orthonormalen Zustdnden ein orthonor-
males System

Deshalb kann man eine Maxwell-Boltzmann-Besetzung der Zustdnde annehmen
C? = exp(—BE;) (1.51)
und die Zustandssumme des normierten Grundzustandes angeben
Z=> exp(-pBE;) =1 (1.52)
i=1

durch deren Normierung man die Temperatur des Systems bestimmen kann. Wenn
man jedoch nur den Zustand mit der niedrigsten Energie bei einer Temperatur die
gegen Null geht betrachtet,

Z = Zexp(—ﬁEi) = exp(—GEr) (1.53)
i=1
dann triagt nur noch der Zustand mit
M;={0,1,...,N -1} (1.54)

bei, d.h. die N untersten Drehimpulsorbitale werden besetzt. Der Gesamtdrehimpuls
dieses Zustandes ist

N
N(N -1
Ltot: E my = ( 9 ) (155)
n=1

Wir werden in Kapitel 4 genauer auf diese Art von Wellenfunktionen eingehen.

1.4 Mehrere wechselwirkende Elektronen

Vielteilchenprobleme mit langreichweitiger Wechselwirkung wie der Coulomb-Wech-
selwirkung sind analytisch nicht l6sbar und auch numerisch schwierig zu behandeln.
Dafl man die Coulomb-Wechselwirkung bei Quantenpunkten mit einbeziehen muf,
ist unausweichlich, denn gerade dadurch entstehen ja die besonderen Eigenschaften
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wie z.B. die Wigner-Kristallisation. In Quantenpunkten mit parabolischem Poten-
tial ist es eher der Fall, dafl die Coulombenergie die Oberhand iiber die kinetische
Energie hat, anders als z.B. in Atomen. Das dortige anziehende Coulombpotential
des Atomkerns hat eine Singularitdt im Mittelpunkt und ist viel steiler, was den
gebundenen Elektronen eine viel hohere kinetische Energie gibt. Deshalb funktio-
nieren in diesem Bereich Néherungsmethoden wie die Stérungsrechnung und die
Hartree-Fock-Methode so gut, die die Wechselwirkung als klein gegeniiber der kine-
tischen Energie ansehen. Trotzdem werden diese Methoden auch auf Quantenpunk-
te angewandt. Bei den Ergebnissen mufl man sehr aufpassen, in welchen Bereichen
sie giiltig sind. Eine Methode, deren Ergebnisse auf jeden Fall verlésslich sind, ist
die exakte Diagonalisierung. Dies allerdings um den Preis eines immens steigenden
Rechenaufwands bei grofler werdenden Teilchenzahlen.

Der Hamiltonian mit Wechselwirkung ist gegeben als

H= Z( (pz—i— A(rz)) + mwgrf)—i—z Z

i=1 j=i+1

(1.56)

€|r1—rj|

wobei ¢ die sogenannte dielektrische Hintergrundkonstante ist, die die Abschirmung
der Elektronenladung e durch die positive Ladung der Atomriimpfe in dem Medi-
um beschreibt. Das Coulombmatrixelement, das fiir die exakte Diagonalisierung
bendtigt wird, erhélt man aus den Einzelelektronzustéinden in der Form

Vnm (2,0) = ((L) : o iml ,— Im\LIm\( ) (1.57)

Im| +n)!

und den Laguerre-Polynomen in Summenform

d + m))
Liml(z (n 2k 1.58
RPN rery (1.58)
aus
(ool Vingmanam) = [ @52 07,0, Vs =t o,
— 12
(1.59)

Es ergibt sich zu
4 é ni no ns T4
<12|V|34> = 5m1+m2,m3+m4 (H (|m | +TL ) Z Z Z Z
i—1 7 )

71=0j2=0 j3=0 j4a=0
4 Y12 Y3 Y4
(I IPIP I MC s
-2\ i — i 2( GH 2(G+/2
=1
Y

11=012=013=014=0

)
X 01y 4o ls+1 <f[ (l:)) r (1 + 2) r (%) (1.60)

my)/2
/2
/2
/2

4
G=> A:Zli (1.61)
i=1 i=1

wobei

/2 +
/2 +
/2 +
/2 +

Y1 =Jj1+ ja+ (jma| +my |my| —
Yo = jJa2 + J3 +
Y3 =Jj2+Jjs+

Ya=J1+ja+

|ms| —ms

[ms| +ms

|ma| 4+ ma
|m2| ma

|m1| — ma

A~ o~~~
~— — ~— ~—
~ o~~~
V\/\/v

|mal +m4
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Dieser Ausdruck ist sehr gut handhabbar fiir Werte des Fock-Darwin-Levels

Aber fiir hohere Werte bekommt man numerische Probleme [22]. Der Ausdruck
enthilt Terme mit alternierenden Vorzeichen, was bei FlieBkomma-Arithmetik und
sehr unterschiedlich grofien Werten eine Anhdufung von Rundungsfehlern bewirken
kann. Ein unkonventioneller Ausweg ist die Benutzung von Festkomma-Arithmetik
mit vielen (etwa 600) Dezimalstellen [51]. Eine andere Moglichkeit ist wieder die
Vernachlassigung der hoheren Landau-Niveaus. Man benutzt die Einzelelektron-

zustinde in der Form
_ 1 m —r2/4 im0
Om = gt ¢ € (1.63)

Mit einer Integraldarstellung fiir die Coulomb-Wechselwirkung

1 9 [ 2= = s
= du e~ (T1=72) 1.64
|71 — 72| VT /0 ve (1.64)

und einer Taylor-Entwicklung fiir den Mischterm e 1T ergibt sich das Matrix-

element
L (F)n(72)
T2|

V(m,n, k) = /dT1/dT2 ¢m+k 1 ¢n k(r2)| —
Var (2m + 2n + 1)
Vmlnl(m + k)!(n — k)! 2mAnt2

y i(n—l—p)!(m—l—k—i—p)! (2k +4p — 1)1
pl(k + p)! 2k4P(2p+ k+n+m+1)!

(1.65)

p=0
Dieser Ausdruck hat den Vorteil, daf3 alle Terme positiv sind und damit das Problem
der Rundungsfehler umgangen wird. Allerdings konvergiert die Reihe sehr langsam.

Die Eigenzusténde des Systems beschrieben durch den Hamiltonian (1.56) sind
Eigenzustéinde des Gesamtdrehimpulses, der durch die Elektron-Elektron-Wech-
selwirkung erhalten bleibt. Sie kénnen durch eine Quantenzahl J klassifiziert wer-
den, die die Summe der Einzelelektron-Werte [ ist. Die Zustinde werden numerisch
durch Diagonalisierung des Vielteilchen-Hamiltonians berechnet. Zuerst werden die
Basiszustédnde berechnet. Dazu wird die Anzahl der Elektronen n., der Gesamt-
drehimpuls J = Y[ und der hochste Fock-Darwin-Level Niot = > Npp bestimmt.
Mit wachsendem Gesamtdrehimpuls nimmt die Zahl der Zustédnde, die zu einem
bestimmten Fock-Darwin-Level gehoren, ebenfalls zu. So besteht z.B. fiir vier Elek-
tronen mit J = 6 und einem FDL-Index Nyt = 0 oder Nio; = 1 die Basis aus zwolf
Zusténden

ajhllailzlz Ldls n4l4|0> (1.66)

wobei die Quantenzahlen (nq,11)(n2,l2)(ns,l3)(n4,l4) fiiv Nior = 0 die Werte
(0,0)(0,1)(0,2)(0,3)

haben, und fiir den zweiten Fock-Darwin-Level Nyot = 1

(0,0)(0,1)(0,2)(0,3) (0,-1)(0,0)(0,1)(0,6)
(0,0)(0,1)(0,3)(1,2) (0, =1)(0,0)(0,2)(0,5)
(0,0)(0,1)(0,4)(1,1) (0, —1)(0,0)(0,3)(0,4)
(0,0)(0,1)(0,5)(1,0) (0,-1)(0,1)(0,2)(0,4)
(0,0)(0,2)(0,3)(1,1) (0,1)(0,2)(0,3)(1,0)
(0,0)(0,2)(0,4)(1,0)
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Fiir hohere Werte von J wird die zu diagonalisierende Matrix sehr schnell grofer.
So gibt es z.B. fiir vier Elektronen bei Beschrinkung auf die zwei niedrigsten Fock-
Darwin-Levels bei J = 22 bereits 422 Basis-Zustdnde und 24346 nicht-verschwin-
dende Nebendiagonalelemente. Fiir fiinf Elektronen und B = 7.5Tesla tritt der
Grundzustand bei J = 30 auf, wo man 1669 Basis-Zustdnde und 140000 nicht-
verschwindende Nebendiagonalelemente hat. Dies schrinkt die Anzahl der Elektro-
nen, die man mit dieser Methode studieren kann sehr ein.

Wie gehen die Fock-Darwin-Levels in die Berechnung ein? Dazu sehen wir uns zuerst
die Einzel-Elektron-Energien an:

1
Eni = 2n+ ||+ 1)h2 — §lhwc = (2Ngp +1+1)B-1IC (1.68)
Die Summe fiir einen Basis-Zustand aus n. Elektronen ergibt dann
FEiot = 2Ntot B + Lyt (B — C) +n.B (1.69)

mit dem Gesamt-FDL-index Nioz = Z?;l NZ-F D und dem Gesamtdrehimpuls J =
Lioy = Z?:elli. Die Fock-Darwin-Levels sind entartet wenn w,. > wg, d.h. bei
starken Magnetfeldern. Wenn wir uns nun auf Ny, = 0 beschranken und einen
festen Drehimpuls Lo; wéahlen, kénnen wir Basis-Zustdnde konstruieren, sodafl das
System im niedrigsten Fock-Darwin-Level ist. Fiir den Fall von Nyt = 1 ist das
System im zweiten Fock-Darwin-Level, und so weiter. Die Einfithrung der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Elektronen hebt die Entartung der Fock-Darwin-
Levels auf und eine Energiebandstruktur entsteht. Mit Wechselwirkung ist Nyt
nicht erhalten, aber wir miissen uns fiir die Berechnung an ein maximales Nt

halten.

n.=3 B=10T
~—~ 40+ £
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Abbildung 1.2: Energieniveaus fiir 3 Elektronen. Abbildung aus [22].

Die Energieniveaus eines parabolischen Quantenpunkts sind in den Abbildungen
1.2 und 1.3 fiir verschiedene Elektronenzahlen und Magnetfeldstérken gezeigt. Sie
wurden zuerst berechnet von Maksym und Chakraborty [9] mit Parametern, die
einem GaAs-Quantenpunkt entsprechen und fiwy = 4meV. Die Konstante von /)
pro Elektron ist dabei nicht enthalten. Wie man sieht, gibt es immer zwei Bénder
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Abbildung 1.3: Energieniveaus fiir 4 Elektronen. Abbildung aus [22].

getrennt durch eine Liicke. In dem Fall von verschwindendem einschliefendem Po-
tential wéren dies die beiden untersten Landau-Niveaus. Generell wachsen die Ener-
gien mit wachsendem J, weil die Einzelelektronenergien mit [ wachsen. Der Haupt-
unterschied zwischen dem Verhalten bei niedrigem und hohem Magnetfeld ist der
Gesamtdrehimpuls des Grundzustandes. Bei B = 2Tesla tritt der Grundzustand
bei dem kleinstmoglichen J auf, d.h. bei dem kleinsten Gesamtdrehimpuls bei dem
alle Elektronen im niedrigsten Fock-Darwin-Level Ngp = 0 verweilen konnen. In
dem Beispiel sind die drei Elektronen im Grundzustand bei J = 3. Fiir den nicht-
wechselwirkenden Fall wire dies der Grundzustand fiir ein starkes Magnetfeld, wo
nur Ngp = 0 relevant ist. Die Wechselwirkung bewirkt, daf3 das J des Grundzu-
stands mit wachsendem B ebenfalls wichst. Dieser Effekt wird bewirkt durch das
Zusammenspiel von Einzelelektronenergie und Wechselwirkungsenergie.

In einem simplen Bild wo nur der niedrigste Fock-Darwin-Level betrachtet wird,
ist der Beitrag der Einzelelektronenergie relativ zum niedrigsten Landau-Niveau
h(y/w2/4 4 w? — Fwc)J. Der Beitrag der Wechselwirkung wird bestimmt durch die
numerische Diagonalisierung des Hamiltonians. In Abbildung 1.4 sind die beiden
Beitriage und deren Summe zu sehen. Die Einzelelektronenergie wéchst linear mit J
weil die Elektronen in den hoheren Drehimpulszustinden ein hoheres einschlieffen-
des parabolisches Potential sehen. Der Beitrag der Coulomb-Wechselwirkung fillt
dagegen, weil Elektronen mit hoherem Drehimpuls einen grofieren Bahnradius ha-
ben. Das Resultat ist, daf§ die Summe dieser beiden Funktionen ein Minimum bei
einem bestimmten J aufweist. Bei niedrigem Magnetfeld B passiert dies bei dem
kleinstmoglichen J weil die Einzelelektronenergie sehr steil anwéchst. Bei grofien
Magnetfeldern hingegen ist der Anstieg weniger steil, sodafl das Minimum bei grofie-

rem J auftreten kann.

Eine sehr wichtige hier zu bemerkende Tatsache ist, daf die Grundzusténde nur bei
bestimmten sogenannten magischen J-Werten auftreten, die abhéngig sind von der
Elektronenzahl und zwar nach der Relation

1

J= ine(ne — 1)+ jne (1.70)
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Abbildung 1.4: Beitréige von kinetischer und potentieller Energie [22].

wobei j eine ganze Zahl ist. In diesen Grundzustinden werden die Elektronen sehr
effektiv getrennt gehalten. Der Grundzustand hat immer diese J’s und das Verhéalt-
nis von Wechselwirkung zu einschliefendem Potential bestimmt das J. Fiir n. < 5
hat der Grundzustand alle Elektronen in einem kompakten Block im niedrigsten
Landau-Niveau. D.h. alle besetzten Einzelelektron-Orbitale haben n = 0 und sind
benachbart im Drehimpulsraum. Fiir n, > 5, wo die (n. — 1)-Symmetrie auftritt,
hat der Grundzustand ein Elektron mit [ = 0 und die restlichen in einem kompak-
ten Block. In [13, 14, 16] wurde gezeigt, dal die Coulombenergie eines kompakten
Blocks durch einen grofien Austauschanteil sehr effektiv reduziert wird. Damit wird
die Gesamtenergie eines Zustandes mit kompaktem Block reduziert. Auch quanten-
mechanische Symmetrien wie das Pauliprinzip und Rotationsinvarianz spielen eine
Rolle [15, 17]. Vom diesem Bild werden wir in Kapitel 3 ausgehen, wo wir auf die
kompakten Blocke nocheinmal zu sprechen kommen.

In diesem Abschnitt haben wir Bekanntschaft mit den magischen Zahlen gemacht.
Sie treten auf, weil das Magnetfeld die Wellenfunktion des Systems komprimiert
und damit die Coulombenergie erh6ht. Bei bestimmten kritischen Marken kann das
System die Energie erniedrigen, indem es einen Ubergang zu einem neuen Grundzu-
stand macht, der einen gréfleren rdumlichen Umfang hat und einen héheren Drehim-
puls. Wenn man das Magnetfeld erhoht, sieht man einen abrupten Ubergang zwi-
schen den Grundzustinden mit den magischen J’s. Die magischen Zahlen kénnen
erkliart werden mit Symmetrien des Grundzustandes als Minimum der Kombination
aus einschlieBendem Potential und Wechselwirkungs-Potential.

1.5 Weitere Untersuchungen und Eigenschaften

Quantenpunkte konnen nicht direkt spektroskopisch vermessen werden. Stattdessen
mufl man thermodynamische Gréflen wie die Magnetisierung oder die Wirmeka-
pazitat heranziehen. Das liegt daran, dal in einem parabolischen einschlieBenden
Potential die Bewegung des Schwerpunktes des Vielteilchensystems von der Rela-
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tivbewegung der Teilchen entkoppelt. Ein Hamiltonian mit parabolischem Potential
hat die spezielle Eigenschaft, dafl er geschrieben werden kann als

1 /= 2 1
H:—(P A) S Mw2R? + H,. 1.71
s \F ¢ + 5 Mg R + Hyal (1.71)
wobel
N N
P=Y"%, R=>.7, Q=Ne, M=Nm (1.72)
=1 =1

Der letzte Term ist eine Funktion der relativen Koordinaten allein und enthilt alle
Effekte der Wechselwirkung. Die Wellenfunktion kann also einfach als ¥( R)¢(7;)
geschrieben werden und die Eigenenergien sind F,,; + Ey¢ wobei das Spektrum E,;
identisch mit den Einzelelektronenergien und unabhéngig von N ist. Strahlung, die
bei typischen Quantenpunkten im fernen Infrarot liegt, regt nur die Schwerpunkt-
zusténde an, aber nicht die relative Bewegung der Elektronen. Eine Moglichkeit, dies
zu umgehen ist, Quantenpunkte herzustellen, wo das einschliefende Potential von
der parabolischen Form abweicht. Zu diesem Thema gibt es eine Reihe theoretischer
Untersuchungen [11, 8].

Andere Messungen betreffen Quantenpunkte ohne dufieres Magnetfeld [7]. Hier wur-
de das elektrochemische Potential gemessen, bzw. die Energie, die benotigt wird,
um ein Elektron zum System aus N Elektronen hinzuzufiigen

AE = E(N +1) — E(N) (1.73)

Es ergeben sich hohe Peaks bei den Werten N = 2,6,12 und etwas weniger hohe
bei N = 4,9,16. Dies deutet auf eine Schalenstruktur hin wie sie auch in Atomen

o]
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Abbildung 1.5: Hinweis auf eine Schalenstruktur [22]

vorkommt. Die dortigen Werte von abgeschlossenen Schalen N = 2, 8,20, ... werden
durch die Hund’schen Regeln erkliart und dhnliche Regeln gelten folglich auch bei
Quantenpunkten [21]. Deshalb werden Quantenpunkte hiufig als kiinstliche Atome
bezeichnet, trotz aller anderweitigen Unterschiede. Genau wie in Atomen spielen
Spineffekte hier eine Rolle.



Kapitel 2

Wigner-Kristallisation

Wigner hat in einem Artikel von 1934 [26] bei einer Untersuchung von Eigenschaften
von Elektronen in Metallen die Vermutung geduflert, daf bei sehr tiefen Temperatu-
ren Effekte auftreten sollten, die weder mit der Fermi-Theorie des freien Elektronen-
gases noch mit der von Landau erweiterten Theorie mit Storstellen mehr erklérbar
wéren. Er vermutete fiir den Bereich, wo die Coulombenergie der Elektronen grofer
als die kinetische Energie wird, eine Kristallisation der Elektronen, d.h. eine Lokali-
sierung der Wellenfunktion in einem Gitter. Dieses Gitter sollte auch die Anordnung
von klassischen Punktteilchen sein, die die Coulombenergie minimiert. Daf} dies in
drei und zwei Dimensionen der Fall ist, ist bereits ldnger bekannt und gemessen
(z.B. an Elektronen auf der Oberfliche von Superfliissigem Helium). Interessant
ist die Frage, ob solch ein Phaseniibergang auch in einem quasi-nulldimensionalen
System existiert.

2.1 ...mit klassischen Punktteilchen

Bedanov und Peeters haben dazu klassische Punktteilchen studiert [27]. Sie betrach-
ten den Hamiltonian

N 9 N

q 1
H = Ve(rs) + — —_ 2.1
Sovig+ L3 21)
1= J>1
fiir parabolisches einschliefendes Potential
1
Ve(r) = §mw§r2 (2.2)
und ein Potential mit unendlich hohen Wénden
Ve(r) =0 fiir r < R., Ve(r) =00 fiir r > R, (2.3)

Der Hamiltonian gehorcht einem Skalierungsgesetz und Koordinaten, Energien und
die Temperatur lassen sich ausdriicken in den Einheiten

ro = (q2/€)1/3a71/3, E(): (q2/€)2/3a1/3 (24>
wobei o = mw? /2. Der Hamiltonian wird zu
N N 1
H:ZT§+Zﬁ (2-5>
i=1 J>i |7i = 741

15
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dessen Grundzustdnde nicht von wy abhédngen. Die Stérke des einschlieBenden Po-
tentials wg definiert die Léinge und die Temperatur des Systems. Ein parabolisches
Potential wirkt d&hnlich einem neutralisierenden Hintergrund von Ladungen. Also
wird eine Anderung von N im Mittel nicht die Dichte des Systems éndern, die durch
wp bestimmt ist. Im Falle des Wand-Potentials wird o = (¢%/¢)N%/2(2R.)~3. Fiir
das Finden der Grundzustdnde wurde eine Monte Carlo Simulation durchgefiihrt.
Die Ausgangskonfiguration war ein perfektes hexagonales Wigner-Gitter. Der echte
Grundzustand wurde dann als Gleichgewichtszustand bei einem Monte-Carlo-Lauf
bei Temperatur gleich null erhalten. Um sicher zu gehen, daf3 das globale Minimum
erreicht wurde, wurde das System aufgeheizt und wieder abgekiihlt. Die Teilchen-
zahl wurde erhoht, indem an einer zufélligen Position ein Teilchen eingefiigt wurde,
und erneut der Gleichgewichtszustand berechnet wurde.

Abbildung 2.1: Abbildung aus [27].

In Abbildung 2.1 sieht man Gleichgewichtszustéinde fiir N = 230 Teilchen. Um die
lokale Struktur und Dichte zu untersuchen, wurden Voronoi-Konstruktionen ein-
gefiigt. Das sind geometrische Konstruktionen, die die minimale Fliache fiir jedes
Teilchen bestimmen. Es werden die Mittelsenkrechten auf allen Verbindungslinien
eines Teilchens zu seinen Nachbarn konstruiert (ganz dhnlich wie fiir die Konstruk-
tion der ersten Brillouin-Zone in der Festkérperphysik). Fiir niedrige Temperaturen
entsteht eine Schalen-Struktur. Es wurde eine Tabelle dhnlich des Periodensystems
der Elemente aufgestellt. Fiir groffe Systeme wie in der Abbildung ist die Struk-

I 1] 6 1511 38 |16 15,10]21 1,7,13]26 3,9,14
2 2] 7 16|12 39 |17 16,1022 28,1227 49,14
3 3] 8 1,7]13 49 |18 16,11 |23 28,13 | 28 4,10,14
4 4] 9 27|14 41019 16,12 |24 38,1329 5,10,14
5 5|10 28|15 51020 1,712 |25 391330 510,15

Tabelle 2.1: Fiir N = 1...30 Teilchen Schalen-Struktur (N7, No,...) bei paraboli-
schem Einschlu8. Werte aus [27].

tur der inneren Schalen sehr nahe an einem hexagonalen Gitter. Es gibt also einen
Wettstreit zwischen der Wigner-Gitter-Struktur und der Ordnung in Schalen. Die
erstere ist die bevorzugte Ordnung von Punktteilchen in der Ebene, wihrend letz-
tere durch das rotationssymmetrische Potential bewirkt wird. Bei groien Systemen
sind die d&ufleren Schalen immer mit gleich vielen Teilchen gefiillt

N =230: 1,6,12,18,23,25,34,37,37,37



2.2. ...MIT QUANTENMECHANISCHEN TEILCHEN 17

Es wurden auch Regeln fiir die Schalen-Fiillung gefunden. So iibersteigt die Anzahl
der Teilchen in der innersten Schale niemals den Wert 5. Fiir N < 50 hat die
zweite Schale nie mehr als 10 Teilchen und fiir N > 50 nie mehr als 11. Wenn
alle Schalen bis zu ihrem Maximum gefiillt sind, entsteht eine neue Schale mit
einem Teilchen im Mittelpunkt wenn man ein Teilchen hinzufiigt. Die Suche eines
globalen Minimums bei grofen Teilchenzahlen ist nicht einfach. So betrégt z.B. fiir
N = 14 der Abstand der Energien des globalen Minimums (4,10) und des lokalen
Minimums (5,9) nur 0.06%. Aus diesem Grund gibt es auch keine grofien Spriinge
in der Funktion E(N). Trotzdem werden magische Zahlen N beobachtet, die eine
niedrigere Energie erlauben als andere.

Es wurden auch Phaseniibergéinge untersucht. Dazu wurde das System aufgeheizt
und in einem neuen Monte-Carlo-Lauf das Gleichgewicht hergestellt. Dann wurde
die mittlere potentielle Energie berechnet, ebenso wie radiale Abweichung

N

(1) = 5 S(4r2) — (ri)?) (27)

i=1

und die quadratischen Abweichungen der Winkel innerhalb einer Schale
N
(W) = = D (U6 — 6)) = (6: — 6:)?) /5 (2.8)
i=1

und analog zwischen benachbarten Schalen. Dabei werden nur relative Winkelab-
weichungen beriicksichtigt, da das System als ganzes rotieren kann. Fiir niedrige
Temperaturen wurde gefunden, daf3 die Abweichungen nicht gleichférmig sind. Die
Winkelabweichung ist typischerweise grofler fiir kleine Systeme und auch fiir die
duleren Schalen bei grofien Systemen. Bei hohen Temperaturen verhalten sich die
Teilchen “fliissig”, sie bewegen sich frei innerhalb ihrer Schale und springen zu be-
nachbarten Schalen. Es muf} also einen Temperaturbereich geben, wo das System
sein Verhalten #dndert. Fiir grofle Systeme &dndern sich radiale und Winkelabwei-
chungen bei etwa der gleichen Temperatur. Hier gibt es scheinbar keine Anzeichen
von Rotation der Schalen gegeneinander. Diese Systeme verhalten sich mehr wie un-
endlich ausgedehnte. Fiir kleine Systeme jedoch machen die Abweichungen zwischen
Schalen bei viel kleineren Temperaturen einen Sprung als die radialen Abweichun-
gen. Das demonstriert die Moglichkeit von relativer Schalen-Rotation bevor das
Schmelzen insgesamt einsetzt. Bei mehrschaligen Systemen wird ein Schmelzen bei
unterschiedlichen kritischen Temperaturen je Schale beobachtet.

Ein dhnliches System nur mit duerem Magnetfeld untersuchen Date et al. [31]. Sie
konzentrieren sich auf den Ubergang von N = 5 zu N = 6 Teilchen und zeigen
analytisch, da dieser Ubergang unabhingig vom einschlieBenden Potential 7 und
der Form der Wechselwirkung 1/ ist. Genauso ist die Schalenstruktur unabhéngig
von einem durch das duflere Magnetfeld erzeugten Gesamtdrehimpuls J wie man in
Abbildung 2.2 sieht. Hier erkennt man auch gut eine “Breite” der Schalen. Date et
al. beobachten, daf fiir N = 6,19, 37 diese Breite gegen Null geht, also die Schalen
fast genau kreisférmig sind.

2.2 ...mit quantenmechanischen Teilchen

Filinov, Bonitz und Lozovik untersuchen Wigner-Kristallisation von Elektronen in
Quantenpunkten ohne dufleres Magnetfeld, aber bei endlicher Temperatur. Sie ge-
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Abbildung 2.2: Schalenstruktur fiir 25 Teilchen [31].

hen aus von dem Hamiltonian

H= Z—V2+Z mwir? +ZE|T ] (2.9)
i J

1<J

und skalieren dann das System mit einer Léinge ry gegeben durch

e? 1
— = —mQ?rg 2.10
Ero 2m "o ( )
und einer Energie gegeben durch

2

e
E=— 2.11
. (2.11)

Sie erhalten einen dimensionslosen Hamiltonian

ZV2+Zr +Z|r = (2.12)

1<J

der effektive Bohr-Radius ist, und

o me2

wobei n = V2'12/r} = \/E, ap =
12 = h/mwo die Ausdehnung der Wellenfunktion im Grundzustand. Sie definie-
ren ein rs = ro/ap = 1/n* welches man als mittlere Elektronendichte oder auch
als Verhéltnis von kinetischer zu potentieller Energie betrachten kann. In Werten
von diesem dimensionslosen Parameter werden Phaseniibergénge auszudriicken sein.
Der Hamiltonian (2.12) wird mit einer Pfadintegral-Monte-Carlo (PIMC) Simulati-

on untersucht fiir groe Bereiche der Parameter n, 7" und N. Die Simulation liefert
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Abbildung 2.3: Cluster mit 12 Elektronen (a) in der Phase mit geordneter Ori-
entierung (n = 0.01), (b) bei Schmelzen der Orientierung (n = 0.14), (c) in der
Phase mit ungeordneter Orientierung (n = 0.02). Das Bild rechts unten zeigt die
Winkel-Paarkorrelation fiir die innere Schale. Abbildung aus [36].

“Schnappschiisse” der Elektronenverteilung wie in Abbildung 2.3 zu sehen. Man
sieht deutlich die Schalen-Struktur. Es wurden die gleichen Strukturen gefunden
wie fiir die klassischen Systeme aus dem vorigen Abschnitt. Cluster in denen die
Anzahl der Elektronen in der &ufleren Schale ein Vielfaches der in der inneren Schale
ist, haben die héchste Symmetrie und dadurch besondere Eigenschaften. Beispiele
dieser magischen Zahlen sind N = 10,12,16,19. Bei diesen Clustern wurde eine
hoéhere Schmelztemperatur als bei den anderen gefunden. Der Cluster mit N = 19
ist besonders stabil gegeniiber Schalen-Rotation, da das Verhéltnis der Teilchen-
zahlen in den drei Schalen optimal fiir die Bildung eines hexagonalen Gitters ist.
Ganz anders ist die Situation beim radialen Schmelzen: hier ist die Temperatur
fiir magische Cluster kleiner als fiir nicht-magische. Diese Eigenschaften wurden
auch fiir klassische Teilchen von Schweigert und Peeters [29, 39] gefunden. Um die
Phasentibergéinge zu quantifizieren wird die Winkelabweichung in der Form

Ugp = <(5¢2> _ m12m2 ZZ E:Zj _—Z::Q -1 (2.13)

i J
und die radiale Abweichung in der Form

N T

J<Jj

verwendet. In der Umgebung der Phaseniibergénge zeigen diese Groflen einen star-
ken Anstieg wie in Abbildung 2.4 zu sehen ist. Die Phaseniibergéinge sind zusam-
mengefasst in Abbildung 2.5 wo man nochmals die starke Abhingigkeit von der
Teilchenzahl, d.h. magischen Zahlen erkennt.
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Abbildung 2.4: Relative Winkel- und Radialabweichungen fiir N = 12 und N = 19
aufgetragen {iber der Dichte n. Die Bilder zeigen die Phaseniibergéinge fiir NV = 19
bei n = 0.025, n = 0.06 und n = 0.14. OM: Orientierungs-Schmelzen, RM: radiales
Schmelzen. Abbildung aus [36].
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Abbildung 2.5: Phasendiagramm des mesoskopischen 2D Wigner-Kristalls. Die ge-
punkteten Linien deuten die seit ldngerer Zeit bekannten Schmelz-Ubergénge fiir
einen makroskopischen Wigner-Kristall an. Abbildung aus [36].
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2.3 ...in Quantenpunkten mit Magnetfeld

Reimann et al. studieren Quantenpunkte in einem Magnetfeld mit der Current-
Spin-Density-Functional (CSDF) Methode. Sie vergleichen ihre Ergebnisse mit ex-
perimentellen Befunden wo die Magnetfeld-Abhéngigkeit des chemischen Potentials
durch Einzelelektron-Kapazitits-Spektroskopie erhalten wurde: Einzelne Elektro-
nen tunneln durch die Elektroden in den Quantenpunkt wenn das chemische Po-
tential u(N, B) gleich der Fermi Energie in einer Elektrode ist. Dabei werden deut-
liche Stufen in p(NV, B) gesehen, die unterschiedliche Bereiche des Magnetfeldes ab-
grenzen. Diese Phaseniibergénge werden mit einer Umordnung des Grundzustandes
innerhalb des Quantenpunktes in Verbindung gebracht. Der Punkt, wo eine kom-
plette Polarisierung der Elektronen vorliegt, markiert den Anfang der sogenannten
Maximum-Density-Droplet (MMD) Phase. Dieser neue Zustand ist ein homogener
Tropfen, in dem die Dichte nahezu konstant bei dem maximalen im niedrigsten
Landau-Niveau erreichbaren Wert gg = 1/27l% ist. Die Spin-polarisierten Elektro-
nen besetzen benachbarte Drehimpulszustinde, was die Elektronendicht maximiert.
Die Stabilitdt des MDD wird bestimmt durch Wettstreit zwischen kinetischer und
einschlieffender Energie und der Coulombabstoflung der Elektronen. Erstere wiirde
ein MDD bis zu unendlich starkem Magnetfeld favorisieren. Lediglich der Radi-
us wiirde schrumpfen. Dies verhindert jedoch die Coulombabstofflung: Bei einem
scharf definierten Punkt ordnen sich die Elektronen um. Chamon und Wen fanden
mit Hartree-Fock-Simulationen [28], daf sich am Rand eines Quanten-Hall-Tropfens
mit Fiillfaktor eins ein Streifen bzw. Ring von dem MDD abspaltet. Als Beispiel

N=20
B=29T

10 20 £ o
Angular Momantum m

Abbildung 2.6: Dichte fiir 20 Elektronen kurz vor der Umordnung (oben), beim
Abspalten des Chamon-Wen-Randes (mitte) und vollsténdig umgeordnet (unten).
Rechts die zugehorige Drehimpulsorbitalbesetzung. Man beachte, daf die Besetzung
hier auch Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Abbildung aus [33].

sehen wir uns Abbildung 2.6 an. Bei einem Feld von B = 2.3T ist ein einzelner
Spin im Zentrum vorhanden. Bei Feldern B > 2.4T sind die Elektronen komplett
polarisiert. Kurz nach dem Polarisierungspunkt bildet sich das MDD. Alle Elektro-
nen sind im niedrigsten Landau-Niveau, die Drehimpulsorbitale m = 0,1,..., N —1
sind besetzt. Fiir N = 20 ist das MDD stabil (nur die Dichte wéchst) bis B = 2.9T.
Dann spaltet sich der Chamon-Wen-Rand ab, die Rotationssymmetrie im Ruhesy-
stem ist gebrochen. Ein Plot des Gesamt-Wahrscheinlichkeitsstroms j(z,y) zeigt
Wirbel, die an den Dichtemaxima des Randes lokalisiert sind. Fiir hohere Werte
findet Lokalisierung auch im Inneren des Tropfens statt. Diese Effekte sind nicht
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beschrankt auf Tropfen mit kleinen Elektronenzahlen. Reimann et al. présentieren
ein Phasendiagramm in B und /N mit den vier Phasengrenzen vollstdndige Polari-
sierung, Bildung des MDD, Chamon-Wen-Rand und vollstindige Lokalisierung fiir
bis zu 42 Teilchen. Ahnliche Ergebnisse priisentieren Miiller und Koonin [30].

2.4 ...mit Laughlin-Ansatz

Manninen et al. schlagen einen neuen analytischen Ansatz fiir die Wellenfunk-
tion vor, der nach ihren Worten ein intuitiveres Bild als die komplizierte Jain-
Konstruktion erlaubt, wenn man von dem Laughlin-Zustand L, = ¢N(N —1)/2 zu
dem Zustand mit einem “Quasi-Loch” oder “Wirbel” L = ¢N(N —1)/2+ N iiber-
geht. Ansatz-Funktionen fiir L = Ly, + M konnen konstruiert werden, indem man
den Laughlin-Jastrow-Faktor mit einem total symmetrischen Polynom der Ordnung
M in den zj multipliziert (siehe dazu zuerst Kapitel 4). Fiir M = 1 geht das nur
mit Y 2z, was einer uninteressanten Schwerpunkt-Anregung des Laughlin-Zustandes
entspricht. Fiir 2 < M < N schlagen Manninen et al. als Ansatz vor

Yrpp(Ly+ M) =S H(z — 20)bL(q) (2.15)

wobei S das Produkt symmetrisiert und zo = >_ z;/N die Koordinate des Schwer-
punktes ist (¢r,(q) ist die bekannte Laughlin-Funktion, s. Kapitel 4). Das Schéne an
dieser Funktion ist, daf sie Visualisierung von Elektronenlokalisation erlaubt. Dazu
sucht man Maxima der N-Punkt-Korrelationsfunktion

(21, ..., 2n) [ (2.16)

Laughlin zeigte fiir seine Wellenfunktion, daf3 dies dquivalent zur Suche nach der
Gleichgewichtsposition von klassischen Teilchen ist, die mit einem logarithmischen
Potential wechselwirken. Die Lokalisierung wird stérker mit wachsendem g was den
Laughlin-Zustand dhnlicher einem Kristall werden 148t. Der Ansatz (2.15) erlaubt
eine Untersuchung der Gleichgewichtspositionen fiir beliebige L.
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Abbildung 2.7: Geometrie des “Wigner-Molekiils” aus 6 Elektronen [37].

In Abbildung 2.7 sieht man die Félle L = 45 bis L = 51 (L = 46 entspricht ei-
ner Schwerpunkt-Anregung). Der Fiinfer-Ring bei L = 50 und der Sechser-Ring
bei L = 51 treten wie erwartet auf (siehe dazu die Beschreibung der speziellen
magischen Zahlen in Kapitel 3). Generell besteht der #ufiere Ring aus ebensovie-
len Elektronen, wie Potenzen im Polynom aus (2.15) vorhanden sind. Der néchste
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niedrige Energie-Zustand wird demnach bei L, + n erwartet, wobei n die Anzahl
der Elektronen im #ufleren Ring ist. Manninen et al. prédsentieren auch Plots der
radialen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu den obigen L, wo man ebenfalls die spe-
ziellen Eigenschaften der ber- und 6er-Symmetrie sieht. Sehr dhnliche Plots werden
wir gleich in Kapitel 3 vorstellen.
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Kapitel 3

Das Kombinatorische Modell

Wir haben in den vorigen Kapiteln verschiedene Methoden kennengelernt, Quan-
tenpunkte und Wigner-Kristallisation zu behandeln. Eine weitere Methode wird in
diesem Kapitel vorgestellt. Sie unterscheidet sich von den anderen hauptséchlich
dadurch, daf sie sehr einfach ist und fiir Berechnungen keine Grofirechenanlagen
benotigt. Aulerdem werden wir so viel “harter” Physik wie moglich iiber Bord wer-
fen und uns auf die iibrig bleibende Kombinatorik konzentrieren. Alle Methoden —
so komplex oder einfach sie auch sein mogen — Vielteilchenprobleme wie Quanten-
punkte zu behandeln, haben gemeinsam, dafl Information weggelassen wird. Eine
entscheidende Frage wird also sein, welche Information wir in dieser Methode weg-
lassen werden, um die Berechnungszeit in Grenzen zu halten. Denn die Kriterien fiir
eine gute Methode sind (a) die Rechenzeit moglichst niedrig zu halten und deshalb
(b) fiir die spezielle Fragestellung moglichst uninteressante Information wegzulassen.
Leider haben fast alle Methoden irgendwo etwas mit Permutationen zu tun und es
tauchen Fakultéiten von wichtigen Groflen auf. Das bedeutet, man bekommt eine ex-
ponentielle Entwicklung der Rechenzeit oder des Speicherplatzbedarfs in Abhéngig-
keit von z.B. der Teilchenzahl. Das ist auch bei der kombinatorischen Methode
nicht anders. Aber trotzdem haben wir bei moderaten Teilchenzahlen etwa kleiner
als 10 sehr viel kiirzere Rechenzeiten als Methoden, die fiir unsere Fragestellung
vergleichbare Ergebnisse liefern.

3.1 Fester Gesamtdrehimpuls

Eine Motivation, diese Methode zu entwickeln war, die magischen Zahlen in einfa-
cher Weise durch Kombinatorik zu erkldren. Wie wir in Abschnitt 1.5 schon kurz
gesehen haben, ergeben sich lokale Minima der Gesamtenergie bei bestimmten Wer-
ten des Gesamtdrehimpulses J. Diese bestimmten Werte sind abhéingig von der
Teilchenzahl N und zwar nach der Formel

1
Tmag(N.k) = 5 (N =N + kN, k=0,1,2,... (3.1)

Die Werte von J bei denen die lokalen Minima auftreten sind also dquidistant und
konnen durch k£ abgezéhlt werden. Jpyae sind die sogenannten magischen Zahlen
(des Gesamtdrehimpulses).

Wie erkéren wir das? Wir werden zunéchst ein paar Voriiberlegungen treffen und
uns dann wieder den magischen Zahlen zuwenden. Zuerst einmal sehen wir uns an,

25
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wie der Gesamtdrehimpuls zustandekommt. Wir machen auch in diesem Modell wie
in vielen anderen die Annahme, daf} die Elektronen durch ein starkes Magnetfeld
spinpolarisiert sind. Auflerdem gilt das Pauliprinzip, sodafl also ein Drehimpulsor-
bital hochstens von einem Elektron besetzt wird. Der Einzeldrehimpuls des i-ten
Teilchens ist ein Eigenwert

7i=0,1,2,... (3.2)

des Drehimpulsoperators und der Gesamtdrehimpuls ist die Summe dieser Ein-

zeldrehimpulse
N
J =i (3.3)
i=1

Ein Zustand des Systems ist also v6llig charakterisiert durch einen Vektor
is--sin], 0<jo<j1 <. <jn (3.4)
der Einzeldrehimpulse.

Wir wollen in diesem Abschnitt Zustéinde mit vorgegebenem, festem J betrachten,
und es ist klar, daf es fiir einunddasselbe J viele verschiedene Zustédnde der obigen
Form geben kann. Wir werden es also mit dem aus der Zahlentheorie bekannten
Problem zu tun bekommen, eine natiirliche Zahl (in unserem Fall J) als Summe
von N kleineren natiirlichen Zahlen (also den j;’s) darzustellen. Das sind keine
guten Aussichten, weil die Anzahl der Mo6glichkeiten, das zu tun exponentiell mit J
und N anwéchst und wir auch Zustéinde mit grofem J und N betrachten wollen.
Ein paar Zahlen zu diesem Thema finden sich in Anhang A.3.

Wie wir in den Abschnitten 1.3 und 1.4 gesehen haben, ist der Gesamtzustand des
Systems die Summe der gewichteten Einzelzustéinde, die Slaterdeterminanten von
Einzelelektronenzustdnden sind. Hierbei geht in die Gewichtung die Wechselwirkung
zwischen den Einzelzustéinden ein. In unserem Modell werden wir diese Gewichtung
bereits zu einem groflen Teil vor den eigentlichen Berechnungen vornehmen, indem
wir Basiszustdnde wéhlen, in die Wechselwirkungseffekte eingebaut sind. Aulerdem
werden wir die Wechselwirkung zwischen den Basiszustdnden in einer besonders
einfachen Art und Weise behandeln.

Dazu beobachten wir, dafl ein Konfigurations-Vektor wie in (3.4) definiert, Ab-
schnitte enthalten kann, in denen die j;’s aufeinanderfolgende Zahlen sind:

[ jndi+l,.. . ji+n—1,..], i>li+n—1<N (3.5)

So einen Abschnitt aus n aufeinanderfolgenden besetzten Orbitalen, wobei der Platz
links und rechts davon unbesetzt ist, nennen wir Block. Ein Block ist vollstdndig
charakterisiert durch zwei Zahlen, ndmlich durch die Anzahl n der besetzten be-
nachbarten Orbitale und durch den Mittelwert der Einzeldrehimpulse

1
J=Uitiit 1+ +gitn=1)/n=ji+5(n-1) (3.6)

den wir als den (Eigen-)Drehimpuls des Blocks bezeichnen wollen. Fiir 7 kommen
nur ganze und halbzahlige Werte vor. Es ist klar, dal man nun jede Konfiguration
auch in der Block-Dekomposition eindeutig darstellen kann

[(n1, 1) (n2, 32) - - - (u, )] (3.7)

wobei 1 <[ < N ist, d.h. eine Konfiguration besteht mindestens aus einem Block
und hochstens aus N Blocken. Um es noch etwas zu veranschaulichen: z.B. hat die
Konfiguration

[1,3,4,5,6,9] = [ceceeeecce] = [(1,1)(4,4.5)(1,9)]
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drei Blocke und kann entsprechend dargestellt werden. Man beachte, dafl via der
klassischen Relation
j~r? (3.9)

Drehimpulsorbital und Bahnradius verbunden sind und deshalb benachbarte Dreh-
impulsorbitale rdumlich benachbarten Bahnen entprechen.

Es liegt nahe, Blocke als energetisch giinstige Konfigurationen zu betrachten. Da-
durch daf} sie ndher beisammen sind, wird zwar scheinbar die Coulombenergie
vergoflert, aber das wird relativiert durch den Effekt der gemeinsamen Kreisbe-
wegung. So kann man sich etwa klassisch vorstellen, dafl zwei Elektronen, die sich
auf zwei gegeniiberliegenden Punkten eines Kreises umeinander bewegen, insgesamt
eine kleinere Coulombabstoflung erfahren, als wenn sie sich auf Einzelorbitalen mit
unterschiedlicher Geschwindigkeit bewegen. Auflerdem sind Spin-Spin- und Spin-
Bahn-Kopplung innerhalb eines Blocks stérker als zwischen verschiedenen Blocken,
sodafl wir also insgesamt einen Block als ein Quasiteilchen — einen zumindest fiir
einige Zeit stabilen Zustand — betrachten konnen. Wir gehen in dem Modell aus
von folgender

HYPOTHESE: Die Elektronen innerhalb eines Blocks (n,]) sind stark genug durch
Spin-Spin- und Spin-Bahn- Wechselwirkungen gekoppelt, dafl sie ein Quasiteilchen
bilden mit Ladung n und Drehimpuls 7. Die entsprechenden Kopplungen zwischen
Blocken sind dagegen vernachldssigbar.

Das ist also die Basis in der wir die folgenden Berechnungen vornehmen wollen.
In diese eingebaut sind bereits Spin-Effekte. Es bleiben die Coulomb-Effekte zu
beriicksichtigen. Jedes Quasiteilchen hat sozusagen eine Selbstenergie mit der es
zur Gesamtenergie beitrdgt. Wir berechnen diese Selbstenergie E(, ;) eines Quasi-
teilchens klassisch: wir stellen uns die n Elektronen dquidistant auf einem Kreisring
plaziert vor und berechnen die Coulombabstoflungseergie zwischen ihnen. Der Radi-
us dieses Kreisrings ist wegen (3.9) gegeben durch die Wurzel aus dem Drehimpuls
des Quasiteilchens 7 = /7. Die potentielle Energie E(,, ;,)(n,.7,) ZWischen Blocken
wird berechnet, indem man die Coulombenergie zwischen zwei solchen Kreisringen
berechnet. Wie das genau funktioniert ist in Anhang A.2 beschrieben. Wichtig ist
hier nur, dal unsere Annahme eingebaut ist, dafy die Selbstenergie eines Blocks aus
n Elektronen niedriger ist, als potentielle plus Selbstenergie von mehreren Blocken
auf die die n Elektronen verteilt sind. Denn dadurch wird ein Ordnugsschema de-
finiert, nach welchem die Konfigurationen ihrer Wichtigkeit nach geordnet werden
koénnen.

Nun kénnen wir mit Berechnungen der Energien von Quantenpunkten mit vorgege-
benem N und J anfangen, um magische Zahlen als Minima davon zu erhalten. Dazu
berechnen wir zuerst alle Konfigurationen aus N Teilchen, die den festen Gesamt-
drehimpuls J haben. Ein Algorithmus dazu ist in Anhang A.3 beschrieben. Zu jeder
Konfiguration wird die Block-Dekomposition berechnet und damit die Gesamtener-
gie, die sich aus den Selbstenergien der Blocke und den gegenseitigen potentiellen
Energien zusammensetzt

l l

1
E, = E[(?’Ll,jl) . (m,jl)] = Z E(ni,ji) + Z Z E(ni,ji)(nk,jk) (3.10)

i=1 i=1 k=i+1

Nun nehmen wir an, dafl der normierte Grundzustand des Systems als eine Linear-
kombination geschrieben werden kann

|\II> = Z Sm exp (%6Em) |\pm> (311)
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wobei die |¥,,) ein orthonormales System bilden, d.h. jede Konfiguration wird mit
ihrem Boltzmann-Faktor und einem Symmetriefaktor gewichtet. Die Wahrschein-
lichkeit einer Konfiguration ist

Pm = Sm exp (76Em) (312)

Die inverse Temperatur § kann berechet werden aus der Normierungsbedingung der
Konstanten

Z=Y Smexp(—fEny) =1 (3.13)

Dies zu berechnen ist dquivalent zu dem Problem, die Nullstelle des Polynoms

<Z szEm> -1 (3.14)

im Intervall [0, 1] zu finden, wobei z = exp(—0) ist. Das geht sehr schnell und mit
beliebiger Genauigkeit. Die inverse Temperatur 3 kann aber auch als &uflerer Pa-
rameter des Systems behandelt werden, was verschiedene Werte der Normierungs-
konstanten zulassen wiirde.

Die S,, sind Symmetriefaktoren, die abzahlen, wie oft die entsprechende Konfigu-
ration m “wirklich” vorkommt. Die Elektronen sind ununterscheidbar, und deshalb
sind auch Konfigurationen ununterscheidbar, wo Elektronen Plédtze getauscht ha-
ben. In unserem Konfigurations-Vektor sind alle Teilchen unterscheidbar. Deshalb
miissen wir sie ununterscheidbar machen, indem wir alle Moglichkeiten des Platz-
tauschs zulassen und zédhlen, wieviele Moglichkeiten das sind. Ein Zustand von N
Elektronen, iiber die antisymmetrisiert wird, hat einen Symmetriefaktor von N!, das
ist die Anzahl der Permutationen von N unterscheidbaren Teilchen auf N Plitzen.
Aber in unserem Modell betrachten wir die Elektronen innerhalb eines Blocks als un-
abhéingig von den Elektronen in den anderen Blocken. Wir wollen, daf3 die Gewich-
tung von Konfigurationen mit wenigen grofien Blocken bzw. vielen kleinen Blocken
nach unseren oben beschriebenen Annahmen unterschiedlich ausfillt. Ein gemein-
samer Faktor N! fiir alle Konfigurationen kann nicht unterscheiden zwischen vielen
und wenigen Blocken. Welche anderen Moglichkeiten sind denkbar?

Naheliegend ist, unsere Quasiteilchen, die Blocke, als unterscheidbar anzusehen, und
die Elektronen darin als ununterschiedbar, also jeden Block getrennt zu antisym-
metrisieren

l
Sm = [ na! (3.15)
=1

Dabei zéhlen wir Permutationen innerhalb eines Blocks zuviel, die Rotationen ei-
nes Kreisrings mit n #quidistant darauf verteilten Elektronen um 27k/n, k =
1,2,...,n — 1 entsprechen. Diese sind in unserem Bild &dquivalent, da sowohl die
Selbstenergie eines Blocks als auch die potentielle Energie zwischen Blocken rotati-
onsinvariant berechnet werden. Wir miissen also pro Block durch n; teilen

l
Sy = H(n -1 (3.16)

Irgendwie miissen wir noch die Ununterscheidbarkeit aller Elektronen unterbringen.
Wenn man dazu alle Moglichkeiten berechnet, die N Elektronen auf die | Blocke

aufzuteilen
N\ /N —-n1\ /(N —ni—nso n\
ny na na T\my )
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- N! (N—?’Ll)' (N—?’Ll —712)! Tll! o
n!(N —n1)! nol(N —ng —no)! n3!(N —ny —ng —n3)! " ngl(ng —ng)!
N!

R 3.19
nilna!. .. ny! ( )

und (3.15) damit multipliziert, hat man wieder N!, also alle Permutationen, was
wir vermeiden wollten. Wenn man die Elektronenzahl pro Block jedoch nicht fest
setzt, so hat man (J;[ ) Moglichkeiten, die N ununterscheidbaren Elektronen auf die

[ unterscheidbaren Blocke aufzuteilen. Die Ergebnisse mit dem Symmetriefaktor

Sy = (];f) ﬁ(ni 1)1 (3.20)

i=1

sind sehr zufriedenstellend, wir ziehen aber noch eine andere Moglichkeit in Be-
tracht.

Wenn wir schon mit Symmetrien zu tun haben, lohnt ein Blick in die Gruppentheo-
rie. Wenn wir ausgehen von N freien Elektronen, die die Symmetrie der Ordnung
N! der Permutationsgruppe Sy haben, dann ist die Aufteilung auf Blocke eine Ein-
schrinkung dieser Symmetrie auf die entsprechende Konjugationsklasse. Der Sym-
metriefaktor ist dann die Ordnung oder Grofle dieser Konjugationsklasse. Seien N
Elektronen auf ¢; ler-Blocke, io 2er-Blocke, ..., i ker-Blocke aufgeteilt, dann ist

N!

Ciiinin] = —= — .
(G| iligl . L) 100282 kik

(3.21)

Den letzten Faktor im Nenner hitten wir auch als nins...n; schreiben konnen.
Neu ist der erste Faktor im Nenner, der offensichtlich etwas mit Permutationen von
Blocken gleicher Teilchenanzahl zu tun hat. Gut gefallt uns hierbei, dafl das Heraus-
teilen der diskreten Rotationssymmetrien automatisch eingebaut ist. Weniger gut
ist die Ununterscheidbarkeit von Blocken gleicher Elektronenzahl, und zwar deswe-
gen, weil in unserem Modell alle Blocke grundsétzlich nach ihrem Eigendrehimpuls
unterscheidbar sind.

Nachdem wir nun § und die Zustandssumme Z bestimmt haben, behandeln wir das
System als statistisches Ensemble und kénnen sehr einfach Observablen berechnen
wie die Energie

(E) = 9310g(Z) =Y pmEm (3.22)
die spezifische Warme
(C) = Cu/ B = B2 log(Z) = (E?) — (E)? (3.23)
und die Entropie
S==> pmlog(pm) (3.24)

Wir erwarten in allen diesen Groflen lokale Minima bei den magischen Zahlen des
Gesamtdrehimpulses und in der Tat zeigen Plots aufgetragen tiber J genau das
Erwartete (siehe Abbildungen 3.1 und 3.2).

Interessant ist hier zu bemerken, wie erfolgreich man ein System aus wenigen Teil-
chen als statistisches System behandeln kann. Wir interpretieren es hier so, daf
sich die Quantenmechanik in einem mesoskopischen System wie dem Quantenpunkt
hauptséchlich darin zeigt, dafl sie ein rein klassisches System in ein statistisches
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Thermodynamic data for quantum dot with N=5, J=10..60
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Abbildung 3.1: Thermodynamische Daten fiir einen parabolischen Quantenpunkt
mit N = 5 Elektronen und Gesamtdrehimpuls 10 < J < 60. Bei den magischen
Zahlen hat die Entropie lokale Minima, was auf einen geordneteren Zustand hin-
deutet. Abbildung aus [19].

Thermodynamic data for quantum dot with N=6, J=15..75
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Abbildung 3.2: Thermodynamische Daten fiir einen parabolischen Quantenpunkt
mit N = 6 Elektronen und Gesamtdrehimpuls 15 < J < 75. Ein Vergleich mit dem
Fall N = 5 zeigt, dal der N = 6-Reihe der magischen Zahlen eine N = 5-Reihe
iiberlagert ist. Beide treffen sich bei J = 45. Das gleiche gilt auch bei dem N =5
Qantenpunkt, nur ist es dort nicht so ausgeprigt. Abbildung aus [19].
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verwandelt. In diesem Sinne behandeln wir auch die radiale Wahrscheinlichkeits-
verteilung

2
p(R)n.y = /0 dé |U(R, §) x| (3.25)

Man beachte, dafl wir hier die Gesamtwellenfunktion ¥ (R, ¢)n, s nicht auszurech-
nen brauchen. Da der Drehimpuls in einfacher Weise mit dem Bahnradius zusam-
menhéngt, brauchen wir nur die formelle Summe

mo. J )
R(q) = me Z %q” = Z@qﬂ (3.26)
m 1 7=0

1
zu betrachten, wobei m fiir die m-te Konfiguration [(n1,71)...(n,,,7,,)] aus by,
Blocken, d.h. Quasiteilchen ¢ steht. Die radiale Verteilung kann dann abgelesen

werden als
p(R=1/7)=p; (3.27)

Dabei haben wir angenommen, dafl das Quasiteilchen (n,7) an 7 lokalisiert ist. Da
es jedoch aus n Elektronen besteht, wird es im Drehimpulsraum “verschmiert”
sein. Und zwar symmetrisch um 7 mit einer Breite von n. Mehrere Formen so einer
Verschmierung sind denkbar, wie z.B. eine Gauf3-Verteilung oder eine Binomialver-
teilung. Fiir letzteren Fall erhélt man

l 2n;—2 J
~ U n; 1 2”1'_2 1 =17, —n, o
COED S5 DL Ol (R P =Vl E Y e
m v j=0

i=1 1,=0

als radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Bevor wir die radialen Wahrscheinlichkeitsverteilungen studieren, wollen wir noch
eine wichtige Eigenschaft der magischen Zahlen erklidren. Sie zeigt sich, wenn wir
das Verhalten fiir N < 5 mit dem fiir N > 6 vergleichen. Klassisch erwarten wir, dafl
die Konfiguration mit der niedrigsten Energie fiir N < 5 ein Fiinfeck ist, wiahrend
fir N > 6 es ein Fiinfeck mit besetztem Mittelpunkt sein sollte. Jedoch ist bei
den sogenannten speziellen magischen Zahlen die Konfiguration viel weniger sym-
metrisch. Diese speziellen magischen Zahlen tauchen auf, wenn in der Formel fiir
die magischen Zahlen (3.1) k = (N — 1)K/, ¥’ = 1,2,... ist. Die kleinste nicht-
triviale spezielle magische Zahl fir N = 5 ist J(5,4) = 30 und fiir N = 6 ist das
J(6,5) = 45. Die numerische Analyse zeigt, dafl um diese Zahlen herum N — 1-
fache Symmetrie mit einem Elektron in der Mitte die bevorzugte Symmetrie ist,
wéhrend genau bei der speziellen magischen Zahl und N > 6 Symmetrie sogar noch
weniger vorhanden ist. Man spricht von einem “fliissigen” Zustand (in Analogie zu
Laughlins Quantentropfen) und sagt, daf} dieser Quantenpunkt mit den Werten des
Gesamtdrehimpulses J = (N, (N — 1)k’) den Fiillfaktor
N(N —1) iIN(N -1) 1

v = =

2J N(N—1)(k +1) 2k +1

(3.29)

hat. Wir wollen hier diese Tatsache kombinatorisch erkliren. Fiir kleinere Teil-
chenzahlen ist die N-gon-Symmetrie nicht oder nur sehr leicht gebrochen. Unsere
Betrachtungen beruhen auf sehr einfachen Annahmen und nicht auf numerischen
Studien. Die Hauptzutat ist die folgende Beziehung zwischen verschiedenen magi-
schen Zahlen:

J(N,(N = 1K) =J(L,(L—1)k)+J(N =L (N+L—-1)K+L)  (3.30)

Diese Beziehung kann rekursiv angewandt werden. Sie bedeutet, dafl es fiir die
speziellen magischen Zahlen viele verschiedene Moglichkeiten gibt, einen Zustand
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aus kleineren magischen Zahlen zusammenzusetzen. Trotzdem ist diese Beziehung
etwas anderes als die triviale Beziehung

J(N,k) = J(L,k)+ J(N — L,k + L) (3.31)

die nur einen Block in zwei benachbarte teilt.Die Bedeutung der vorigen Beziehung
ist die folgende: Wenn der Abstand k teilbar ist durch N — 1 und grofl genug,
dann kann die N-gon-Symmetrie ersetzt werden durch eine L-gon-Symmetrie mit
einem kleinen Abstand in einer N — L-gon-Symmetrie mit einem grofien Abstand.
Das ist moglich, weil diese Verteilung von Drehimpulsen unter den Teilchen dieselbe
magische Zahl ergibt, aber mit zwei getrennten Blocken, die weit genug auseinander
sind, um getrennt antisymmetriesiert werden zu konnen.

Das allein reicht noch nicht, um den Symmetrieverlust zu erkléren. Die Frage ist,
welche dieser moglichen Verteilungen die niedrigste Energie hat und wie nahe die
Energien der anderen Verteilungen dieser Minimalenergie kommen. Um diese Frage
zu beantworten, braucht man Formel (3.10), um die Energien von verschiedenen
Konfigurationen vergleichen zu kénnen. Wenn das System klassisch wiére, bréuch-
ten wir nur E(N, JJ/N) mit E(N —1,J/(N —1)) zu vergleichen. Die erstere Energie
ist kleiner als die letztere, solange N < 6 ist. Da ein Quantenpunkt quantenme-
chanisch ist, tragen alle moglichen Konfigurationen bei, und wir miissen die volle
Zustandssumme berechnen.

Die obige Formel ist rekursiv. Dariiber hinaus ist eine der magischen Zahlen auf der
rechten Seite wieder eine spezielle magische Zahl. Es scheint also, daf3 der “fliissige”
Zustand daher riihrt, dafl fiir groe IV viele verschiedene Antisymmetriesierungen
bei diesen Zahlen moglich sind, die alle vergleichbare Energien haben, wobei die
Energie der N — 1-gon-Konfiguration die minimale ist fiir N > 6. Es gibt sogar
Antisymmetriesierungen mit drei oder mehr verschachtelten Blécken, wenn N grof3
genug ist.

Wir kénnen den Symmetrieverlust an der radialen Wahrscheinlichkeitsverteilung
sehen. An einer magischen Zahl J erwarten wir, dafl sie fir N < 5 eine Zacke an
R =+/J hat und fiir N > 6 zwei gleichhohe Zacken, eine bei R = 0. Im Folgenden
sehen wir aber etwas anderes. In der Abbildung 3.3 vergleichen wir die radialen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir einen Bereich 39 < J < 51, um die spezielle
magische Zahl J = 45 fir N = 6. Man sieht deutlich, dafl bei den gewohnliche
magischen Zahlen J = 39 und J = 51 die volle Zg-Symmetrie erhalten ist, da dort
keine Zacke bei R = 0 vorhanden ist. Dagegen ist die Zs-Symmetrie mit einem
Teilchen in der Mitte am ausgeprigtesten fiir die benachbarten Zahlen J = 40
beziehungsweise J = 50. Diese sehr empfindliche Abhéingigkeit von dem Wert von J
ist ein rein quantenmechanischer Effekt, der klassischen Erwartungen widerspricht.
Das Verhalten bei der speziellen magischen Zahl J = 45 ist jedoch nochmal anders.
Es gibt eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein Teilchen in der Mitte sitzt,
aber sie ist nur halb so grofl wie die Wahrscheinlichkeit an der Hauptzacke, d.h. daf3
die Hauptzacke nicht allein von einer Konfiguration kommen kann mit einem Block
aus fiinf Teilchen und einem Teilchen in der Mitte.

Eine Moglichkeit dieses Resultat zu interpretieren ist zu sagen, dafl ein Quanten-
punkt sich mehr wie ein quantemechanisches System oder mehr wie ein statistisches
Ensemble verhilt, je nach dem Wert des Fiillfaktors. Das System ist mehr wie ein
statistisches Ensemble und dhnelt einem Quantentropfen fiir

1

=—— kK =012,... 3.32
v 2]€/+1’ ) Ly &y ( )

was genau dann der Fall ist, wenn J eine spezielle magische Zahl ist. Das System
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Smoothed radial probability distribution p(R) for N=6, J=39..51
T T T T

J=51

J=50

P(R)

Abbildung 3.3: Radiale Verteilungen fiir einen Quantenpunkt mit N = 6 Elektronen
und Gesamtdrehimpuls 39 < J < 51. Magisch sind J = 39,45,51, wobei J = 45
eine spezielle magische Zahl ist. Die klassisch erwartete 5-fach-Symmetrie tritt nur
bei J = Jpae =1 auf. Das System bevorzugt Block-Zusténde, was bei den magischen
Zahlen am besten funktioniert. Abbildung aus [19].

ist mehr quantenmechanisch und #hnelt einem Atom, wenn J eine gewohnliche
magische Zahl ist.

Am besten vergleicht man das Verhalten bei speziellen magischen Zahlen mit dem
von gewohnlichen magischen Zahlen, indem man die Zwei-Punkt-Korrelationsfunk-
tion p(7, 7o) berechnet. Man friert die Position eines Elektrons bei 7o ein, und
berechnet die Wahrscheinlichkeit, ein anderes an der Position r zu finden. Wenn 7
so gewahlt wird, dafl es in einem Orbital mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt, dann
erhidlt man Plots, die deutlich die Symmetrieeigenschaften des Quantenpunktzu-
standes zeigen. Jedoch wiirden wir hierfiir die Wellenfunktion benétigen, die wir
nicht berechnen wollen, aber die Information, die in (3.28) enthalten ist, reicht aus,
um uns eine semiklassische Ndherung der Ladungsdichteverteilung zu geben. Wir
wihlen einfach die Konfiguration mit der niedrigsten Energie und begeben uns in
deren “Ruhesystem”. Das bedeutet folgendes: Die Konfiguration mit der minimalen
Energie hat eine bestimmte Blockdekomposition und fiir diese Dekomposition loka-
lisieren wir die Elektronen an den Ecken der zugeho6rigen n-gons und “verschmieren”
sie mit der Binomialverteilung mit der entsprechenden quantenmechanischen Brei-
te des n-gons. Fiir N < 5 ist die minimale Konfiguration ein N-gon, wihrend fiir
6 < N < 8 dies ein N — 1-gon mit einer besetzten Mitte ist. Fiir N > 9 haben wir
eine Schalenstruktur wo die relative Orientierung von Elektronen von einer Schale
zu denen in einer anderen Schale entsprechend der klassischen Losung gewéhlt wer-
den miisste. Alle anderen Konfigurationen werden als drehsymmetrisch betrachtet.
Wenn wir auf diese Weise die Naherungen von Ladungsverteilungen iibereinanderle-
gen, erhalten wir ein Maf} dafiir, wie weit die Konfiguration mit der minimalen Ener-
gie aus den anderen herausragt, und somit ein Maf} dafiir, inwieweit die Symmetrie
dieser Konfiguration die Symmetrie der Gesamtkonfiguration bestimmt. Wenn man
die Ladungsverteilung auf diese Art und Weise berechnet, mufl man die integrierte



34 KAPITEL 3. DAS KOMBINATORISCHE MODELL

radiale Wahrscheinlichkeit fiir einen Block innerhalb einer Konfiguration nicht nur
mit der Binomialverteilung gewichten, sondern auch mit einem Faktor 1/27r, wo-
bei der Radius r iiber die Breite des Blocks variiert. Solch eine Ladungsverteilung
ist zeitgemittelt. In Abbildung 3.4 sehen wir, daf} die volle N-gon-Symmetrie sogar
fir N > 6 fiir gewohnliche magische Zahlen existiert, wihrend Symmetrieverlust
auftritt fiir spezielle magische Zahlen und N > 6.

F—a

r—2

Abbildung 3.4: Ladungsverteilungen fir N = 5 (oben) und N = 6 (unten) im
Ruhesystem der Konfiguration mit minimaler Energie. Links sind spezielle magische
Zahlen die v = 1/3 entsprechen, rechts sind gewthnliche magische Zahlen. Der
Fall N = 6 zeigt mehr das Verhalten eines Quantentropfens bei einer speziellen
magischen Zahl als N = 5. Abbildung aus [19].

Wir sehen den Symmetrieverlust fiir hohere spezielle magische Zahlen, die den
Fiillfaktoren v = 1/5 und v = 1/7 entsprechen. Andererseits ist die volle Zg-
Symmetrie fiir die meisten, aber nicht alle gewShnlichen magischen Zahlen er-
halten. Die meisten gewohnlichen magischen Zahlen enthalten keine Zustédnde der
Form [(1,71), (N — 1,72)] mit Energien, die vergleichbar sind zu der Konfiguration
[(N,7=J/N)], die fiir magische Zahlen immer existiert. Der Grund ist, daf es fiir
die meisten magischen Zahlen keine andere Wahl mit einem kleinen 7; gibt, was eine
niedrigere Energie, als die Energie der [(V, 7 = J/N)] Konfiguration ergeben wiirde.
Eine der Eigenschaften der speziellen magischen Zahlen ist, dal bei diesen Wer-
ten des Gesamtdrehimpulses die Konfiguration [(1,0), (N — 1, J/(N — 1))] moglich
wird. Wenn der Gesamtdrehimpuls J grofl genug ist, konnen Konfigurationen, wie
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[(1,1), (N —1(J—1)/(N —1))] Energien haben, die kleiner sind, als die Energie der
symmetrischsten Konfiguration. In dem Fall von N = 6 passiert dies das erste Mal
fir J = 81, wo die oben genannte Konfiguration aus einem Block mit fiinf Teilchen
besteht, und einem Teilchen, das um die Mitte in dem Orbital mit j7 = 1 kreist.
Diese Konfiguration hat eine etwas kleinere Energie, als die Konfiguration mit ei-
nem vollen Block aus sechs Teilchen, obwohl der erstere Zustand eine viel kleinere
Wahrscheinlichkeit hat, als der letztere. Das liegt daran, daf} fiir sehr grofles J der
Unterschied zwischen den Energien der Konfigurationen [(1,0), (N —1,J/(N —1))]
und [(1,1), (N — 1(J — 1)/(N — 1))] beliebig klein wird.

10

10

Abbildung 3.5: Vergleich von Fiillfaktoren. Links sind Verteilungen fiir v = 1/5
(oben) und v = 1/7 (unten) mit J = 75 bzw. J = 105. Dies wird verglichen mit
den gewdhnlichen magischen Zahlen nahe an den speziellen. Es findet keine volle
Wiederherstellung der Symmetrie statt fiir J = 81 (oben) wo das j = 1 Orbital
besetzt ist, aber wo die Konfiguration mit der niedrigsten Energie kaum hoher
ist, als die mit der hochsten Symmetrie. Im Fall J = 99 (unten) ist eine volle
Wiederherstellung der Symmetrie zu sehen. Abbildung aus [19].

Fiir sehr groBes J verhilt sich das System mehr und mehr klassisch, aber der Uber-
gang vom Quantenmechanischen ins Klassische geschieht nicht kontinuierlich mit
grofler werdendem J. Z.B. ist die volle Zg-Symmetrie fiir die magische Zahl J = 99
erhalten. Die ersten gewohnlichen magischen Zahlen, wo die Symmetrie nicht er-
halten ist, sind J(N,k'N) fir &' > k{(N) mit z.B. k{(6) = 2 und k{(7) = 1. Diese
sind gewohliche magische Zahlen, die direkt auf spezielle magische Zahlen folgen.
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Fiir hohere J erwarten wir, dal immer mehr magische Zahlen die volle Symmetrie
nicht wieder herstellen.

Abbildung 3.6: Vergleich von verschiedenen Ruhesystemen. Die obere Zeile zeigt
den Quantenpunkt fiir N = 6 und J = 81 in den Ruhesystemen fiir 6-fache (links)
und die 4-fache (rechts) Symmetrie. Der Plot rechts oben in Abbildung 3.5 zeigt
das 5-er Ruhesystem. Die Konfiguration mit der vollen Symmetrie dominiert. Die
untere Reihe zeigt einen Vergleich fiir N = 7 und J = 70 was die erste gewohnliche
magische Zahl nach der speziellen J = 63 fiir v = 1/3 ist. Der Unterschied zwischen
dem Ruhesystem fiir die héchste Symmetrie (rechts) und dem fiir die niedrigste
Energie (links) ist sehr klein, aber der erstere Fall ist der dominante. Also findet
die Wiederherstellung der Symmetrie immer noch statt, aber ist schwécher als bei
anderen gewohnlichen magischen Zahlen. Abbildung aus [19].

Weil die Konfiguration mit der minimalen Energie nicht automatisch die hochste
Symmetrie hat, kann sie wegen den unterschiedlichen Multiplizitéiten eine kleinere
Wahrscheinlichkeit haben. Das ist der Fall, wenn die magischen Zahlen die gewhn-
lichen sind. Wenn die magischen Zahlen speziell sind, ist die Konfiguration mit
der minimalen Energie die dominierende, wobei die Dominanz nicht sehr stark ist,
was genau zu den “fliissigen” Eigenschaften des Quantenpunktzustandes fiihrt. Die
Wiederherstellung der Symmetrie sollte auch fiir die oben genannten gewohnlichen
magischen Zahlen funktionieren. Dies demonstrieren wir in Abbildung 3.6, wo wir
Wahrscheinlichkeitsverteilungen vergleichen fiir verschiedene Ruhesysteme, nédmlich
das Ruhesystem der Konfiguration mit minimaler Energie und das Ruhesystem der
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Konfiguration mit maximaler Symmetrie. Man kann sehen, dafl die Wiederherstel-
lung der Symmetrie stattfindet fiir die gewdhnliche magische Zahl J(N, k' N), aber
nicht so stark ausgeprégt, wie fiir die anderen gewthnlichen magischen Zahlen.

3.2 Beliebiger Gesamtdrehimpuls

Wir haben im vorigen Abschnitt Zustdnde von Quantenpunkten angesehen zu fest
vorgegebenen Werten der Parameter Teilchenzahl N und Gesamtdrehimpuls J.
Wiéhrend es experimentell moglich ist, die Teilchenzahl in einem Quantenpunkt zu
bestimmen, ist es nicht moglich, den Gesamtdrehimpuls vorzugeben oder auch nur
zu messen, denn ein reales System befindet sich bei endlichen Temperaturen immer
in einer quantenmechanischen Uberlagerung von Zustéinden mit unterschiedlichem
Gesamtdrehimpuls. Wenn wir dies in unser Modell einbauen wollen, miissen wir in
unserer Zustandssumme den Gesamtdrehimpuls J beriicksichtigen

Z =Y Smexp(—BEm + pJm) (3.33)

Wir kommen nicht darum herum, Konfigurationen mit unterschiedlichem J zu be-
rechnen. Wieder einmal miisste man, wenn man ganz genau ist, alle unendlich vie-
len J’s betrachten, aber die Gesamtenergie wichst linear mit J und deshalb liefern
Konfigurationen mit wachsendem J einen exponentiell gegen null konvergierenden
Beitrag zum Gesamtzustand. Wir definieren also einen Cutoff J. fiir den Gesamt-
drehimpuls und berechnen nur Zustédnde mit J < J.. Dabei wird J. nur von der
(weiterhin festen) Teilchenzahl N abhiingen. Ein bequemes Maf hierfiir bietet der

Fullfakt()r ( )

Denn damit kénnen wir sagen, dafl wir alle Konfigurationen beriicksichtigen wollen
mit einem Fiillfaktor v grofer als einem bestimmten Grenzwert v.. Zu diesem Zweck
sehen wir uns einmal in Tabelle 3.1 J’s an, die bei unterschiedlichen Teilchenzahlen
die Fiillfaktoren 1, % und % liefern. Wir haben festgestellt, dafl es ausreicht, J. so

N/v|2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 3 6 10 15 21 28 36 45
1/3 13 9 18 30 45 63 84 108 135
1/5 |5 15 30 50 75 105 140 180 225

Tabelle 3.1: Der Gesamtdrehimpuls J fiir verschiedene Werte der Teilchenzahl N
und des Fillfaktors v

zu wahlen, daf} der Fiillfaktor v = % mit enthalten ist, denn wir haben gepriift, daf3

die Anderung der radialen Wellenverteilung in Abhiingigkeit von J. fiir grofie .J,
gegen null geht, d.h. dafl wirklich keine Beitrige mehr vorkommen.

Im Programm miissen wir nun eine Schleife einbauen, die das gleiche macht wie
bisher aber nun fiir jedes J von dem untersten moglichen Wert mit Fiillfaktor 1 bis
zu J.. Eine Berechnung auf diese Weise ist moglich, es geht aber noch eleganter.
Die Dekomposition in Blocke ermoglicht eine Klasseneinteilung von Konfiguratio-
nen mit gleicher Teilchenanzahl und gleichem Gesamtdrehimpuls beziiglich ihrer
Blockanzahl. Was hilft uns das? Wir nehmen ja an, dal Konfigurationen mit weni-
ger Blocken geringere Energie und hoheren Beitrag haben, als welche mit mehreren
Blocken. Deshalb kénnten wir eine weitere Naherung einbauen, indem wir Konfigu-
rationen mit vielen kleinen Blocken nicht beriicksichtigen und so Rechenzeit sparen.
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“Nicht beriicksichtigen” heifit in diesem Fall aber nicht nur, keine Energien zu die-
sen Konfigurationen zu berechnen, sondern sie gar nicht erst zu erzeugen, denn bei
den hohen Zahlen wie in Anhang A.3 aufgelistet ist bereits dies zu aufwendig. Das
Problem ist, da8 die bisherige Abzéhlung der Konfigurationen wie in Anhang A.3
dargestellt, ungeordnet beziiglich der Blockanzahl stattfindet. Wir brauchen eine
Abzihlmethode, die Konfigurationen geordnet nach Blockanzahl beginnend bei 1
erzeugt. Es stellt sich heraus, dafl dies ein nichttriviales Problem fiir den Fall ist,
wo N und J fest vorgegeben sind. Der Ausweg besteht darin, J nicht festzuhalten,
sondern nur eine Obergrenze anzugeben, bis zu der die neue Abzdhlmethode Kon-
figurationen liefern soll. Da wir dies mit unserem Cutoff J. sowieso tun wollten, ist
das kein Problem. Néheres zur dieser Abz&éhlmethode findet sich in Anhang A.3.

Wir kénnen also nun den realen Zustand eines Quantenpunktes simulieren bei einer
vorgegebenen Temperatur. Exemplarisch sehen wir hier vier Bilder eines Quanten-
punktes mit N = 6 Elektronen bei den Temperaturen 3 =1, § =5, § = 8 und
8 =10.

X X
10 ? Q -5 —10 10 3 Q -5 —10
~10
-5
o Vv
s
1o
10 -10
-10
F-5
o VY
ks
rio 10

Wir sehen deutlich den Ubergang von einem delokalisierten Zustand zu einem lo-
kalisierten Zustand. Um die Phasen genauer identifizieren zu kénnen, benutzen wir
die radialen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bei hohen Temperaturen sind diese
immer ein relativ strukturloses Gebilde dhnlich einer Gauflkurve. Bei sinkender
Temperatur sehen wir jedoch die Bildung eines Maximums auflerhalb der Mitte.
Das liegt daran, dafl bei hohen Temperaturen alle Symmetrien etwa gleich haufig
vorkommen, wéhrend bei niedrigen Temperaturen sich die bevorzugte Symmetrie
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herausbildet. Ein gutes Ma$ fiir Phasengrenzen wiéiren also die jeweiligen Anteile der
N 1ler-,2er-,...Symmetrien. Wir sehen uns diese an fiir die obigen Temperaturen.

0.03 T T T T T T T T 003

0.025
0.025 -

0.02 fA

0015 | °
0015 |,
001 b

0.005 -

0.005 -

0.005 L L L L L L L L 0,005
0 0

Die zugehorigen Symmetrie-Anteile sind die Flichen zwischen den Kurven. Man
sieht, daf} die Ser-Symmetrie die ler-Symmetrie an einem bestimmten Punkt {iber-
holt. Diesen Punkt definieren wir im folgenden als Phasengrenze. Wir méchten nun
noch die Anh#ngigkeit von der kinetischen Energie untersuchen. Diese ist in unserem
Fall gegben als der Vorfaktor E in

Eyin = Ev=4/3 (3.35)

Hohere kinetische Energie bedeutet stérkeres Magnetfeld bzw. steileres einschlie-

Bendes parabolisches Potential. Dies sollte einen Effekt auf die Phaseniibergéinge
haben.

Dargestellt in Abbildung 3.7 ist der Abstand des Maximums der dominierenden
Symmetrie zur ler-Symmetrie iiber der E-G Ebene fiir N = 4,5,6,7 Elektronen.
Man sieht, daf} bei flacherem Potential die Kristallisation bei niedrigeren Tempera-
turen einsetzt.

3.3 Zusammenfassung und Ausblick

Das kombinatorische Modell liefert sehr gute Ndherungen von Zustdnden von Quan-
tenpunkten mit wenigen Elektronen. Der Bereich von N und J, den wir mit diesem
Programm simulieren kénnen ist grofler als der von Methoden mit exakter Diago-
nalisierung. Das kombinatorische Modell ist eine Mischung aus Quantenmechanik
und klassischer Physik. Die Wechselwirkung der Elektronen wird klassisch berech-
net. Quantenmechanik kommt ins Spiel durch die Quantisierung des Drehimpulses.
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Abbildung 3.7: E-3-Plot fiir N = 4 (links oben), N = 5 (rechts oben), N = 6 (links
unten) und N = 7 (rechts unten) Teilchen.
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Wir berechnen nur die Zustandssumme und lassen Phaseninformation weg, da in
der Zustandssumme nur die Betragsquadrate (die Wahrscheinlichkeiten) von Line-
arfaktoren vorkommen. Trotzdem reicht die Information, die in der Zustandssumme
steckt, aus, um eine Reihe interessanter Grofien untersuchen zu konnen.

Bei der Berechnung der Energien von Konfigurationen machen wir die einfache An-
nahme, daf} die Elektronen sich dquidistant auf einem Kreis anordnen. Dies ist nicht
die volle Wahrheit wie man in Abschnitt 2.1 und Abbildung 2.2 sieht. In Anwesen-
heit eines anderen Blocks verteilen sich die Elektronen eben nicht dquidistant und
dadurch entsteht eine hohere Selbstenergie des Blocks. Wir nehmen an, daf dies
keinen Einflul auf das qualitative Ergebnis hat.

Die Entscheidung, welche Faktoren man nimmt, um daraus den Symmetriefaktor
einer Konfiguration zusammenzustellen, ist nicht leicht. Die Frage ist, in wie weit
sich unterschiedliche Symmetriefaktoren auf das Endergebnis auswirken. Deshalb
wurden im Programm mehrere Moglichkeiten eingebaut, sodafl man herumexperi-
mentieren kann. Das Problem bei der Antisymmetrisierung ist, welche Elektronen
man antisymmetrisieren soll und welche nicht. Sicher soll man gebundene Elek-
tronen in einem Block nicht mit gebundenen Elektronen in einem anderen Block
antisymmetrisieren, solange man die Blocke als unabhéngig betrachtet. Die Frage
ist, wie lange man diese Unabhéingigkeit annehmen kann. Bei hohen Temperaturen
ist es durchaus vorstellbar, dafl Elektronen zwischen benachbarten Blocken hin- und
herwechseln. Es ist auch die Frage, ob man innerhalb eines Blocks alle Elektronen
antisymmetrisieren soll, weil verschiedene Austauschszenarien verschiedene physika-
lische Wichtigkeit haben. Man miisste also eventuell die Symmetriefaktorenberech-
nung an Parameter wie die Temperatur anpassen, oder Energien von Austauschsze-
narien berechnen, was beides in dem kombinatorischen Modell nicht miteinbezogen
wurde.

Es wire auch interessant, Spin-Effekte einzubauen, die ja auch bei Atomen eine
wichtige Rolle spielen. Wenn man zusétzlich die Einschrénkung von Spin-Polarisation
aufhebt, konnte ein Drehimpulsorbital von zwei Elektronen besetzt werden.
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Kapitel 4

Die Laughlin-Wellenfunktion

4.1 Fillfaktor v =1

Welche Eigenschaften mufl eine Wellenfunktion haben, die zweidimensionale Elek-
tronen mit Koordianten z; beschreibt? Sie muf3

e total antisymmetrisch in allen Koordinaten sein
e normierbar sein, d.h. fiir groe Entfernungen stark genug abfallen

Der erste Punkt impliziert, dafl sie fiir gleiche Koordinaten verschwindet. Aufler-
dem soll sie stetig differenzierbar sein, um keine unendlichen Energien zu liefern.
Eine Wellenfunktion, die diese Anforderungen erfiillt, ist die von Laughlin in [40]
vorgeschlagene Funktion

N N
w(zl,...,zN):H H (25 — zi) exp <i|zz|2) (4.1)
i=1j=i+1

Diese Funktion ist natiirlich nur ein Spezialfall aus einer grofien Klasse von Funk-
tionen, die ebenfalls die obigen Anforderungen erfiillen [50]. Wenn wir nun so eine
Funktion haben, wire es interessant zu wissen, fiir welchen Hamiltonian sie eine
Losung ist. Wir probieren es mit dem einfachsten, der uns einféllt, dem wechselwir-
kungfreien Mehrteilchen-Hamiltonian ohne einschliefendes Potential. Wir schreiben
ihn hier in komplexen Koordinaten und ohne Vorfaktoren

n-y-0a

Statt jedoch den Hamiltonoperator auf die Wellenfunktion anzuwenden, erinnern
wir uns an die Losung aus Abschnitt 1.3. Dort hatten wir Slaterdeterminanten erhal-
ten, und fiir den Fall wo die Magnetfeldstirke gegen unendlich und die Temperatur
gegen Null geht einen Spezialfall, den wir hier nocheinmal anders hinschreiben.

= 1

N)I»—l

1 1
z1 ZN N
(=1 ZN) = A R Hexp —1|z-|2 (4.3)
: C U 4% '
Z{Vﬂ z%il
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Die Normierungsfaktoren haben wir dabei weggelassen und die charakteristische
Lénge lp = 1 gesetzt. Wie wir uns erinnern, ist der Fall von unendlich groflem
Magnetfeld gleichbedeutend mit dem Fall von verschwindendem einschlielendem
Potential. Wir werden nun zeigen, daf3

1 1
N N Z1 ZN
[MIlG-2= % -~ = |=bDy (4.4)
i=1j=i+1 : :
Z{V71 z%il

denn damit wire bewiesen, daf3 die Laughlin-Wellenfunktion Losung des Mehrteil-
chen-Hamiltonian ohne Wechselwirkung ist. Die Determinante ist die Vandermonde-
Determinante Dpy. Wir subtrahieren in der Determinante beginnend bei der letzten
Zeile von jeder Zeile die vorhergehende multipliziert mit z;. Dadurch wird die erste
Spalte bis auf das erste Element zu null und es entsteht

1 1 1
0 29 — 21 ZN — 21
2 2
Dy = 0 z5 21292 . 2N — Z1ZN (45)
N-1 N—2 N-1 N—2
0 2 — 212 o2y T 212y

Die Determinante &ndert sich durch diese Umformungen nicht. Nun ziehen wir die
erste Spalte von den anderen ab, wodurch auch die erste Zeile bis auf das erste
Element zu null wird. Dann kann man aus der i-ten Spalte (i = 2,3,...,N) den
Faktor z; — z1 herausziehen. Das ergibt

1 0 0
N 11
Dy = H(Zz _ Zl) 0 z2 cee ZN (46)
=2 . . :
0 zéV*Q z]]\\,]*2

Nach Entwicklung nach der ersten Zeile steht die Vandermonde-Determinate Dy _1
da. Diese Prozedur kann man nun wiederholen, bis

1 1
ZN—-1 <N

Dy =

‘ = ZN — ZN-1 (47)

iibrig bleibt. Insgesamt ergibt sich das Produkt

N—-1 N
Dy= 1] I] (= -2 (4.8)
j=1 i=j+1

was zu zeigen war. Die Laughlin-Wellenfunktion 4.1 beschreibt also Elektronen bei
undendlich hohem Magnetfeld, wo sie spinpolarisiert sind und nur das niedrigste
Landau-Niveau besetzen, und bei Temperatur nahe des absoluten Nullpunkts, wo
sie die NV untersten Drehimpulsorbitale besetzen. Der Fiillfaktor ist

N(N -1)

V= = 1 (4.9)

wie in Abschnitt 1.3 beschrieben.
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4.2 Kleinere Fiillfaktoren und Composite Fermi-
ons

Was ist zu tun, damit wir auch Wellenfunktionen erhalten kénnen, die Zustdnde
mit Anregungen, d.h. mit besetzten héheren Drehimpulsorbitalen und kleineren
Fiillfaktoren, beschreiben? Offensichtlich tauchen in der Wellenfunktion 4.1 keine
hoheren Potenzen von z; als N auf, und wie wir wissen enthélt die Einzelelektronen-
Wellenfunktion ihren Drehimpuls als Potenz von z. Wir potenzieren also den z-
Anteil. Dies diirfen wir nur mit ungeraden ganzen Zahlen tun, da sonst der fermio-
nische Charakter der Wellenfunktion zerstort wiirde (solche Funktionen mit geraden
Exponenten beschreiben tatséchlich rotierende Bose-Einstein-Kondensate sehr gut
[37)).

N N
1
berseean) = I] ] Gi- s e (<4l ) p=0.1.2. @10)

i=1j=i+1

Natiirlich kénnen wir auch das ganze Produkt der z; — z; insgesamt potenzieren. In
der Darstellung mit der Vandermonde-Matrix V ergibt sich dann

N N
1 1
2p+1 12 2p+1 _ 2
P(z1,...,2n) = det (V) 'I_Il exp (_Z|ZZ| ) = det (VN ) .|_|1 exp ( 4|zl| )

(4.11)
Welchen Fiillfaktor hat diese Wellenfunktion? Um diese Frage zu beantworten, wen-
den wir den Drehimpulsoperator

N N

=1 =1

auf die Wellenfunktion an. Wir erhalten

B N N 1 1
Ot = | [ | [ (=2t <12k) P <Z|Zz'|2)
S | | I [ (zi—z)**! (—sz) exp (_Z|Zi|2) -

<o [[ TI (= — 2 (4.13)

Sichtlich heben sich bei der Bildung von Z,0 — 210y die ersten beiden Zeilen
gegeneinander weg. Gedanken machen miissen wir uns iiber die Ableitung der
Vandermonde-Determinanten in der letzten Zeile. Wir sehen uns an, was die Ab-
leitung bei einem Term der Determinanten bewirkt. Die Terme der Vandermonde-
Determinanten haben die besondere Eigenschaft, daf3 fiir die darin enthaltenen z’s
jeder Index von 1 bis NV und jede Potenz von 0 bis IV — 1 genau einmal vorkommen.
Diese Tatsache ergibt sich einfach aus dem Berechnungsschema von Determinanten
mittels Subdeterminanten. Fiir einen beliebigen Term ist
my

mi mi mN __ _—,m
Opzy™t ooz ey = mp—2" L 2y

14 4.14
P ZN ( )
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Die Ableitung bewirkt also genau das gleiche wie eine Division durch z; und ei-
ne Multiplikation mit der Potenz von z;. Nun wird in unserem Mehrteilchen-
Hamiltonian iiber & =1,2,..., N summiert, d.h. jede Potenz (einschliefilich 0) von
jedem z; wird genau einmal Vorfaktor

N N
1
Z@kzﬁlz;nkz}?]\’ = (O+1+~~~+N—1)Z—ziﬂ1...z?k...z}(}N
2k
k=1 k=1
N(N-1) & 1
— T};Zz;ﬂzgzﬁw (4.15)

Das zp aus unserem Drehimpulsoperator Z,0r — 2,0k kiirzt nun das 1/2; und
die iibrig bleibende Vandermonde-Determinante erhéht die Potenz der restlichen
Vandermonde-Determinanten wieder von 2p auf 2p + 1. Insgesamt haben wir also
berechnet, daf3

=YD g 4 1)y (4.16)

und damit ergibt sich als Fiillfaktor der Wellenfunktion (4.10)
N(N-1) 1
2J  2p+1

V= (4.17)
Eine Untersuchung dieser Wellenfunktion fiir p = 1,2, ... verschafft uns also Ein-
blick in die Verhiltnisse bei den Fiillfaktoren mit ungeradzahligem Nenner, die uns
auch schon in Kapitel 3 beschéftigt haben. Im néchsten Abschnitt werden wir die
Wellenfunktion nidher untersuchen, und mit denen aus Kapitel 3 vergleichen.

Die Wellenfunktion
al 1
Y(z1,...,28) = szm H (zi — zj)* T exp (—Z|zl|2) , p=0,1,2,... (4.18)

liefert fiir p = 0 die magischen Zahlen

Jo— NV -1

+mN, m=20,1,2,... (4.19)
Die Zustédnde bei den magischen Zahlen des Gesamtdrehimpulses sind unempfind-
lich gegeniiber einer kleinen Anderung des Magnetfelds. Dieses Verhalten kann man
als Inkompressibilitédt der Zustéinde bezeichnen in Analogie zu Fliissigkeiten, wo ei-
ne Erhohung des Drucks in einem bestimmten Bereich keine Anderung der Phase
bewirkt. Eine Interpretation dieser inkompressiblen Zustédnde wurde von Laughlin
[41] gegeben und weiterentwickelt von Jain [44, 45] als Analogie zum fraktionierten
Quanten-Hall-Effekt. Die magischen Zusténde von stark wechselwirkenden Elektro-
nen wurden dort identifiziert mit “kompakten Zustéinden” von schwach wechselwir-
kenden Composite Fermions. Die Anwesenheit eines parabolischen einschlieenden
Potentials fithrt lediglich zu einer Skalierung des &ufleren Magnetfeldes

B — By/1+4w?/w? =B (4.20)

d.h. zu einer Skalierung der charakteristischen Lange, aber veréndert nicht die Form
der Einzelelektron-Wellenfunktionen. Also entspricht ein System mit einschlieflen-
dem Potential im Magnetfeld B einem System ohne einschlieBendem Potential im
effektiven Magnetfeld B’. Und dieses erlaubt die Anwendung des CF-Modells. Die
Transformation eines Mehrelektronensystems in ein System aus Composite Fermi-
ons geschieht durch ein Anbringen von 2m FluBquanten eines Magnetfeldes pro
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Elektron. Formal wird dies erreicht, indem man die Elektronenwellenfunktion mit
einem sogenannten Jastrow-Faktor multipliziert:

YL =P H(Zj — k)" oL (4.21)

i<k

Hierbei ist ¢ die Wellenfunktion der nicht-wechselwirkenden Elektronen mit Ge-
samtdrehimpuls L’ und ¢y, ist die CF-Wellenfunktion mit Gesamtdrehimpuls L =
L'+mN(N—1). P ist ein Projektionsoperator, der auf das niedrigste Landau-Niveau
projiziert. In einer Probe der Fliache A ist die Entartung jedes Landau-Niveaus ge-
geben durch die Anzahl der FluBquanten

Dy
Ny = 228 4.92
AT, (4.22)

wobei @,,,, = BA der magnetische Flu§ durch die Fliche A ist, und ® = h/e
ein einzelnes FluBquantum. Die Elektronendichte pro Zustand, bestimmt durch das
dulere Magnetfeld, ist gegben als der Fiillfaktor

N

V:N—A

(4.23)

Man kann nun zeigen, daf ein Fiillfaktor v = 21)% gleichbedeutend damit ist, daf 2p
FluBiquanten an jedes Elektron gebunden sind [43]. Nach Jain besteht ein kompakter
Zustand nicht-wechselwirkender Elektronen aus den niedrigsten besetzten Drehim-
pulsorbitalen in den niedrigsten s + 1 Landau-Niveaus. Der kompakte Zustand ist

definiert durch ein System von Zahlen
[No, N1, o, NgJ, D N, =N (4.24)

Die Elektronen besetzen die Ng niedrigsten Orbitale im s-ten Landau-Niveau. Der
CF-Zustand, resultierend aus dem Anbringen von Fluflquanten, wird geschrieben als
[No, N1,..., Ng]cr. Die Laughlin-Zustéinde [N]cp gehoren ebenfalls in diese Klas-
se. Mit exakter numerischer Diagonalisierung wurde nun gezeigt, dafl die Eigen-
zustinde wechselwirkender Elektronen sehr nahe an den nicht-wechselwirkenden
CF-Zusténden sind. So ist z.B. fir N = 6 der Uberlapp fiir Grundzustéinde bei
L = 35,39,45 mit den entsprechenden CF-Zustéinden 0.991 fiir [4,2]cr, 0.994
fir [5,1]cr und 0.986 fiir [6,0]cr. Das heifit, dafi die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen der Grund ist fiir die Bildung von Composite Fermions. Das Sy-
stem aus Composite Fermions ist ein freies, nicht-wechselwirkendes Mehrteilchen-
System. Es ist aber sehr unterschiedlich zum System aus antisymmetrisierten nicht-
wechselwirkenden Elektronen, d.h. Slater-Determinanten.

4.3 Vergleich mit den anderen Ansitzen

Die Wellenfunktion (4.10) erlaubt keine einfache Zerlegung in Einteilchen-Wellen-
funktionen wie in Abschnitt 4.1 mehr. Sie ist keine Losung des freien Mehrteilchen-
Hamiltonians mehr. Trotzdem muf sie sich weiterhin zerlegen lassen in Determi-
nanten der Form

N
, 0<mp<---<mpn (425)

mN mn
21 ZN
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mit unterschiedlichen Vorfaktoren, also als Linearkombination dieser Determinanten
schreiben lassen, denn diese spannen den Raum aller antisymmetrischen Funktionen
in den z; auf.

Fiir die Vorfaktoren interessieren wir uns ganz besonders, denn deren relative Grofle
gibt uns einen Hinweis auf bevorzugte Konfigurationen. Wir hoffen zu sehen, daf}
Konfigurationen mit Blocken bevorzugt werden, und dies vielleicht sogar in der
gleichen Weise wie in unserem kombinatorischen Modell aus Kapiel 3. Dazu haben
wir ein kleines MAPLE-Programm geschrieben. Es erzeugt im ersten Schritt alle
Zerlegungen eines vorgegebenen, festen J in N unterschiedliche Werte. Dies seien
B Stiick:

L, =[j1,752,---,Jn], i=1,2,...,B (4.26)

Fiir jede J-Zerlegung wird die zugehorige Slater-Determinante samt Normierung
erzeugt

1

= ML) = —————| s
V [Ti=y n'27% A

Dann wird mit dem Polynom (4.10) und der Linearkombination aus den Slater-
Determinanten die Gleichung

(4.27)

B
b= A =0 (1.28)
1=1

gebildet. Mit MAPLE ordnen wir diesen Ausdruck nach z-Potenzen und l6sen der
Reihe nach fiir die Vorfaktoren die Gleichungen

(4, —C;) =0 (4.29)

Als Ergebnis erhalten wir die Vorfaktoren als A;, die auch negativ oder null sein
konnen. Als Gewichtung fiir die Konfiguration y; betrachten wir A?. Als Beispiel
folgt hier eine sortierte Liste mit Konfigurationen und ihren quadrierten Vorfaktoren
fir N =5 und J = 30.

0.1465 [0,6,7,8, 9]
0.0941  [4,5,6,7, 8]
0.0717 [1,5,7.8, 9]
0.0538 [1,2,8,9,10]
0.0461 [2,5,6,8, 9]
0.0448 [0,5,7,8,10]
0.0418 [3,5,6,7, 9]
2,3,6,9,10]
]
]
]
]
]
]
]

0.0350 |

0.0345 [3,4,6,7,10
0.0290 [1,3,7,9,10
0.0290 [1,4,7,8,10
0.0290 [0,4,7,9,10
0.0281 [3,4,5,7,11
0.0262 [2,4,6,8,10
0.0253 [0,5,6,8,11

Generell haben wir bemerkt, daf§ die Wellenfunktion dhnliche Eigenschaften auf-
weist, wie die in Kapitel 3 erhaltenen. Dort wie hier werden Block-Konfigurationen
bevorzugt. In der Laughlin-Wellenfunktion werden jedoch zusétzlich Konfiguratio-
nen bevorzugt, die ein regelmiifliges Orbital-Besetzungsmuster zeigen (siehe vorletz-
te Zeile im Beispiel).
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Aus den gewichteten Konfigurationen lassen sich Plots der radialen Wahrschein-
lichkeitsverteilung erstellen. Diese haben erwartungsgeméif groffe Ahnlichkeit mit

0.3 |

© B a 6 8 10 12 1a 16

denen aus Kapitel 3. Wir haben hier wie dort keine Phaseneffekte beriicksichtigt,
und diese tauchen in einer radialen Wahrscheinlichkeitsverteilung auch nicht auf.

Um die Phaseneffekte zu beriicksichtigen, sehen wir uns die Korrelationsfunktion
p(z1, 22) der Laughlin-Wellenfunktion an, wobei wir z; festhalten und zo graphisch
darstellen. Man beachte, daf die Korrelationsfunktion ein Polynom in z; und zs ist.
Um dieses zu gewinnen, gehen wir aus von der Integralform der Korrelationsfunktion

p(21,22):/d23...dZN U (z1,...,2n8) (4.30)

wobei ¥ die Linearkombination aus den Slater-Determinanten, die wir oben ausge-
rechnet haben.

B
\I/(Zl,...,ZN) :ZCixi(zl,...,zN) (431)
i=1
Die Einteilchen-Wellenfunktionen
. 1 9
45 = 2 exp(—52l?) (4.32)
aus denen die Slater-Determinanten gebildet sind, sind orthogonal

(Wilhj) = 04 (4.33)

Nun betrachten wir einen Term des Betragsquadrates. Er hat ohne den Exponenti-
alanteil die Form
(o7} ﬁj
C{a} sz C{g} HZ]- (4.34)
i J

Bei der Integration bleiben nur solche Terme {ibrig, in denen die Exponenten der z;
genau gleich denen der z; sind (i = 3,..., N), die anderen verschwinden wegen der
Orthonormalitdt. Unter diesen Termen gibt es im allgemeinen wiederum mehrere
mit gleichen Potenzen in z; und z». Diese klammern wir aus und kénnen so schreiben

p(z1,22) = /dz3 coodzy C{Q}C{g}z_lalz_go‘Zzlﬁlel H z_iaizfj

B
Z Cim ™z 20 2 (4.35)
i=1
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mit einem neuen Vorfaktor C;, der sich aus Normierungsfaktoren und Gewichtungen
von Konfigurationen Cy,} zusammensetzt. B ist hierbei die Anzahl der unterschied-
lichen Konfiguration in z; und z. Als Beispiel zeigen wir hier das Polynom zu N = 3
und v = 1/3.

pp-nu3_N& := (46080 }—zl?’ +320212 — 321 22° + z23|2

+3840 | =3 211 + 6217 20 — 621 25° + 32|

+384 |-32° + 15212 22 — 152° 2% + 32°°

+ 48 —216 — 6215 zo+ 15 214 222 — 15 224 212 + 621 225 + 226|2

+8 |—3 Z16 2o + 15 223 214 —15 Z13 224 + 321 226|2

+2 |—3216 292 4+ 6212 29° — 6215 29° + 3 29 212|2
+ |—216 Z23 +3 215 Z24 — 3214 225 + 213 226|2)€(_1/2 ‘Zl‘z) 6(_1/2 ‘Zz‘z) (436)

Polynome fiir mehr Teilchen und kleinere Fiillfaktoren werden schnell unhandlicher.
Fiir die graphische Darstellung wihlen wir ein reelles z1 = rg so, daf}

J 3N(N-1) 3(N-1)

ro=Val, J=+="mm— = S (4.37)

sich also ein mittleres j ergibt.

Abbildung 4.1: Paarkorrelation fiir N =3 und v = 1/3

An den Bildern sieht man erneut, daf§ die Laughlin-Wellenfuktion viel “fliissigere”
Zusténde liefert, als dies bei entsprechenden Quantenpunktzustinden der Fall wére.
Eine interessante Eigenschaft, die wir nicht vorhergesehen haben, ist, dafl die Hohen
von Peaks zu 1y hin zunehmen. Man kann dies so interpretieren, dafy die Teilchen,
die die Laughlin-Wellenfunktion beschreibt eine adhésive Wirkung haben, also die
Neigung zu “klumpen”. Abschliefend 148t sich sagen: Die Wellenfunktionen vom
Laughlin-Typ — so gut sie fiir den fraktionierten Quanten-Hall-Effekt sind — sind
zum Thema Quantenpunkte nicht das letzte Wort.



4.3. VERGLEICH MIT DEN ANDEREN ANSATZEN

Abbildung 4.4: Paarkorrelation fiir N =6 und v = 1/3
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Anhang A

Anhang

A.1 Die 2’s und 9’s in Polarkoordinaten

Hier ist die gleiche Rechnung wie in Abschnitt 1.2 in — dem rotationssymmetrischen
Problem angemessenen — Polarkoordinaten.

1 /. e—\2 1
=5 (p - A) + §mw§r2 (A1)
Wir wahlen natiirlich die Kreuzeichung

= _ = - = 1_ _
B=DBe,, B=rotA, A= _-Bre, (A.2)
2
AuBlerdem haben wir
~ ~ ~ N 1
r=rer, p= —iAV = —ih (erar + e¢—8¢> (A?))
r
Damit ergibt sich, wenn man die Klammer zum Quadrat ausgerechnet hat
h? 1 1 1 _.eB 1 e2B? 1
H=—— (0?24 -0,+ 50> | + =—2ih——0, + — — —71> + —mwir? (A4
2m(r+7’ +7’2 ¢)+2m102¢+2m024r+2mwor (A-4)
Wir kénnen nun setzen _ _
z=re¥, Z=re’'¥, (A.5)
1, 1 -1, 1
0= 56 # (GT — 1;890) 5 0= ie ¥ (87- + 1;649) (AG)
und sehen, daf} diese Operatoren alle wichtigen Relationen erfiillen
22 =12, (A7)
0z=0z=1, 02=0z=0, (A.B)
20 — 20 = 10, (A.9)
05=00= (2420, + L2 (A.10)
T g\ e 2 '
Also ist auch mit dieser Darstellung
on* - 1 - 1
H=—""00+ -hw.(20 — 20) + =mQ?2% (A.11)
m 2 2

593
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A.2 Der energetisch niedrigste N-gon-Zustand

Als klassische Konfiguration mit der minimalen Energie erwartet man fiir wenige
Elektronen (z.B. weniger als acht) eine, wo entweder alle Elektronen in gleichen
Absténden auf einem Kreisring sitzen, oder wo ein Elektron in der Mitte sitzt und
die restlichen auf einem Kreisring. Um dies genauer zu quantifizieren, wollen wir
die Energie des folgenden Zustands minimieren:

N Elektronen sitzen an den Ecken

_ 2m . . (2w, .
riR<cos <Wz),sm <W1>>, i=1,...,N (A.12)

eines regelméfigen N-Gons. Sie stoflen sich ab durch ein Wechselwirkungspotential

o Vv
V(rir)=——= (A.13)
|7 = 7]
Gleichzeitig wirkt das einschliefende Potential
C(r;)=Cr{ =CR" (A.14)

Der Drehimpulsterm, der proportional zu 72 ist, wird nicht extra betrachtet, d.h.
die Elektronen seien in Ruhe. Die zu minimierende Gesamtenergie ist also gegeben
durch

N N
E(R) = NCR° + %Z > v (A.15)

i=1 i£j=1 |7i = 75°

Zur Berechnung der Coulombsumme sehen wir uns Abbildung A.1 an.

Abbildung A.1: Zur Berechnung der Coulombsumme im N-Gon-Zustand.

Die dort dick eigezeichneten Linien représentieren einen Term der dufleren Summe.
Um die gesamte Summe zu erhalten, mufl man lediglich mit N multiplizieren, da
das Problem symmetrisch ist. Die einzelnen Abstéinde zwischen den Teilchen sind
wie aus der Abbildung ersichtlich gegeben durch

|?Z-—?N|:2Rsin<%i), i=1,...,N—1 (A.16)

wodurch sich fiir die Gesamtenergie ergibt

N-1

E(R) = NCR® + (A.17)

1
2(2R)? sin® (£1)

i=1

=R
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Interessanterweise 1at sich die Summe

N-1

S(N,w)=>" e (A.18)

1
v 5
— sin (ﬁz

fiir gerade v geschlossen darstellen. Das ergibt sich aus einem Konturintegral iiber
die komplexe Funktion

cot(mnz)

f2) = —=n

C om=1,2,... (A.19)
sin“™(7z)

wobei die Kontur so gewéhlt wird, daf§ die n — 1 einfachen Pole bei

1 2 -1
w=-2..01 (A.20)
n'n n
umrundet werden [52]. So ergibt sich z.B. fiir v = 2
1
S(N,2) = g(N2 —1) (A.21)
Fiir den Fall v = 1 habe ich folgende Integraldarstellung gefunden
N [ |
S(N,1) = — dr —————F+—— A.22
W= 3 [ e (A.22)

Eine geschlossene Formel dafiir zu gewinnen, ist mir jedoch nicht gelungen. Fiir die
Coulombabstofung mufl man also fiir verschiedene Teilchenzahlen N die Summe
S(N,1) numerisch berechnen. Es ergibt sich eine “monotone” Funktion von der
man gar nicht glauben kann, daf} sie keine geschlossene Darstellung erlaubt.

40

.
35 . 4
+
30 . 4
-
25 . B
.
20 - + B
+
15 * g
N
N
10 + B
N
"
5+ + B
N
4

0 . . . . . . . .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Die Gesamtenergie schreiben wir jetzt als

NV

E,(R) = NCR‘+ BYESyT

S(N,v) (A.23)

Dies wollen wir nun noch vergleichen mit den Konfigurationen, wo ein Elektron im
Mittelpunkt sitzt. Die Gesamtenergie 148t sich in diesem Fall schreiben als

En(R) = (N—1)CR+ %S(N L)+ (N]%)V
- (voncr+ Y ;B:)v <2v1+15(N 1) + 1> (A.24)
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Die beiden Fille unterscheiden sich nur durch die Faktoren der beiden R-Potenzen.
Deshalb betrachten wir den allgemeinen Fall

. B
E(R) = AR® + T (A.25)
Um dies zu minimieren leiten wir nach R ab und setzen das Ergebnis gleich 0. Es
ergibt sich als minimierender Radius

Bu\7°
Ro=|— A.26
0 ( Ac ) ( )
also fiir Konfigurationen ohne Teilchen im Mittelpunkt
VuS(N,v) B
Ry = | ———1-~ A.27
0 ( Cc2vtl ) ( )

und fiir Konfigurationen mit einem Teilchen im Mittelpunkt

(Vv (S(N—1,0) =
moo= (g (P 1)) A

Die minimale Energie ist Ey = E(Rp). Wir sehen uns als Beispiel den Fall ohne
Teilchen im Mittelpunkt und ¢ =2, v =2 an:

Ry = {/ & (—(N;j” + 1) (A.29)

Man kann Plots fiir die Funktion
AE(N)=E, — Emno (A.30)

fiir verschiedene Werte von v, ¢, V und C' anfertigen. Man erkennt, daf der Uber-
gang von der Konfiguration ohne Elektron im Mittelpunkt zu der mit Elektron
im Mittelpunkt immer zwischen 5 und 6 Teilchen erfolgt. Fiir mehr als 8 Teilchen
kommt es zur Schalenbildung wie in Abschnitt 2.1 erldutert.

A.3 Konfigurations-Kombinatorik

Ein wichtiger Teil des Programms besteht darin, alle Konfigurationen mit einem
vorgegebenem Gesamtdrehimpuls J zu erzeugen. Wir wollen hier kurz den benutz-
ten Algorithmus darstellen und Anzahlen von damit berechneten Konfigurationen
zeigen, um einen Eindruck von den benotigten Rechenkapazitéiten zu erhalten.

1. Erzeuge die Startkonfiguration indem die /N —1 untersten Orbitale j1,...,jnv—
1 gefiillt werden und das Nte Teilchen in ein Orbital jy gesetzt wird, sodafl

N .
s Ji=dJ.
2. Verschiebe das N — 1-te Teilchen einen Platz nach oben und das N-te einen

Platz nach unten, wodurch J nicht gedndert wird. Wenn dies nicht mehr geht,
weil ein Platz besetzt ist, weiter bei 3, sonst weiter bei 2.

3. Setze das N — 2-te Teilchen einen Platz nach oben und fiille von da ab mit der
Methode aus 1 die hoheren Orbitale, fahre fort bei 2. Wenn dies nicht geht,
weil J zu grof} wiirde, fithre 3 mit dem N — 3-ten, N — 4-ten, ... Teilchen aus.
Wenn auch dies nicht mehr geht, sind alle Konfigurationen abgezahlt.
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Jede Konfiguration braucht beim Programmablauf einen bestimmten Speicher und
eine bestimmte Rechenzeit. In der folgenden Tabelle sind Anzahlen von Konfigura-
tionen aufgelistet fiir verschiedene Werte der Teilchenzahl N und des Gesamtdre-
himpulses J.

N/J |10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
21 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
31 8 33 75 133 208 300 408 533 675 833
4| 5 47 169 411 816 1425 2280 3422 4894 6736
5| 1 30 192 674 1747 3765 7166 12470 20282 31289
6 0 7 110 612 2172 5942 13702 28009 52327 91164
71 0 0 28 300 1579 5731 16475 40340 87816 174696
81 0 O 2 70 638 3319 12450 37638 97539 225132
91 0 O 0 5 123 1076 5708 22380 71362 195666

101 0 0 0 0 7 164 1455 8070 33401 112804
111 0 0 0 0 0 7 169 1586 9373 41373

row

A

— Fio

Die zugehorige Graphik, in der der Logarithmus der Werte aus der Tabelle aufge-
tragen ist, legt den Verdacht nahe, dafl es sich um eine exponentielle Entwicklung
handelt. In der Zahlentheorie existieren Naherungsformeln fiir diese Werte, die wir
aber hier nicht wiedergeben wollen.

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, wire es von Vorteil, wenn die Konfigurationen
gleich nach ihrer Blockanzahl geordnet erzeugt wiirden. Gesucht ist also ein Algo-
rithmus, der alle Konfigurationen mit der fest vorgegebenen Blockanzahl [ erzeugt,
wobei die Teilchenzahl N ebenfalls fest vorgegeben ist und der Gesamtdrehimpuls J
kleiner als eine vorgegebene obere Schranke .J. sein soll. Dafiir brauchen wir zuerst
einen Algorithmus, der alle moglichen Teilchenzahlen pro Block n; erzeugt, wobei
22:1 n; = N. Und dann werden wir einen anderen Algorithmus brauchen, um fiir
jede feste Teilchenzahlverteilung alle moglichen Verschiebungen der 7; der Blocke
Zu erzeugen.

Die erste Aufgabe 16st ein Algorithmus, der alle Moglichkeiten, [—1 Kugeln auf N—1
Plétze zu verteilen, liefert. Das sind (12[:11) Moglichkeiten. Dabei wird der Abstand
zwischen den Kugeln ¢ und 7 4 1 als Teilchenzahl n,; des i-ten Blocks interpretiert.
Die Kugel 1 ist dabei der linke Rand und die Kugel [ der rechte.

1. Erzeuge die Startkonfiguration indem die ersten [ — 1 Plétze von links gefiillt
werden.

2. Verschiebe die | — 1-te Kugel einen Platz nach rechts solange bis der rechte
Rand erreicht ist.

3. Verschiebe die | — 2-te Kugel einen Platz nach rechts und fiille ab da die
nachfolgenden Pliatze mit den restlichen Kugeln, weiter bei 2. Wenn dies nicht
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geht, versuche 3 mit der [ — 3-ten, [ — 4-ten, ... Kugel. Wenn auch das nicht
mehr geht, sind alle Moglichkeiten abgezéhlt.

Nun zum zweiten Teil. Wir haben jetzt eine feste Verteilung der n; und miissen
damit alle Verteilungen der 7; erzeugen, sodafl

l l
J = Z‘]Z = anjz < JC (A31>
=1 =1

Wir gehen hier dhnlich vor wie eben, nur dafl wir J bei jeder Verschiebung berechnen
miissen, um zu wissen, wann J. erreicht ist.

1. Erzeuge die Startkonfiguration indem die ersten [ Plitze von links gefiillt
werden. Berechne das dazugehérige J.

2. Verschiebe den [-ten Block einen Platz nach rechts: 7; wird um 1 und J wird
um n; erhoht. Solange, bis J > J..

3. Verschiebe den [ — 1-ten Block einen Platz nach rechts und fiille ab da die
nachfolgenden Plitze mit den restlichen Blocken, weiter bei 2. Wenn dies
nicht geht, weil J > J. versuche 3 mit dem [ — 2-ten, | — 3-ten, ...Block.
Wenn auch das nicht mehr geht, sind alle Moglichkeiten abgezéhlt.

Es ist interessant zu sehen, wieviele Konfigurationen man einspart, wenn man fiir N
Teilchen Konfigurationen mit N, N — 1, N — 2, ... Blocken nicht beriicksichtigt. In
der folgenden Tabelle ist das Verhéltnis von der vollen Anzahl der Konfigurationen
zu eingesparten Varianten fiir verschiedene Teilchenzahlen N jeweils fiir J = 100
aufgelistet.

N/M 3 4 5 6 7 8 9
6 | 34585 284780 955852 1491154 - - -
7| 28906 259254 1017626 1995178 2390441 - -
8 | 22454 205246 854171 1853117 2482666 2608967 -
9 | 16047 141877 582985 1281826 1776456 1918803 1931266

A.4 Das Potential zweier Blocke

Im kombinatorischen Modell aus Kapitel 3 wird die potentielle Energie zweier Blocke
“klassisch” berechnet, hief} es. Ein Block bestand dort aus n dquidistant auf einem
Kreisring mit Radius r angeordneten Elektronen, sodal wir also (ohne Selbstenergie
der Blocke) berechnen miissten

ny n2 2

Via(¢) = 2267

i=1 j=1 710 = 721

ni ng

=y < (A.32)

Pl /12 + 12 = 2r1r9 cos(d1i — poj — B)

Hierbei kénnen wir wihlen ¢1; = 27i/nq und ¢o; = 27 /ne, miissen dann aber noch
eine Drehung um ¢ fiir einen der beiden Blocke zulassen. Wir sehen also, dafl die
potentielle Energie Vi2(¢) auf diese Weise berechnet, abhéingig ist von einem Para-
meter, den wir in unser Modell nicht einbauen wollen, weil z.B. eine Minimierung in
¢ zu viel Rechenzeit kosten wiirde. Wir umgehen diese unerwiinschte Abhéngigkeit
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indem wir {iber ¢ mitteln.

Vi, = % O%dd) Via (o)
ny n2 21 2
- % ;;/o 0 Vi3 - 2T1T;COS(¢” 92 =9)
ny n2 27
- %2;/0 “ V413 —e;mcos(‘b)'
27
= %/0 @ \/r%+r§nin22:12r2 cos(¢) Y

Dieses Integral hitten wir auch auf andere Weise erhalten konnen, némlich als
Potential zweier d-Ringe. Dazu berechnen wir zuerst den Normierungsfaktor eines
0-Rings mit Ladung ne

ne
2TR

/d37" Ad(r — R) =ne, A= (A.34)

und damit die potentielle Energie zweier Ringe als

!/ !/
Vip = / & / Py, A~ Tanaed(rs 1) (A.35)

47T27’1T2|?1 — ?2|

was, wie man sieht, genau auf (A.33) fithrt. Dieses Integral ist ein elliptisches Inte-
gral erster Ordnung und hat als Losung die elliptische Funktion erster Ordnung

/02de . __1 K(Qm) (A.36)

1+ 13 = 2rrgcos(z) T1H T2 1+ T2

Eine einfache numerische Berechnung dieser Funktion ist im Prinzip moéglich. Dazu
benutzen wir den Zusammenhang mit der Hypergeometrischen Funktion

. 11 . 5
K(k)2F<2,2,1,k> (A.37)
und deren Reihenentwicklung
= T b T
F(a,b;c;x) = Z M:cr, (a)r =ala+1)(a+2)...(a+7r—1) (A.38)

= (o)
Leider konvergiert die Reihe fiir k£ nahe an 1 sehr langsam, und solche Werte kommen
in unserem Fall hdufig vor. Auch eine Umstellung mit Transformationsformeln fiir
die Hypergeometrische Funktion bringt keine besseren Konvergenzeigenschaften.
Es bleibt als einfacher Ausweg nur die numerische Integration mit Stiitzstellen oder
der Gebrauch von vorgefertigten Bibliotheksfunktionen, wobei wir uns hier an der
einzigen Stelle im gesamten Programm fiir letzteres entschieden haben.

Obwohl wir obigen Parameter ¢ im Programm nicht benutzen, ist es interssant, zu
untersuchen, welchen Unterschied es gemacht hitte, wenn wir die Energie in ¢ mi-
nimiert hiatten. Dazu dienen folgende Abbildungen A.2; in denen das Verhéltnis von
Energien dargestellt ist, die jeweils mit Minimierung und ohne berechnet wurden.

Dabei beobachtet man insbesondere bei ganzzahligen Verhiltnissen der Teilchen-
zahlen der beiden Ringe, dafl sich die Energie erheblich reduzieren lésst. Das liegt
natiirlich daran, daf genau dann alle Elektronen auf einem Ring den Abstand zu
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Abbildung A.2: Verhéltnisse von nicht-optimierter zu optimierter Energie zwischen
zwei Blocken. Links oben der Fall von 4 und 3 Teilchen. Rechts oben zum Vergleich
fiir 4 Teilchen in beiden Blocken. Unten links dasselbe fiir 6 und 5 und unten rechts
fiir 6 und 6 Teilchen.
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denen auf dem anderen Ring maximieren kénnen, wiahrend es bei nicht-ganzzahligen
Verhiltnissen innerhalb eines Rings immer Elektronen gibt, die ungiinstiger plaziert
sind als andere. Dieses Verhalten ist interssant in Bezug auf Wigner-Kristallisation,
weil dadurch bei grofien Teilchenzahlen soetwas wie ein hexagonale Gitter entsteht.
Das aber natiirlich erst, wenn die Elektronen sowieso schon klassisches Verhalten
zeigen. In unserem Modell miissen wir aber quantenmechanische Effekte beriick-
sichtigen und dazu gehort eine “Verschmierung” der Elektronenzustédnde, was wir
eben dadurch modellieren, dafl wir iiber ¢ mitteln.
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