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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird der Zusammenhang zwischen Vierpunkt-
Korrelationsfunktionen auf der Ebene und Null- und Einpunktamplituden auf dem
Torus in den minimalen Modellen mit der zentralen Ladung ¢ = 1/2, ¢ = —22/5,
¢ =17/10 und ¢ = 4/5 untersucht. Dabei werden ausschliefslich Vierpunktfunktionen von
konformen Feldern, die auf dem zweiten Level degeneriert sind, betrachtet, so dass die
konformen Blocke dieser Korrelationsfunktionen als Losungen der hypergeometrischen
Differentialgleichung gegeben sind. Es zeigt sich, dass man unter der gemachten Annahme
iiber die modularen Gréfien nicht alle Vierpunktfunktionen der betrachteten Theorien
sinnvoll durch die zugehoérigen minimalen Charaktere ausdriicken kann. Auf Grund
dessen wird ein Ansatz zur Verallgemeinerung der modularen Gleichung formuliert: Es
wird gezeigt, wie der verallgemeinerte modulare Parameter auf natiirliche Weise durch
bestimmte Korrelationsfunktionen der jeweiligen minimalen Theorie ausgedriickt werden
kann. Anschlieflend werden einige numerische Berechnungen mit neuen modularen Gréfsen

wiederholt.

Abstract

In the presented work the relation of CFT four-point correlation functions on the plane to
torus zero- and one-point amplitudes in the minimal models with central charge ¢ = 1/2,
¢c=—22/5¢="7/10 and ¢ = 4/5 was studied.

We focus here The centre solely on four-point functions of conformal fields which are
degenerate at level two. As a consequence, the conformal blocks of these correlators are
given as solutions to the hypergeometric differential equation. It shows that the modular
parameter used to compute the four-point correlators in terms of minimal characters yields
only in a few cases the desired result. Hence, a generalized modular equation is formulated.
We show how the generalized modular parameter can be chosen as a characteristic of each
minimal model mentioned above. In the concluding chapter some numerical calculations

with the new modular quantities are performed.
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1 Einleitung

Konforme Feldtheorie hat sich in den letzten zwanzig Jahren zu einem bedeutenden Gebiet
der modernen theoretischen Physik entwickelt, das eine zentrale Rolle bei der Beschreibung
von Phaseniibergéingen in zweidimensionalen Systemen sowie in der String-Theorie spielt.
Das Fundament fiir diese Entwicklung wurde 1984 von Belavin, Polyakov und Zamolodchikov
mit ihrer Arbeit |5] gelegt. In der Veroffentlichung wird u. A. gezeigt, wie zweidimensionale
konforme Feldtheorien konstruiert werden kénnen, die vollstdndig 16sbar sind. Diese wurden
seitdem mit zahlreichen statistischen Systemen am kritischen Punkt identifiziert und als
minimale Modelle bezeichnet.

Die endlich erzeugte Gruppe der konformen Transformationen in d > 2 Dimensionen erlaubt
nicht viel mehr Riickschliisse auf die Gestalt der Korrelationsfunktionen als die Skalenin-
varianz allein. In dem zweidimensionalen Fall dagegen definiert jede in einer Umgebung
holomorphe Abbildung eine lokale konforme Transformation, so dass die Algebra der kon-
formen Gruppe unendlichdimensional wird. Die damit verbundene Vielzahl an Symmetrien
begriindet die bemerkenswerte Reichweite der zweidimensionalen konformen Feldtheorie bei
der Beschreibung von kritischen Phdnomenen in zweidimensionalen statistischen Systemen.
Von besonderem Interesse sind zweidimensionale konforme Feldtheorien, die nicht auf der
Ebene (genauer: auf der Riemannschen Sphére), sondern auf einer Riemannschen Fléche
hoheren Geschlechts formuliert sind. Dies ist nichts Aufsergewohnliches in Anwendungen
auf die String-Theorie |32}21,28]|, etwa die Berechnung von Multiloop-Amplituden bei der
Beschreibung von wechselwirkenden Strings. Aber auch in Euklidischen Feldtheorien im
Kontext der kritischen Phianomene spielt der einfachste nichtsphérische Fall, eine Riemann-
sche Flache vom Geschlecht g = 1, der Torus, eine wichtige Rolle [7,[23]. So werden bei der
Untersuchung von experimentell relevanten Prozessen meistens Systeme in einem Raum endli-
chen Volumens betrachtet (etwa Phaseniibergang auf einer rechteckigen Oberflache endlicher
Ausdehnung). Um die endliche Ausdehnung zu beriicksichtigen, werden die zu beschreibenden
Systeme periodischen Randbedingungen unterworfen, die formal zu der Torus-Topologie
fithren. Aufferdem hat die Forderung nach Konsistenz der Formulierung der Theorie auf dem
Torus wichtige Konsequenzen fiir die Struktur der Theorie auf der Ebene zur Folge: Aus der
modularen Invarianz der Zustandssumme auf dem Torus kénnen Einschréinkungen fiir den
Operatorgehalt der Theorie auf der Ebene gefolgert werden, welche eine Klassifizierung der
minimalen Modelle erlauben.

Im Gegensatz zur Riemannschen Sphére stellt sich die Berechnung der Korrelationsfunk-
tionen auf dem Torus als eine komplizierte Aufgabe heraus. Auf Grund dessen stellt man
sich die Frage, ob sich Torus-Korrelationsfunktionen durch Vergleich mit Korrelationsfunk-
tionen auf der Ebene berechnen lassen. In [26] wird von V. G. Knizhnik gezeigt, dass eine

kompakte Riemannsche Fliche hoheren Geschlechts stets als n-fache verzweigte Uberlage-



rung der Riemannschen Sphére dargestellt werden kann. Dabei werden die entsprechenden
Verzweigungspunkte durch geeignete sogenannte Vertex-Operatoren simuliert. Dies hat zur
Folge, dass Korrelationsfunktionen auf einer Riemannschen Fléche héheren Geschlechts durch
Korrelationsfunktionen auf der Riemannschen Sphéire mit eingesetzten speziellen Vertex-
Operatoren ausgedriickt werden konnen. Diese Idee von Knizhnik wird in [14] aufgegriffen
und am Beispiel der konformen Feldtheorie mit der zentralen Ladung ¢ = —2 diskutiert.
Es wird gezeigt, dass sich Vierpunkt-Korrelationsfunktionen auf der Ebene mit mindestens
einem auf dem zweiten Level entarteten Feld durch Nullpunktfunktionen auf dem Torus
ausdriicken lassen. Der in diesem Falle verzeichnete Erfolg (insbesondere die Einfachheit der
Ausdriicke betreffend) ist primér auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass es die priméren Felder
der Theorie sind, die eine unmittelbare geometrische Interpretation zulassen: Sie simulieren
Verzweigungspunkte oder Pole in der komplexen Ebene und erzeugen somit eine verzweigte
Uberlagerung der Riemannschen Sphire, die gerade einem Torus entspricht. Dies muss in
anderen konformen Feldtheorien nicht zwangslaufig der Fall sein. Letzteres hat zur Folge,
dass die den Zusammenhang — im Falle seiner Existenz — beschreibenden Ausdriicke eine
kompliziertere Gestalt annehmen kénnen.

Den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit liegt die Behauptung zugrunde, dass sich
die in |14] vorgestellten Ergebnisse auch in minimalen Modellen erzielen lassen. Die dabei
untersuchten Theorien sind: das Ising-Modell, das Lee-Yang-Modell, das trikritische Ising-
Modell sowie das Dreizustand-Potts-Modell. In jedem der genannten Modelle wird nach
einer Beziehung zwischen Vierpunkt-Korrelationsfunktionen auf der Ebene mit mindestens
einem auf Level 2 entarteten Feld und Linearkombinationen von Torus-Nullpunktfunktionen
gesucht.

In Kapiel 2 dieser Arbeit werden einige fiir die Untersuchung der Vierpunktfunktionen
wichtige theoretische Grundlagen erarbeitet.

In dem darauffolgenden Kapitel werden Ergebnisse der Untersuchung von oben genannten

minimalen Modellen vorgestellt.



2 Grundlagen der zweidimensionalen konformen Feldtheorie

Der folgende Abschnitt ist den Grundlagen der zweidimensionalen konformen Feldtheorie
gewidmet. Zu Beginn wird der Begriff der konformen Invarianz und der Gruppe der Symme-
trietransformationen diskutiert. Anschliefend wird sowohl auf die Struktur als auch auf die
Darstellungstheorie der Algebra dieser Symmetriegruppe eingegangen. In den Unterkapiteln
2.5 und 2.6 werden zum einen die minimalen Modelle eingefiihrt, die im Mittelpunkt der
folgenden Untersuchungen stehen werden, zum anderen wird der Zusammenhang der vorigen
Ergebnisse mit Korrelationsfunktionen besprochen. Es werden speziell Vierpunktfunktionen
auf der Ebene betrachtet, und es wird gezeigt, wie und unter welchen Voraussetzungen sich
diese als Losungen der hypergeometrischen Differentialgleichung bestimmen lassen. Abschlie-
fsend wird auf konforme Theorie auf dem Torus und einige Konsequenzen der modularen

Invarianz eingegangen.

2.1 Radiale Quantisierung

Im Rahmen des Operatorformalismus der zweidimensionalen konformen Feldtheorie muss
zwischen der Raum- und der Zeitrichtung unterschieden werden. Die Wahl dieser speziellen
Richtungen fiihrt zu der sogenannten radialen Quantisierung. Man geht von Minkowski-
Koordinaten mit kompaktifizierter Raumrichtung aus, (2% z') ~ (2°, 2! + 27). Die Ko-
ordinatenflache kann also als die Oberflache eines Zylinders angesehen werden. Nach der
Wick-Rotation (z°,2!) — (z!,i2%) = (2!, 2?) erhilt man die Euklidischen Koordinaten

1 2

(z1, 2?) auf dem Zylinder. Man fiihre nun die komplexe Verinderliche z = x! — ix? ein und

betrachte die Abbildung

2 ezz — 6:): —+121

Diese bildet den Zylinder gerade auf die Riemannsche Sphiare S = C U {oo} ab, sodass

1 —00) 0, (2!, 00) + oo, und die konzentrischen Kreise um den Ursprung der komplexen

(x
Ebene sind dann Linien gleicher Zeit [31].

Zweidimensionale Theorien werden iiblicherweise in den als unabhéngig anzusehenden Varia-
blen z,Z = ' T iz? formuliert. Man beachte, dass Z dabei nicht die zu z konjugiert komplexe
Zahl zx ist, sondern eine unabhéngige komplexe Veranderliche. Der physikalische Raum ist

die zweidimensionale Untermannigfaltigkeit, gegeben durch z = zx [17].

Radialordnung

Wird eine Feldtheorie auf dem Zylinder in Minkowski-Koordinaten formuliert, so werden
Produkte von Operatoren zeitgeordnet, damit man fiir ihre Erwarungswerte (insb. Greensche
Funktionen) sinnvolle Ergebnisse erhélt (anderenfalls konnte der Ausdruck nach einer Wick-

Rotation in Euklidische Koordinaten unbeschrénkt wachsen). Geht man zu der Formulierung



auf der Ebene iiber, so wird die Zeitkoordinate auf die radiale Koordinate abgebildet, und es

ergibt sich mit denselben Argumenten die Radialordnung [31]:

A(z,z2)B(w,w

B(w,w)A(z,z), fir |w| > |z|

~—

, fiir |z w
R(A(2, %) B(w, ©)) = 2> w

2.2 Lokale und globale konforme Symmetrie

Eine infinitesimale Transformation
Z— z+E€, Zr—Z+ €
ist genau dann konform, wenn
0ze =0 und 0,€=0

gilt, d.h. wenn € eine beliebige Funktion von z (unabhéngig von Z) und € eine beliebige
Funktion (nur) von Zz ist:

€ = €(z), eE=¢(2) .

Die zweidimensionalen konformen Transformationen stimmen somit mit analytischen Koordi-

natentransformationen
2 f(z),  zZe f(2)

iiberein, deren lokale Algebra unendlichdimensional ist [19]. Die obige Definition einer
konformen Transformation ist lokal, da nicht gefordert wird, dass diese {iberall wohldefiniert
und umkehrbar ist. Diejenigen lokalen Transformationen, die die genannten zusétzlichen
Eigenschaften haben, werden als global bezeichnet; sie bilden eine Untergruppe, die man als
spezielle konforme Gruppe bezeichnet. Es handelt sich um die infinitesimalen Transformationen

2= z+E€, 2zt €z, 2z +e2? .

Die endliche Form dieser Transformationen ist

z
— .
1— 0z

z— 2+ a, Z = Az, z

Die ersten beiden Abbildungen beschreiben Translationen, Rotationen und Skalentransforma-
tionen. Die letzte ist als spezielle konforme Transformation bekannt. Alle drei kombiniert
ergeben die allgemeine Gestalt der globalen konformen Transformationen:

az+b

= — - :1. 1
f(2) ot d a,b,c,d e C, ad — be (1)



Diese Transformationen konnen mit den Elementen der Gruppe SL2(C)/Zy identifiziert
werden |17,[31].
Priméire Felder

Ein Feld @ heift primdr vom konformen Gewicht (h,h), falls es sich unter einer analytischen

Koordinatentransformation z — f(2), z — f(2) wie folgt verhlt:

o700 - (L) (L) " aten. ®)

Die infinitesimale Form dieser Transformation lautet

8ec®(2,2) =P (2,2) — D(2,2)

_ (3
= (h0.€(2)D(2, 2) + €(2)0.P(2, 2)) + (hO:6(2)D(2, 2) + €(2)0:P(2, Z)) . )

Felder, die die Tranformationseigenschaft bzw. nur beziiglich der globalen Untergruppe
SLy(C)/Zs zeigen, werden als quasi-primdr bezeichnet |17].

Aus ist ersichtlich, dass die Transformation beziiglich der Variable z unabhéngig von 2
ist und umgekehrt. Deshalb wird in der vorliegenden Arbeit oft der Einfachheit halber nur
die z-Abhéngigkeit berticksichtigt. Auf Grund der genannten Entkopplung zwischen dem
holomorphen und dem antiholomorphen Freiheitsgrad konnen die Ausdriicke immer leicht

vervollstandigt werden.

2.3 Die Virasoro-Algebra

An dieser Stelle wird kurz auf die Struktur der Algebra der lokalen konformen Transformatio-

nen eingeganden.

Modenentwicklung

Einem quasi-priméren Feld @ vom Gewicht (h, h) kann die Modenentwicklung

D(z,z) = Z z_m_hé_"_;’@mm (4)
m,n
mit
B = B

zugeordnet werden. Dies kann formal als eine Laurant-Reihenentwicklung angesehen und

entsprechend umgekehrt werden [17]:

1 .1 T _
D = By Odz Zmth 127riy€dz Fnth 1@(2,2) . (5)



Konforme Generatoren

In den komplexen Koordinaten z, z ist der Erhaltungssatz 0#T,, = 0 dquivalent zum
Gleichungssystenﬂ

aZTzz + azTEz =0
VAN 8ZT55 + agTZg =0.

Da der Energie-Impuls-Tensor spurfrei ist, 7%, = 0, ist
Tz% = T,Ez =0 )

und es folgt insgesamt
82Tzz == 0, 8ZT2* = O .

Die zwei nichtverschwindenden Komponenten von 1" sind somit rein holomorph bzw. rein

anti-holomorph. Man setzt daher

Der Generator einer infinitesimalen konformen Transformation (z,z) — (z + €(z), Z + €(2))

kann wie folgt definiert werden:

Qee = Qe+ Qe = 5~ Pld=e(IT() +dze(2)T() O
Somit ergibt sich fiir ein Feld @(z):
5 2(2) = [Q0 2()] (7

Der Energie-Impuls-Tensor besitzt die Modenentwicklung

1
T(z) = Z 2L, L,= 5 dz 2" (2) ;
T
5 (8)
() =S 5" 2L, L= —— ¢z T
‘ " " omi

Mit

1 In den genannten Koordinaten hat der metrische Tensor die Gestalt g., = gzz = 0, g,z = gz, = %



folgt fiir den Generator

Qe = Z €nLn, Qe = Z EnEn
n n

Somit erzeugen die Operatoren L,,, L, konforme Transformationen auf dem Hilbert-Raum

der Zusténde; sie erfiillen die Virasoro-Algebra

[Lna Lm] = (TL - m)Lner + 12 (’I’L2 - 1)5n+m,0 )
[I/na Em] = (TL - )Lner + En(n - 1)6n+m,0 s (9)

Die Konstante ¢ wird als zentrale Ladung der Theorie bezeichnet. Jede konform invariante
Quantenfeldtheorie bestimmt eine Darstellung der Algebra @ mit einem bestimmten Wert
von ¢ |17}19].

Die Untergruppe SL2(C) der global definierten konformen Transformationen wird erzeugt von
{L_1,Lo, L1}V {I:,l, Lo, [:1}. So generiert beispielsweise Lo+ Lg die Skalentransformationen
(z,2) — Az, Z), die in radialer Quantisierung gerade die Zeittranslationen sind. Somit ist
Lo + Lo proportional zum Hamiltonian des Systems.

Bei der Berechnung des Kommutators geht man wie folgt vor:

[Qe, B(w, 0)] = 2;' f dz €(2)T(2)B(w, @) — % 7{ dz e(2)B(w, H)T(2)
|2|>|wl| |z|<|w]
— 2L { dz e(2)R (T (2)P(w,w)) (10)
ENTINE |<|w|
1 _
- y{dze T(2)d(w, D)) |

wobei in der letzten Zeile entlang einer Kreislinie um w integriert wird. Das Integral ist
nur wohldefiniert, wenn das radialgeordnete Operatorprodukt in einer Umgebung von w
analytisch ist. Also konnen wir das Produkt auf einem Kreisring um w in eine Laurent-Reihe

entwickeln:

10



Aus den Gleichungen , @ und ergibt sich mit der Cauchy-Formel O_s = h®(w, w),

O_1 = 0y®(w,w), O, =0 fiir n < 2 und somit insgesamt

h _ 1
w2 w)Qgﬁ(w,w) + p—

R(T(2)®(w, w)) =

= (2 —w)" L B(w, @) .
n=0

Ou®(w,m) + Y (2 —w)"Op
n=0

(11)

Diese Operatorproduktentwicklung spiegelt eindeutig das Transformationsverhalten von @

unter der Gruppe der lokalen konformen Transformationen wider und kann alternativ als

Definition eines priméren Feldes verwendet werden. Felder, die in ihrer Operatorproduktent-

wicklung mit dem Energie-Impuls-Tensor Singularitédten hoherer Ordnung aufweisen, heifsen

sekunddre Felder |31].

Die Felder E_ngﬁ werden als die vom priméren Feld @ abgeleiteten Felder bezeichnet, sie

haben die Gestalt

e (1
5 —

- 2mi w)n—1

T(z)P(w,w) .
Aus und erhélt man mit Cauchy-Formel

[Ln, p(w, @) ! %dz P <h2¢(’w7fw) + W)

T 2mi

und analog

_ ) 1 . h L 0p(w, w

[Ln, p(w,w)] = M%dzz H <(22¢(waw) + (ww))
= h(n+ D)w"¢(w,w) + 0" dp(w,w) .

Es gilt insbesondere

(L1, 6(0,0)] = [Ln, (0,0)] =0 ¥n >0

und

[Lanb(OaO)] = hgb(0,0), [E07¢(070)] = B¢(Oa0) :

11

(12)

(14)



2.4 Hochstgewichtsdarstellung und abgeleitete Zustande

Der Hilbert-Raum der Zustdnde wird ausgehend vom Vakuumzustand |0) aufgebaut. Aus

der Forderung, dass

T(2)[0) = Y 2" 2Ly|0)

n

(sowie die antiholomorphe Komponente) regulér bei z = 0 ist, ergibt sich
Lp|0) = L,)0) =0 fiirn>—1.

Man betrachte ein konformes Feld ¢(z) vom Gewicht (h,0). Fordert man auch hier die

Analytizitiat von

$(2)[0) = D 27" "9n|0)

n
in z =0, so folgt
¢n =0 Vn>-h+1.

Aus erhélt man
(L, om] = 1%dw W' (h(n 4+ Dwd(w) + w1 op(w))
2me
1
- 7{ duw (h(n+ D™ g (w) + 9w g(w))
- fdw ((h +m + n)w“m*"’lqﬁ(w)) (17)
— (n(h—1)—m) QLM fdww<n+m>+h—1¢(w)
= (n(h = 1) = m) npm -
Hieraus folgt, dass der Zustand |h) = ¢(0)|0) = ¢_4|0) ein Eigenzustand von Lg ist:

Lolh) = Lo¢—1|0) = h|h) .

Diese Beobachtung lasst sich verallgemeinern: Der vom konformen Feld ¢(z, z) vom Gewicht
(h, h) erzeugte Zustand
|, 1) = $(0,0)[0)

hat nach , die Eigenschaft

Lolh, k) = hlh, k), Lolh, k) = hlh,})
Lo|h,B) = Lolh,h) =0 Y >0

12



und wird als Hochstgewichtszustand bezeichnet. Hochstgewichtszusténde sind daher Eigenzu-
stdnde des Hamiltonian Ly + Ly.

Aus und @D folgt

[L07¢m] = _m¢m )
(Lo, Lin] = —mLy, .

Die Operatoren L, ¢, erniedrigen bzw. erhhen somit das konforme Gewicht eines Eigen-
zustandes von L, fungieren also als Leiteroperatoren auf dem Hilbert-Raum. Insbesondere
ist

LoL_p|h) = (h+m)L_p|h) ,

LO¢—m’h> - (h + m)¢—m’h> :

Die zu dem Héchstgewichtszustand |h) gehorigen angeregten Zustédnde haben die Gestalt
L—nlL—ng--~L—nk’h>7 lgnlgénk

und werden als abgeleitete Zustinde bezeichnet. Die Zahl N = ), n; nennt man den Level
des Zustands. Der Zustand |h) und seine abgeleiteten Zustédnde sind abgeschlossen unter
konformen Transformationen und bilden somit eine Darstellung der Virasoro-Algebra, die
man als den Verma-Modul V (¢, h) von |h) bezeichnet. Jedes Element der Darstellung kann

aus dem Vakuum |0) mit den abgeleiteten Feldern erzeugt werden [19,17]:

271 w)

Loalh) = LoO)10) = 5 de e (00000 = (E-00) (O)0)

Bezeichnet man mit V (e, h) den Verma-Modul der aus |h) mit L, erzeugten abgeleiteten

Zusténde, so ist der Hilbert-Raum gegeben durch

@ Vie,h) @ Ve, h) .

h,h

Virasoro-Charaktere

Einem Verma-Modul V(c, h) ordnet man die Funktion

X(en)(T) =Trgho™e/? g=¢>" reC (19)

13



zu, die man als den Virasoro-Charakter des Moduls bezeichnet. Charaktere geben Auskunft

iiber den Entartungsgrad eines Levels im Modul. Dies erkennt man auch an der Darstellung

X(ch Zdlm h+n) h+n—c/24
n=0

wobei dim(h + n) die Anzahl der unabhéngigen Zusténde auf dem n-ten Level des Moduls

bezeichnet. Eine weitere Darstellung der Charaktere lautet

ghr(1-0)/24

e = ()

Hierbei ist n(7) die Dedekindsche n-Funktion:
1 o0
g7 H (1-¢") (21)

Nullzustidnde und reduzible Moduln

Ein Zustand |x) € V(c, h) heifst Nullzustand, falls |x) # |h) und L,|x) = 0 ¥Vn > 0. Ein
solcher Zustand hat offenbar die Eigenschaft

xIx) = (X[ L—ny -+ L, |h) =0 .

Die Nullzustédnde werden unter beliebigen konformen Transformationen wieder auf Nullzu-
stdnde abgebildet und erzeugen daher ein eigenes Verma-Modul V), C V(c, h). Somit ist
V (e, h) reduzibel, falls es mindestens einen Nullzustand enthélt. Man erhilt eine irreduzible
Darstellung der Virasoro-Algebra, indem man Zusténde, die sich um einen Nullzustand
unterscheiden, miteinander identifiziert: Es seien [11), [¢2) € V(e, h) keine Nullzustande.

Nun betrachte man die Aquivalenzrelation
|th1) ~ |1h2) & |1ha) = |¢1) + |x) fiir einen Nullzustand |x) € V(c, h) .

Dann ist die Darstellung
Ve, h)

~

M(c,h) = (22)

irreduzibel [17].

Die Tatsache, dass bei der Darstellung der Algebra |x) = 0 gesetzt wird, hat bedeutende
Auswirkungen auf Korrelationsfunktionen, wie man im Folgenden noch sehen wird (vgl.
Unterkapitel 2.6).

14



2.5 Minimale Modelle

Von besonderem Interesse sind Theorien, die aus einer endlichen Zahl von Verma-Moduln
bestehen und somit prinzipiell vollsténdige Losbarkeit, d. h. die Bestimmung aller Korrelati-
onsfunktionen, erlauben. Sie werden als minimale Theorien oder minimale Modelle bezeichnet.
Minimale Modelle beschreiben diskrete statistische Modelle (wie z. B. Ising, Yang-Lee etc.)
am kritischen Punkt.

Um minimale Modelle zu klassifizieren, wird die Gramsche Matrix der Zusténde aus V(c, h)
untersucht. Sind {|i)} die Zusténde auf dem I-ten Level von V' (e, h), so ergibt sich die Matrix

zZu
l .-
My} = {ilj) -

Die Determinante dieser Matrix heifst Kac-Determinante. Ihre allgemeine Gestalt ist

detM® = ay T [h— hes(e)70) (23)

r,s>1,
rs<l

wobei a; > 0 und P(I — rs) die Anzahl der Zerlegungen der natiirlichen Zahl [ — rs ist. Es
kann gezeigt werdenEL dass eine Theorie genau dann minimal ist — besitzt also nur endlich

viele primére Felder —, wenn

2
c=1 6(p ]/9) ,
pp
924
o r=ps)?— (1) 2
e 4pp’ ’

1<r<p,1<s<p, p,p €N teilerfremd .

Man beachte die Symmetrie h,. s = hy_pp,—s.
Ein minimales Modell wird als unitdr bezeichnet, falls es keine Zusténde negativer Norm
besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Kac-Determinante nichtnegativ ist. Letzteres

ist dquivalent zu den Bedingungerﬂ dass (¢ > 1, h > 0) oder

6
c=1-——"  m=234,..,
m(m + 1)
2 (25)
[(m+ 1)r —ms]” —1
hys = , 1<r<m-1, 1<ns<r.
’ dm(m +1)

2 siehe etwa [17]
3 Beweise finden sich in [18,/20]
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Im Folgenden wird das zum Paar (p, p’) gehorige minimale Modell mit M (p, p’) bezeichnet. Die
Kac-Determinante verschwindet genau dann, wenn der Modul V (¢, h) auf dem entsprechenden
Level einen Nullzustand besitzt. Anders ausgedriickt, die Darstellung ist genau dann reduzibel,
wenn h durch gegeben ist. Wie schon in Unterkapitel 2.4 erwahnt wurde, gewinnt man
aus dem reduziblen Modul V;.; = V(c(p,p), hrs(p,p")) eine irreduzible Darstellung durch
Identifikation der Zustédnde modulo Nullvektor. Am einfachsten ldsst sich diese Darstellung

durch ihre Charaktere, die sogenannten minimalen Charaktere, beschreiben |17]. Diese lauten

67’—’ /(Q)—QT /7 /(Q)
Xpop/ s (q) _ pr—pspp n(q) pr+p’s,pp 7 (26)
wobei 0 ;, die Jacobi-Riemannschen Theta-Funktionen sind:
Ori(q) = D gV /ak (27)
ne”Z

Diese Charaktere sind im dritten Abschnitt der Arbeit von zentraler Bedeutung.

Auf dem zweiten Level vereinfacht sich die Situation zu

detM® = 32(h — hy1)(h — hi2)(h — ha1) ,

hi1 =0,

(28)
h172:11—6<5—c— (1—c)(25—c)>,
moa= 1 (5-ct V- @ —0) .

2.6 Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel werden Konsequenzen, die sich aus dem Transformationsverhalten der Felder
sowie aus der Existenz von Nullzustédnden fiir Korrelationsfunktionen ergeben, diskutiert.
2.6.1 Konforme Invarianz und Korrelationsfunktionen

Auswirkungen der globalen Symmetrie

Es seien ¢; konforme Felder der Dimensionen (h;, EZ) Ist f : z — w eine konforme Transfor-

mation, so ergibt sich fiir eine n-Punkt-Korrelationsfunktion

- B n af *hj afT —FL]' B B
(P11 (w1, 1) ... op(Wh, wy)) = —= — (p1(21,21) -+ - Onlzny Zn)) - (29)
1(wr, Wy Jl;[l (8,2) (82) 1(21, 21

=z z=z;
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Mit Hilfe dieser Beziehung konnen die Zwei- und Dreipunktfunktionen vollstdndig festge-
legt werden. Benutzt man néamlich sukzessiv fiir Skalentransformationen, Rotationen
und Translationen und schlieklich fiir spezielle konforme Transformationen, so konnen die

genannten Funktionen auf die folgende Form gebracht werden:

i(21, 2 i(z9, 2 = — 30
(#i(21,21)¢5(22, 22)) (21 — z9)th2(z) — zp)hitha (30)
_ _ _ 1
<¢i<217 Zl)(bj(ZQ, ZQ)¢k(23, Z3)> - Czjk hit+ha—hs _hoths—h1 _hs+hi—hs
212 223 Z31 (31)

1
D —
—h1+ho—hs —ho+hs—h1 hs+hi—hs ’
212 293 231

wobei z;; = z; — z; gesetzt Wurddﬂ
Fiir n > 4 koénnen die n-Punktfunktionen jedoch nicht mehr durch Ausnutzung der globalen
konformen Invarianz vollstiandig festgelegt werden. Dies liegt an der Existenz von konformen

Invarianten, die man als harmonische Verhdltnisse bezeichnet. Das sind Ausdriicke der Form

212234

)
213224

die invariant unter der Wirkung von SL2(C)/Zs sind. Eine Vierpunktfunktion kann daher

nur auf die Form

(d1(21, 21)P2(22, Z2)@3(23, B3)da (24, Z0)) = Fla, )  [] ZZ/BihifhjZZ/giﬁﬁﬁj (32)

1<i<j<4

gebracht werden, wobei h = Z?:l hi, h = Z?Zl h;. Diese Gestalt der Vierpunktfunktion
kann man sich folgermafen plausibel machen. Es existiert immer eine globale konforme
Transformation , die drei der vier Argumente der Funktion auf drei feste Punkte abbildet,
etwa z1 — 00, zo — 1 und z4 — 0. Dann folgt fiir das harmonische Verhéltnis x — z3, und
die Funktion ist von diesem einen Punkt abhéngig [194/17].

Auswirkungen der lokalen Symmetrie

Es ist moglich, zusétzliche Informationen aus der lokalen konformen Algebra zu gewinnen.
Man betrachte eine n-Punktfunktion von Operatoren ¢; in den Punkten w; sowie eine
konforme Transformation Q. = ¢ dz e(z)T(z), wobei als Integrationskurve eine Kreislinie um

den Ursprung gewahlt wird, deren Radius so grofs ist, dass alle Punkte w; in der beschrénkten

4 Eine detaillierte Herleitung findet sich etwa in 31|
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Zusammenhangskomponente liegen. Dann folgt

(f a0 ). om0 0) )

= o1 (wi,w) ...
Jz::l<1 1, W1 (?{U

Da € beliebig gewahlt wurde, erhdlt man mit

dz e(2)T(2)p;(wj, u_)j)> e e O (W, wn)> .

J

(T'(2)¢1(w1,W1) - - . Pn(Wn, W)

= h; 1 90 . .
= + (1 (wr,w1) ... On(wy, wy)) .
§<< > > e

Z —wj z —w Ow;

(33)

Die letzte Gleichung ist als konforme Ward-Identitit bekannt [19].

Korrelationsfunktionen mit abgeleiteten Feldern

Es sei ¢; primér und E_k¢1, k > 1, sein k-tes abgeleitetes Feld. Dann folgt mit und
(33)

(L_1¢1 (w1)pa(w2) . . . () = fi,,l % Mlﬂ’“<T(z)¢1(w1)¢2(w2) -+ @n(wn))
dz 1 n h; 1 0
- /{ul 2mi (z — wy )R z; ((2 — wj)? = w; Owj> (@1(w1).- - fnlwn)) (34)

dz 1 " hj 1 o
= —ji 27 (2 — wy)F1 22 ((Z—wj)Z + — aw]-> (p1(w1) ... op(wy)) -

Die Summation beginnt mit j = 2, da das Integral fiir j = 1 nach der Cauchy-Formel
verschwindet. Die dritte Zeile folgt aus der Tatsache, dass das Residuum des Integranden in
z = 0o gleich Null istﬂ Das letzte Integral kann ebenfalls mit der Cauchy-Formel berechnet

werden, und man erhélt |17,31]

(L1 (w1) 2 (w2) - . . du(wn)) = L_p(d1(wr) . .. dn(wn)),

([ (k=Dh; 1 9
£r=2, ((UH - ’wj)J’“ (w1 — wy)*t 6wj> '

=2

5 res f(co) = —res g(0), wobei g(z) = Z%f (1)
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Man sieht, dass sich lokale konforme Invarianz der Felder in zusétzlichen Einschriankungen
fiir die Korrelationsfunktionen offenbart. Insbesondere sind Korrelationsfunktionen mit sekun-
déren Feldern bestimmt durch Wirkung von Differentialoperatoren auf Korrelationsfunktionen

primérer Felder.

2.6.2 Nullzustinde und Korrelationsfunktionen

Die Existenz von Nullzustdnden im Verma-Modul hat wichtige Konsequenzen fiir Korrelati-
onsfunktionen. In dieser Arbeit werden nur Nullzustdnde auf dem zweiten Level untersucht.
Man betrachte V(c,h) mit h € {h12,ha1} (vgl. (28)). Ferner sei L_1|h) # 0 (anderenfalls
wiirde h = 0 = |h) = |0) folgen). Es wird nun eine Linearkombination von L_s|h), L?|h)

gesucht, die einen Nullzustand ergibt:
L_s|h) +aL?|h) =0
Hieraus folgt
(L1, L_s]|h) + a[L1, L%, |h) = 0 = (3 + 2a(2h + 1)) L_4|h) ,

und man erhalt

g S
22k + 1)
Es ist also
[,——5  p2 |R) =0 (36)
U 22h+1) B
bzw. 5
Loo—— > T2 =0.
( 7T 202h+1) —1>¢ 0 (37)

Ein priméres Feld ¢, das erfiillt, heillt degeneriert auf dem zweiten Level. Aus folgt
nun, dass Korrelationsfunktionen, in denen ein auf dem zweiten Level degeneriertes Feld
vorkommt, der Differentialgleichung
c D220 (Grlwn) () =0 (39)
g W) ... ¢n(wy)) =
2T 22k 1) L) NPT S

geniigen miissen [19]|. Aus 1D erhilt man E2_1¢1 (wy) = aa—;gbl (w1), und es folgt aus 1’
1
(33)

7 & h; 1 9
M (s s )| Grtwnuwn =0, @)

_ 2 _ . .
= wi — wj) wy — wj Ow;
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2.6.3 Differentialgleichung fiir die Vierpunktfunktion

Nach kann die Vierpunktfunktion auf die Form

<¢0(ZO)¢1(21)¢2(22)¢3(23)> = F(x) H (Zz _ Zj)uz‘j

0<i<j<3 (40)

— (ZO _ Zl)#m (ZO _ 22)u02 (ZO _ 2’3)“03 (Zl _ 22)u12 (Zl _ 23)M13 (22 _ 23)#23F(11)

gebracht werden, wobei

o= P02 = z) .:lih — hi — hy
(20— )z —z1)’ Y 3k:0k o

Man nehme an, eines der Felder, etwa ¢g, sei degeneriert auf dem zweiten Level. Dann kann
mit Hilfe von (39) eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Funktion F' formuliert
werden. Setzt man in ein und fixiert die Punkte z; — 0, 23 — 1, 23 — 00, (z — 20),
so erhalt man die Diﬁ’erentialgleichungﬂ

92 2a 2a 2c—171 9 a -1 a -1
[ +[ por , 2ayio2 o1 (fro1 )+ po2(po2 — 1)

‘o2 x x—1 z(x—1)] 0z x? (x —1)2 (a1)
po1 —h1  po2 — he H12
— F(z)=0.
e T (x—1)2% x(x-1) (z) =0
Nach der Substitution
F(x) = xp+uo1(1 _ x)(ﬂruozg(:p) ’
1 2 1
p=—-—cho—po —=vr,
6 3 6
1 2 1 (42)
ng—gho—#m—g\ﬁg»
ri = 1 — 8hq + 16h3 + 48h;hg + 24h;
kann auf die hypergeometrische Differentialgleichung fiir G zuriickgefiihrt werden:
[2(1 —2)02 4 (c — (a+ b+ 1)z) 0, — ab] G(z) =0,
1 1 1 1
a=3 YTV gV
,_ 11 1 (43)
=5 gV YtV
1

6 Fir eine ausfiihrliche Herleitung siehe [17], S. 252ff
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Im Allgemeinen besitzt zwei unabhéngige Losungen um jeden der schwach singuléaren
Punkte 2 =0, 2z =1, 2 = 0o0. So erhélt man z. B. um z =0 fiir {¢,c—a—b,a—b}NZ =10
die Losunger[’]

Gél) () = oF1(a,b;c; )

= (1 — [L‘)C*(lfb2F1 (C —a,c—b;c; x) , (44)
GSQ)(;];) = {L‘lchFl((l —c+ ]_’b —c+ ]_’ 2 — c; LU)

=271 —2) (1 —a,1—b;2—cx),

wobel

die hypergeometrische Funktion ist.
Somit kann die allgemeine Vierpunktfunktion als eine Linearkombination der sogenannten
konformen Bldcke

Fi(z) = :L,p-l-ltm(l _ :U)q-I—uozG(i) (z) (45)

geschrieben werden.

2.7 Konforme Feldtheorie auf dem Torus

In den vorigen Kapiteln wurde die Theorie auf der Riemannschen Sphére besprochen. Wird
eine Theorie auf einer Riemannschen Flache héheren Geschlechts formuliert, so ergeben sich
aus der Forderung nach Konsistenz dieser Formulierung zuséatzliche Einschrankungen, die
zum einen den Operatorgehalt und zum anderen die globale Symmetriegruppe der Theorie
betreffen. In diesem Kapitel wird der einfachste nichtsphérische Fall, der Torus, besprochen.
Es seien wy, wo € C linear unabhéngig. Man definiert den Torus als den Quotienten modulo

der folgenden Aquivalenzrelation [31]:
1~z dAm,nEZL: 21— zo = mwi + nws .

Je zwei Punkte der komplexen Ebene sind somit genau dann identisch, wenn ihre Differenz
auf dem durch die Vektoren wy, wy erzeugten Gitter liegt. Ublicherweise wihlt man w; = 1,

wy = 7 € C\ R und bezeichnet 7 als den modularen Parameter. Da Basisvektoren des o. g.

7 Eine ausfiihrliche Diskussion der hypergeometrischen Differentialgleichung und der Losungen findet sich
in [9], S. 56fF; [1], S. 562ff
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Gitters nicht eindeutig sind, kann ein und derselbe Torus durch unterschiedliche modulare
Parameter beschrieben werden, solange diese dasselbe Gitter erzeugen. Der Basiswechsel in
einem Gitter — Reparametrisierung des Torus — wird als modulare Transformation bezeichnet.
Die Menge dieser Transformationen bildet die sogenannte modulare Gruppe. Die modulare

Gruppe wird erzeugt durch die beiden Transformationen

T: tT>714+1,

1
S:TH—;, (46)
(ST)> =52 =1

und ist isomorph zu SLy(Z)/Zs. Eine allgemeine modulare Transformation hat also die

Gestalt
ar +b

cr+d’
Die physikalischen Gréften der Theorie auf dem Torus diirfen nicht von der Wahl der

T

a,be,deZ, ad—bc=1.

Gitterbasis abhéngen. Anders ausgedriickt, die Zustandssumme muss invariant unter der
Wirkung der modularen Gruppe sein. Die Zustandssumme kann durch die beiden Generatoren
der globalen Symmetriegruppe (auf dem Torus sind nur die Operatoren Lg und Lg global

definiert) ausgedriickt werden [17]:
Z(’T) S <q(L0—c/24)q(I_/0—c/24)) ) (47)
Die Gleichung legt den folgenden Zusammenhang mit den Virasoro-Charakteren nahe:

Z(7) =Y My pxn()X(7) | (48)
h,h

wobei My, 7, € N die Dimension der irreduziblen Darstellung M (c,h) ® M(c, h) ist (vgl.
). Ausgehend von konnen die Charaktere als konforme Blocke der Nullpunkt-

Korrelationsfunktion Z auf dem Torus interpretiert werden.
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Modulare Gruppe und die Virasoro-Charaktere

Das Verhalten der Virasoro-Charaktere einer minimalen Theorie unter den modularen Trans-
formationen wird durch die modularen Matrizen T und S beschrieben [17] (vgl. (46])):

er 7—+1 Z T’r’sthtv ,
(tw)el

Xr, s - Z Srs v Xt, v ) (49)
(tw)el

I:{(r,s):1§r<p’,1§s<p,p’s<p7’}.

Die modulare Invarianz von Z lésst sich nun wie folgt beschreiben |31]:
(M, T| =[M,S] =0 (50)

mit M aus (48). Fordert man noch die Existenz und Eindeutigkeit des Vakuums in der

Theorie, so ergibt sich die zuséatzliche Bedingung
MOO =1.

Insgesamt folgt:

Gerade aus der modularen Invarianz von Z folgt der in Unterkapitel 2.5 angesprochene
Zusammenhang, dass minimale Modelle genau diejenigen Theorien sind, in denen c und h
durch gegeben sind. Eine konsistente Formulierung auf dem Torus hat somit unmittelbare
Auswirkungen auf die Struktur der Theorie auf der Ebene, welche die Anzahl der priméren
Felder (Anzahl der Verma-Moduln) betreffen.

Korrelationsfunktionen auf dem Torus

Verglichen mit dem Fall der Riemannschen Sphére, stellt die Berechnung von Korrelati-
onsfunktionen auf dem Torus eine wesentlich kompliziertere Aufgabe dar. In Unterkapiteln
2.5, 2.6 wurde diskutiert, welche Einschrankungen sich aus der konformen Symmetrie der
Theorie fiir Korrelationsfunktionen ergeben. Die Invarianz unter der Wirkung von SLs(C)/Zs

wird benutzt, um Zwei- und Dreipunktfunktionen vollstéandig und die Vierpunktfunktionen
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bis auf eine Funktion einer modularen Invariante festzulegen. Fiir die Letztere kann eine
hypergeometrische Differentialgleichung formuliert werden, die sich unmittelbar aus dem
Zusammenspiel der lokalen konformen Invarianz (konforme Ward-Identitit) und der Existenz
von Nullzustdnden ergibt.

Auf dem Torus dndern sich einige globale Eigenschaften der Theorie: Die globale Symme-
triegruppe wird nur von Lo und Lg erzeugt. Aukerdem #ndert die konforme Ward-Identit#t
(33) ihre Gestalt. In Kombination mit der Nullvektor-Bedingung fiir primére Felder fiihrt sie
selbst in dem einfachsten Fall eines Felds ¢ vom Gewicht h € {h 2, ho1} auf die Differential-
gleichung [17]

3 n

maﬁ — 21 (h+ 20;) — 2im0- — > (((2 = 2;) + 2mz;) Oz,
j=1
(51)
=S (ole - )+ 2m) (Z<¢<z7 5. ..¢n<zn,zn>>) 0,
j=1
wobel
G L,
<(Z) - 191(2’7_) + 2771 )
o L02(0lr)

LT T60.9.(07) (52)

p(z) = —0:((2) ,

191(2‘7’) - — Z (_1)r—1/2627rirzqr2/2 )
reZ+1/2

Die Komplexitéit der Ausdriicke gibt Anlass dazu, nach alternativen Ansétzen zur Berechnung
der Torus-Korrelationsfunktionen zu suchen. Eine Idee besteht darin, einen Zusammenhang
zwischen Torusamplituden und Korrelationsfunktionen auf der Ebene zu finden. Kann namlich
eine n-Punktfunktion auf dem Torus durch eine m-Punktfunktion auf der Riemannschen
Sphére ausgedriickt werden, so konnen die Berechnungen nach dem in Unterkapitel 2.6
erlauterten Muster erfolgen, was eine erhebliche Vereinfachung darstellt. In Abschnitt 3 wird
nach einer Beziehung zwischen Vierpunkt-Korrelationsfunktionen auf der Ebene und den

Nullpunktfunktionen auf dem Torus in einigen minimalen Modellen gesucht.
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3 Resultate fiir die betrachteten minimalen Modelle

In diesem Abschnitt werden einige konkrete minimale Modelle diskutiert. Es wird nach einem
Zusammenhang zwischen den Vierpunkt-Korrelationsfunktionen auf der Ebene und den Null-
punktfunktionen auf dem Torus gesucht. Es wird vermutet, dass sich die Vierpunktfunktionen
auf C bis auf einen rationalen Ausdruck in 7(¢") durch Linearkombinationen von minimalen
Charakteren der entsprechenden Theorie darstellen lassen.

Im Ising-Modell gelingt es, eine einfache Beziehung zwischen den konformen Blocken der
Spin-Korrelationsfunktion und den Charakteren der irreduziblen Darstellungen zu finden,
wohingegen der Zusammenhang im Falle der Energie-Korrelationsfunktion weniger elementar
zu sein scheint. Fiir die Vierpunktfunktionen der tibrigen Theorien wurde kein sinnvoller

Zusammenhang mit den Torus-Nullpunktfunktionen gefunden.

3.1 Das Ising-Modell

Im Ising-Modell werden (neben der Identitdt) der Spinoperator o und der Energieoperator e
betrachtet. Aus der statistischen Mechanik ist das folgende kritische Verhalten des Gitterspins
o; und der Wechselwirkungsenergie ¢; = 0;0;11, die zu den oben genannten Operatoren
korrespondieren, bekannt:

1 1

—, (€i€ivn) ~ e

(Ci0iyn) ~ —
n|4

Fiir die beiden Felder o, € kann daher unter der Voraussetzung h = h gefolgert werden, dass

(vel. (30))

ho=ho= g, he=he=7 .
Auf Grund dessen identifiziert man mit dem Ising-Modell das minimale Modell M (4, 3)
mit ¢ = % mit vergleichbarem Operatorgehalt [17]. Es handelt sich hierbei um das kleins-
te unitdre minimale Modell. In Tabelle 1 sind die konformen Dimensionen der priméren
Felder sowie die Entwicklung der entsprechenden minimalen Charaktere des Modells dar-

gestellt. Im Folgenden werden die Vierpunktfunktionen der beiden auf dem zweiten Level

—hrs+c/24

Konforme Gewichte Minimale Charaktere g Xr.s(q)

hi1=haz =0 1+ 4+ +2¢"+2¢° +3¢° + ...
hig=hoo =1 14+q+®+¢>+2¢* +2¢° +3¢5 + ...
hoq=hi3 =3 14+qg+¢>+2¢°+2¢* +3¢° +4¢° + . ..

Tabelle 1: Die Struktur des minimalen Modells M (4, 3)
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degenerierten Felder ¢(; oy und ¢y 1) untersucht. Wir betrachten die Korrelationsfunktion
(D(1,2)(00)P(1,2)(1)d(1,2)(0)P(1,2)()). Da das Feld ¢ ) auf Level zwei degeneriert ist, erfiillt
diese Vierpunktfunktion die Differentialgleichung (vgl. )

(5—2 - 3152_1) (D(1,2)(00)P(1,2)(1)d(1,2)(0)P1,2) () = O .

Wie in Unterkapitel 2.6 erwahnt, ldsst sich diese Gleichung auf eine hypergeometrische

Differentialgleichung reduzieren:

[x(l _ )3 + (; —x> D, + 116] Glz) = 0.

Es folgt fiir die konformen Blocke (vgl. — ([@5))

Fi(z) = [w(z —1)] 8 oF, | -

131
1’1’5’ (53)

und

Fo(x) = [x(x — 1)]% o F1 (i, Z; g,:p)
(54)

Damit die konformen Blocke der Vierpunktfunktion mit den Torus-Charakteren verglichen
werden koénnen, miissen jene in Abhéngigkeit von dem modularen Parameter 7 ausgedriickt
werden. Um dies zu tun, beriicksichtige man den folgenden Ausdruck fiir das harmonische
Verhéltnis [14]:
r=r3(1) = IGW . (55)
n(7)*

Hieraus ergibt sich fiir den ersten konformen Block

1

ﬂ@=V%w¥m—nr%ﬂ(i4§n%0

|_n

p
- \Q[q_llfi (1 +q2 + 3¢ +4q2 + 5¢% + 8¢2 + 11¢° + 15¢2 + 22¢* (56)

9 5 11 6
+29¢7 + 38¢° + 51¢2 + 66¢ +) .

26



Als erstes wird der Zusammenhang mit den Charakteren xo und X/, untersucht. Dazu
betrachten wir den Quotienten
F 2 :
1(g) _ iqﬁ (1+ 3¢ +4¢* + 7¢* + 13¢* + 19¢° + 29¢°
xo(q) +x12(q) 2 (57)

+43¢" +62¢5 +...) .

Man stellt fest, dass sich die rechte Seite von relativ einfach durch die Dedekindsche

n-Funktion ausdriicken lasst:

Fi(q) V2 ()P

Xo(@) +x12(0) 2 n(q)*n(q*)?

Analog wird der Quotient mit dem minimalen Charakter x;,16 untersucht. Man erhalt die

Beziehung
\/i 2\5 \/5 2\4
Fila) = G s (ol + @) = 5 B (v
V2 n(¢?)’ . 8

Der zweite konforme Block ergibt sich zu

Fo(q) = 2v/2q16 (1 +q% + g+ 2q2 +4¢% + 5g2 + 6¢° + 9¢7 + 13¢*

9 11 (59)
5 5 = 6

+17qg2 + 21¢° + 28¢2 + 39¢q +> .

Auch der Quotient des zweiten Blocks mit den oben genannten Charakteren stellt einen

Ausdruck in n-Funktionen dar. Das Resultat lautet

4\2 4\2
Fala) =B M (ala) 4 xy0) =228 (v
oyat @ (60
n(a?)n(g?)3 "1

Insgesamt stellt man fest, dass die Vierpunktfunktion des Feldes ¢(; 9) einmal durch die
Summe der beiden Nullpunktfunktionen xo, x1/2 und einmal durch den Charakter x; /¢ der
korrespondierenden irreduziblen Darstellung ausgedriickt werden kann.

Ein weiteres auf dem zweiten Level degeneriertes Feld des Ising-Modells ist ¢ 1). Die zu

untersuchende Vierpunkt-Korrelationsfunktion geniigt der Differentialgleichung

<E2 - 252_1> (D2,1)(00) 2,1y (1)P2,1)(0) 2.1y (7)) =0,
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und die zugehorige hypergeometrische Differentialgleichung lautet
9 2 2
x(1—x)0; — g(l —22)0, — 3 G(z)=0.
Es ergeben sich die folgenden beiden Losungen:

Filz) = [z(z — 1)) oy <_27 _L _2.x>

3 3
14 2
— (1 - bR (3,3;3;33) (61)
1—z+a?
z(1—x)
und
8
Fol) = [a(x — 1)]5 oy 3 3757
2
2 148 (62)
= 3(1—$) 2F1 g,g,g'x .

Entwickelt man den ersten Block Fi(x2(7)) nach Potenzen von ¢, so erhiilt man die Reihe

Filq) = 16\[(1 +8¢7 + 2760 + 2048¢7 + 11202¢% + 491522 + 184024¢° +...) . (63)

Bemerkenswerterweise entsprechen die Koeflizienten von den der McKay-Thompson-
Reihe der Klasse 4A fiir das Monster.
Im Gegensatz zu ist der Zusammenhang mit den minimalen Charakteren nicht mehr so

elementar. Betrachtet man die Reihenentwicklung
(xg(q) + X%(q)) =24+ % +276./q + 2048¢q + 11202q2 + 49152¢~ 4 184024¢2 + ... ,

so erkennt man die Beziehung

1

24
Filg) = 75 (@ +x3 @) —1. (64)

Fiir den zweiten konformen Block erhalt man

8 1 536 2528 3 168524 581424 s
. —=92303 | 1 5 2
2(9) ’ 3( 8va 11 7 187 4 187

42052224 5 122814400 7 424950358
1301 ¢ 1301 ¢ 5423 '
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In diesem Falle konnte kein sinnvoller Zusammenhang mit den Torus-Amplituden gefunden

werden.

3.2 Das Lee-Yang-Modell

Wir betrachten das kleinste nichtunitére minimale Modell M(5,2) mit ¢ = —%. Diese Theorie

—hy s+c/24

Konforme Gewichte Minimale Charaktere ¢ Xr.s(q)

hig=0 I+ +@+¢t+d5+2¢5+...
hig=hz=—-%  14+q+@+@+2¢"+2¢° +3¢° +. ..

Tabelle 2: Die Struktur des minimalen Modells M(5, 2)

beschreibt den kritischen Punkt des sich in einem externen Feld befindlichen Ising-Modells.
Das einzige auf dem zweiten Level degenerierte Feld dieses Modell ist das Feld ¢(; o) vom

Gewicht hy 9 = —%. Fiir die entsprechende Vierpunktfunktion gilt

<£ 2+ 785'6 ) (0(1,2)(00)P(1,2) (1) (1,2) (0)P(1,2) (%)) = 0.

Dies fithrt auf die Differentialglichung
2 4

z(1—x)0; + 5(1 —22)0; —

Die beiden konformen Blécke ergeben sich zu

124
Fl(r) = [0 = 2] FoF (5.5 5000
2 1 2 234 2
= 1— F

(A= @b (35520

_ 2% 1 (1 B E\/a—k %q B 3968q% n 660038 2 8408256q§ (66)
) 75 375 35625 296875
6114347192 & 47415832576 1. 348977570497 4 )
129140625 645703125 ° 3228515625 ’
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(67)

5
2

5 959 1355 T et ¢ 171875 ¢
1180778624 5 9200075072 1 2754491490894
26640625 ¢ 133203125 . 27306640625 © '

(1 B 176\/5 1448 14016 2 122324 , 4602464

Die Losungen , zeigen keinen Zusammenhang mit den minimalen Charakteren x1.1,
X1,2, der mit den im Ising-Modell erzielten Ergebnissen , , vergleichbar wére.

3.3 Das trikritische Ising-Modell und das Potts-Modell

Als Letztes betrachten wir die minimalen Modelle M (5,4) und M (6, 5). Die Theorie M(5,4)

Konforme Gewichte Minimale Charaktere ¢~ "+¢/24y, (q)

hi1=hsa=0 1+ @+ +2¢* +2¢° + 445 + . ..

hl,gzhg,ngl[) 1—{—q—|—q2—|—2q3—|—3q4—|—4q5—|—6q6—|—...
hig=hss =3 14 q+2¢% +2¢° + 4" +5¢° + 7¢° + ..
hog = hou = 1= 1+q+q¢®+2¢3+3¢" +4¢° +6¢° + ...
hoo = ha3 = g 1+q+2¢° + 3¢ +4q* +6¢° +8¢° + ...
a1 =hia=3 L+q+¢*+2¢° +3¢" +4¢° +6¢° + ...

Tabelle 3: Die Struktur des minimalen Modells M(5,4)

mit ¢ = % beschreibt eine Variante des Ising-Modells, in der unbesetzte Gitterplitze sowie
die Anderung der Anzahl der Spins zugelassen sind. Am kritischen Punkt dieses Modells
koexistieren drei Phasen und daher spricht man vom trikritischen Ising-Modell [17].

Die Vierpunkt-Korrelationsfunktionen der beiden auf Level 2 degenerierten Felder ¢(; ) und

b(2,1) gentigen den Gleichungen

150
<£2 - H'C%) ((1,2)(20)D(1,2)(1)b(1,2)(0)P(1,2) (%)) = O

und

384
<£2 - 161£%> (b2.1)(20)(2,1) (1) (2,1) (0) b2,y (2)) = 0 -
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Hieraus ergeben sich die hypergeometrischen Differentialgleichungen

[m _ )3 + (x - ;) Dy 176 Gz) =0

[ac(l —x)0% + (Z - 2x) Oy + 156 G(x)=0.

Fiir die Vierpunktfunktion des Feldes ¢(; oy erhilt man die konformen Blocke

Fi(r) = [0 = 2] Far (<35 220))

2

— () Ha = 2)har (555520

(., er 1084 9344 o 1148566 , 50803008 ¢ (68)
T ol 597 3w T s 1858375 ¢
1204121432 5 | 9807420928 : | 2760052850501 ,
27890625 ¢ | 139453125 1 | 25798828125 ' ’
e (478
F(r) = [P0 - @) o (5. 550
148
— (23— x <T>>—%2F1 (3. 3:500)
69
Cott (148 \[+ o B096 5 | 1822036 ,  TO3ISTES o (69)
- 325 " 16257 T 186875 14671875 1
525580824 o 4128408806 o 1380060782718 ,
23359375 116796875 1~ 25111328125
Fiir das Feld ¢ 1) ergibt sich
7 7T 1 1
F(r) = 01 = )] FaF (<~ i)
15 1
—(2n) i = )k (-3 Fim i)
TRVAR (70)
! <1+7\[ 154 s 2 3 3
= G+ 154q + 973q5 + 45597 + 1747245 + 58541¢

2§qT6
117748647 + 497735¢" + .. ) :
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Fa(2(7)) = [(1)(1 - K1) 2 (5, LA F?(T))

Il
—~
=N

no
/—\
‘Em
—~
—

|

N

no
—~
\]
S~—
00
(3]
o
/I\
Ny
Ny
N | Ot
N

Do
2
N~

(71)

23 56( +7\f—i——q—|—163q2 —|—581q —|—1839q2 +5349q
7

+14527¢% + 37212¢" + . ) .

Analog wurde das Modell M(6,5) mit ¢ = % untersucht. Die aus den Feldern ¢ 1), ¢(1,3)s

—hr s+c/24

Konforme Gewichte Minimale Charaktere ¢ Xr,s(q)

hig = has =0 1+ + ¢ +2¢* +2¢° +4¢° + . ..
h172:h474:% 1+q+q2—|—2q3—i—3q4+4q5+6q6+...
hig=haz =3 1+q+2¢° +2¢° + 4" +5¢° +8¢° + . .
hig=hyp =1 14+qg+2¢°+3¢3+4¢* +6¢° +9¢° + ...
h2,1:h375:% 1—|—q—|—q2—|—2q3—|—3q4—|—4q5+6q6+...
hao = h3a = 45 14 q+2¢% +3¢° +4¢" +64° +9¢° + . ..
hog = hss = & 1+q+2¢%+3¢+5¢*+7¢° +10¢° + ...
hg1=has =1 1+q+2¢>+2¢° +4¢* +5¢° + 8¢5 + . ..
h3o = hoq = 2 14+q+2¢%>+3¢3+5¢* +7¢° +10¢° + . ..
hii=hi5=3 1+q+2¢* +3¢° + 4¢* +5¢° + 8¢° + . ..

Tabelle 4: Die Struktur des minimalen Modells M(6, 5)

B2,1) B3,1)s Pa,1)s P(2,3) bestehende Teilmenge von M(6,5) beschreibt den kritischen Punkt
des Dreizustand-Potts-Modells [17]. Bei diesem statistischen Modell handelt es sich um eine
Verallgemeinerung des Ising-Modells: Die Gitterspins des Dreizustand-Potts-Modells kénnen
drei diskrete Zustdnde annehmen.

Die Differentialgleichungen fiir die uns interessierenden Felder ¢; ) und ¢ 1) lauten

<£2 — gﬁ%) ((1,2)(00)P(1,2) (1) (1,2) (0)P(1,2)(2)) =0,

(EQ - Zﬁ%) (¢(2,1)(20)9(2,1) (1) D (2,1) (0)d(2,1) () = 0 .
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Dies fiihrt auf die hypergeometrischen Differentialgleichungen
, 1 1
x(lfx)8w+§(172x)8x+ﬁ G(z)=0

bzw.
2 8
[w(l —2)0? — R (1 —-2x)0; — 25} G(z)=0.

Hieraus ergeben sich die Losungen

=

1
oI <—2,

— () = )R (5,

Fi(r*(r) = [*(r)(1 = w*(r)]

; ,€2(7)> )

1
=0 (1+2\/§+9q+18q% +29¢% + 54¢3 + 100¢°
qs

+164q% + 261¢* + .. ) :

663 (73)
= 2iqm (1 + 2./ +4q + 8q2 + 16¢ + 28¢2 + 45¢°
T4g5 +1214" .. ) .
bzw
1 § 1 2
Fi(r) = 01 = 2] o (-5~ i B
16 2
— (@)= )RR (5. - 2
L (B 22 SOTGS o 22216232 , | 1961672384 5 (74)
s 5 VI o5 1T Tip 4 g125 ¢ " 203125 ¢

706463770304 5 1000728774374 7 134019851381596 ,
93359375 1 116796875 1 583984375 )
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.7:2(/{2(7')) = [52(7')(1 — /42(7'))] 5 g <§, 15*3; %; /62(7')>

4

= (K3(7))3 (1 = K2(7)) 52 <_51J’ 25 %§ /€2(T)>

o2yh (1 32 g 1M 2TI56 4 13S0 ) 1036047968 g
5 425 2125 31875 796875
176081936984 5 6882512310272 7  3964554447960031
49140625 © 737100375 ¢ T 173220703125 > ‘
(75)

Im Falle dieser beiden minimalen Modelle konnten die berechneten Vierpunktfunktionen
ebenfalls nicht durch Linearkombination von Charakteren der irreduziblen Darstellungen

ausgedriickt werden.

3.4 Weiterfiihrende Uberlegungen

Obwohl es bei der Untersuchung des Ising-Modells gelungen ist, einen Zusammenhang zwischen
Vierpunkt-Korrelationsfunktionen auf der Ebene und Torus-Null- und -Einpunktfunktionen zu
finden, muss man spétestens nach der Betrachtung des trikritischen Ising-Modells konstatieren,
dass die gewéhlte Vorgehensweise im Allgemeinen nicht die gewlinschten Ergebnisse liefert.
Es wird vermutet, dass eine der Hauptschwierigkeiten in der Tatsache besteht, dass bei den
Berechnungen dieselbe Parametrisierung wie bei der Untersuchung der Theorie mit
¢ = —2 in [14] verwendet wurde. Wie schon am Anfang der Arbeit angesprochen wurde,
besteht die Besonderheit der Theorie mit ¢ = —2 darin, dass die durch die priméren Felder
erzeugte verzweigte Uberlagerung der Riemannschen Sphére gerade Torus-Geometrie aufweist.

In diesem Falle kann der modulare Parameter durch

(76)

ausgedriickt werden. Hierbei ist K (x) das vollstéandige elliptische Integral erster Art [1,10].
Diese Gleichung kann nach dem elliptischen Modulus z = x2(7), dessen Zusammenhang mit
der Dedekindschen n-Funktion durch gegeben ist, aufgelost werden.

Betrachtet man eine beliebige Vierpunktfunktion, so kann die durch die vier Felder dieser
Funktion erzeugte Geometrie hichstens als eine lokal torus-ahnliche verzweigte Uberlagerung
einer nichttrivialen Riemannschen Fléche angesehen werden |14]. In [14] wird gezeigt, dass
in der Theorie mit ¢ = —2 der modulare Parameter durch den Quotienten aus den
beiden konformen Blécken der Korrelationsfunktion (uupp) des einen Verzweigungspunkt

simulierenden konformen Feldes p vom Gewicht hj o = —1/8 dargestellt werden kann. In der
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zugehorigen hypergeometrischen Differentialgleichung (vgl. )
[2(1—2)02+ (d— (a+ b+ 1)z) Jy — ab] G(z) = 0

dieser Korrelationsfunktion ist der Parameter d eine ganze Zahﬂ (genaver:a =b=1/2, d=1).
Dies hat zur Folge, dass die Losungen der Differentialgleichung nicht mehr durch gegeben
sind. Ist d € Z und {a,b,d — a,d — b} N Z = (), so konnen die Losungen wie folgt gewéhlt

werden [9]:

G (z) = o Fi(a, b; d; x), d>0,

() — g1t (g Cda g (")
GV (x)=a "%Fi(a—d+1,b—d+1;2—-d;x), d<0

und

G (z) = F(a,b;1+a+b—d;1—x), 1+a+b—d#0,-1,-2,...,
G (z) =(1 —2)¥97bx (78)
X oFi(d—a,d—b;1—a—-b+d;1—2), 14+a4+b—d=0,—-1,—-2,... .

Ferner gilt fiir [1 — x| < 1 |9

2F1(a,b;a+b;1fx)— a—i—b (Zf 2% — log( )gFl(a,b;l;x)> , (79)

wobei
k) = (@) (0)r (24 (K + 1)(;!;/;@ TR —Yb+R)
und )
v = T

ist die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion (auch Digamma-Funktion genannt).
Im Falle d = 1 erhéilt man insgesamt (vgl. (45))

Fi(z) = [z(1 —2)]" 2F1(a b;1;z) ,

(a 80
Fox) = [x(1 — x)]" +b (Zf zF — log( )2F1(a,b;1;l‘)> , (80)

wobei der Exponent r € Q durch die konformen Gewichte der in der Korrelationsfunktion

vorkommenden Felder bestimmt ist. Fiir die Korrelationsfunktion (uuuu) ist a =b=1/2,

8 Der Parameter wird hier mit d bezeichnet, um Verwechselungen mit der zentralen Ladung c zu vermeiden.
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und es ergibt sich

Aus erhilt man mit ¢ = exp(2m'7')|§|

"= = loglg) = % (D ane" ~log(@))

oder
q = x? exp (Z anx"> . (81)

Hierbei ist > a,z™ die Potenzreihenentwicklung von

S SR
oFy (3,315 2)

Man stellt fest, dass es in der Theorie mit ¢ = —2 moglich ist, den Zusammenhang x = x(q(7))
zwischen der Variablen x und dem modularen Parameter 7 ausschlieflich aus den Losungen
der hypergeometrischen Differentialgleichung abzuleiten, indem man die Gleichung
umkehrt.

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, ob in einer beliebigen konformen Feldtheorie ebenfalls
die Moglichkeit besteht, die Gleichung = = z(q(7)) auf die oben beschriebene Weise zu
erhalten.

Man betrachte das verallgemeinerte elliptische Integral erster Arﬂ

1 H—2a T
K, (x :sinwa/ dt = —oF1(a,1 —a;1;z
(@) =sintra) | o dt = R )

mit

K (z) = Ko(1 — )

a

und setze
Ky(r)  oFi(e,1—a;1;1 - 1)

Ta = ZKa(x) - 2F1(a7 1- a; 1;.7})
Als wverallgemeinerter elliptischer Modulus wird der zu inverse Ausdruck x = x(7g)

definiert. In Analogie zu dem Fall ¢ = —2 wird in jedem zu untersuchenden minimalen Modell

(82)

eine Vierpunktfunktion mit mindestens einem auf Level 2 degenerierten Feld gesucht, deren
konforme Blécke einen Quotienten ergeben, der fiir ein bestimmtes a mit iibereinstimmt.

Anders ausgedriickt, man sucht eine Korrelationsfunktion (¢p(z)dn, (0)¢p,(1)dn, (00)) mit

0 = Lain(3)

10 Fiir Details zu verallgemeinerten elliptischen Integralen und modularen Gleichungen siche [3,[2]
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h € {hi2,h21}, die auf hypergeometrische Differentialgleichung mit den Parametern a,
b=1-a,d=1 fihrt. Aus den Gleichungen , und kann gefolgert werden, dass

»—7)°

dpp’ (83)

hy = Ry p = —

gelten muss, damit d = 1 ist. Auferdem erh&lt man

SchlieRlich priift man leicht nach, dass die Feldanordnung <¢h(x)q§hp, p(0)(15;%, p(l)gbh(oo)) das
Gewlinschte leistet:

Fi(z) =[z(1 —2)]" 2F1(a,1 — a3 L;2) ,

Fo(x) = [z(1 —2)]" 2F1(a,1 —a;1;1 — x)

' - (84)
=[z(1—2x)]" sm(:a) (Z f(k)z® —log(z)2Fi(a,1 — a;1; a:)) ,
k=0
und daher . .
r— izt - S (z ana” - 1og<x>> , (85)
n=0

wobei Y a,z™ die Potenzreihenentwicklung von

S f(k)a*
oFy (a,1 —a;1; 2)

ist. Im Folgenden wird die verallgemeinerte modulare Gleichung an einigen der schon

diskutierten minimalen Modelle getestet.

In der minimalen Theorie M(p = 5,p' = 2), dem Lee-Yang-Modell, besitz die Umkeh-
rung von die Reihenentwicklung

13 125 55 2779 , 18782 59 4848523 4

9597 Ga51 163757 T 11718757 T 1220703125 (86)
253369132 .,  9TOIS08487

2746582031257~ 48065185546875
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Setzt man das Resultat in die Korrelationsfunktion (g1 2)(00)¢(1,2)(1)¢(1,2)(0)p(1,2)()) ein,
so erhélt man (vgl. (66))

1226 23216 2714001
F —g10 [ 1 - —— - 3/2 o ar=EUUL 9
i(q) =g < 250\f 168757 58503757 " 16386718751
4361193319 385564714583 5
52185058593750 . 31528472900390625

(87)

Bei deisem Ergebnis handelt es sich leider erneut um einen Ausdruck, der in keiner sinnvollen
Relation zu den minimalen Charakteren des Modells steht.
Wesentlich vielversprechender sind die im Ising-Modell M(p = 4, p’ = 3) erzielten Ergebnisse.

Der verallgemeinerte elliptische Modulus besitzt hier die Entwicklung

2(q) =\/q — 40q + 1324¢°/% — 39872¢° + 1136334¢>/% — 312399044>

(88)
+ 837328568¢"/% — 220240184324 + ... .
Einsetzen in die Korrelationsfunktion (@1 2)(00)¢(1,2)(1)¢(1,2)(0)¢(1,2)(w)) liefert
1
Filg) = (1 +5/q + 11q + 20¢%/2 + 41¢% + 76¢°/2 + 12743
84 q 16 (89)

+211¢7/2 + 342¢* + .. ) .

Dieser konforme Block zeigt den folgenden Zusammenhang mit den minimalen Charakteren:

1 Q"
Filg) = — xo(q) +x1(q
19) = 5 n(va)*n(g?)? ( ola) ( )) (90)
_ 1 ) X (q)
64 n(\/q)°n(g?)> " 16
Fiir den zweiten konformen Block gilt
Falq) =854 (1+ /g -+ 5q + 6472 + 164 + 21472 + 46¢°
(91)
+61q7/2+117q4+...) .
Schlieflich ergibt sich
sn(q?)® s n(g?)?
Fa(q) =84 x0(q) +x1(g)) =84 X (g 92
2(0) =857 (vol@) +x3(0)) TR (92)
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Zusammenfassung und Ausblick

Es wurden die theoretischen Grundlagen der zweidimensionalen konformen Feldtheorie zu-
sammengefasst, die fiir die Arbeit mit Korrelationsfunktionen notwendig sind. Speziell fiir
Vierpunkt-Korrelationsfunktionen mit mindestens einem auf Level 2 degenerierten Feld wurde
gezeigt, wie sich die konformen Blécke als Losungen der hypergeometrischen Differentialglei-
chung ergeben.

Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen standen die minimalen Modelle mit zen-
tralen Ladungen ¢ = 1/2, ¢ = —22/5, ¢ = 7/10 und ¢ = 4/5. In jedem dieser Model-
le wurden ausschliefslich auf Level 2 degenerierte Felder betrachtet und ihre Vierpunkt-
Korrelationsfunktionen auf der Ebene berechnet. AnschlieSend wurde untersucht, ob die be-
rechneten Vierpunktfunktionen durch die Torus-Null- und -Einpunktamplituden ausgedriickt
werden kénnen. Die Berechnungen haben gezeigt, dass sich ein sinnvoller Zusammenhang nur
fiir wenige Korrelationsfunktionen, nur die Vierpunktfunktionen des Ising-Modells, finden
lisst. MaRgeblich fiir die zum Schluss formulierten, weiterfithrenden Uberlegungen war die
Behauptung, dass die Hauptschwierigkeit in der gewéhlten Formel flir den modularen
Parameter, der in diesem Kontext von zentraler Bedeutung ist, besteht. Die Darstellung des
modularen Parameters wurde gewéhlt wie bei der in |14] veroffentlichten Untersuchung der
Theorie mit ¢ = —2. In dieser Theorie erzeugen die priméren Felder, als Objekte, die Verzwei-
gungspunkte oder Pole simulieren, eine verzweigte Uberlagerung der komplexen Ebene, die
gerade Torus-Geometrie aufweist, und die Wahl der klassischen modularen Gleichung scheint
natiirlich. Die von den priméren Felder einer beliebigen konformen Feldtheorie erzeugte
Geometrie kann dagegen hochstens als eine lokal torus-ahnliche verzweigte Uberlagerung
einer nichttrivialen Riemannschen Sphére angesehen werden. Auf Grund dessen wurde die
modulare Gleichung verallgemeinert und die numerischen Berechnungen wurden mit dem
neuen Parameter durchgefiithrt. Mit den Ansétzen, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit
noch moglich waren, ist es leider nicht gelungen, die restlichen Vierpunktfunktionen durch
die minimalen Charaktere der jeweiligen Modelle auszudriicken. Es ist allerdings gelungen,
den verallgemeinerten Modulus in jeder der betrachteten Theorien durch bestimmte Korrela-
tionsfunktionen auszudriicken und diesen somit jedem minimalen Modell entsprechend zu
wéhlen. Auflerdem zeigen die in Abhéngigkeit vom verallgemeinerten Modulus berechneten
Vierpunktfunktionen des Ising-Modells einen sinnvollen Zusammenhang mit den Torusampli-
tuden.

Es scheint sinnvoll zu sein, den Ansatz mit dem verallgemeinerten elliptischen Modulus
weiter zu verfolgen. Man konnte etwa untersuchen, wie sich ganzzahlige Anderungen des
modularen Parameters, Transformationen 7 — Z7, auf die Gestalt der Reihenentwicklung der

Vierpunktfunktionen auswirken. Eventuell lassen sich dadurch bessere Ergebnisse erzielen.
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Anhang: Implementation in MAPLE 12

Hier werden die in Kapitel 3 verwendeten Funktionen aus MAPLE 12 sowie die konkreten

numerischen Berechnungen dargestellt.

Definition der grundlegenden Groéfsen und Funktionen

Maximale Entwicklungsordnung als globale Variable:
1 N _:=300
Die Dedekindsche eta-Funktion (vgl. (21)):

1 eta := proc (q)

> local t2, t1;

3 global N ;

1 tl = q~(1/24);

5 t2 := product(l—-q"n, n =1 .. N );
6 RETURN(t1%t2);

7 end proc;

Die Jacobi-Riemannsche theta-Funktion (vgl. (27)):

1 jrtheta := proc (lambda, k, q)

2 local n;

3 global N ;

4 description "Jacobi—Riemann_theta—functions";

5 RETURN(sum(q~ ((1/4)*(2*ksn+lambda)~2/k), n = -N_ .. N _));

6 end proc;
Der klassische elliptische Modulus (vgl. (55)):
1 xi = (q) —> 1l6xeta(q”2)"16xeta(q~(1/2))"8/eta(q)"24;
Die minimalen Charaktere (vgl. (26))):
1 chi = (P7 p, T, Saq) -
> (jrtheta (Pxr—pxs, Pxp, q)—jrtheta (Pxr+pxs, Pxp, q))/eta(q);
Angepasste Funktion fiir allgemeine Reihenentwicklung
1 s = (X, a, b, k) —
2 axq bxsort (convert (series (q°(=b)xX/a, q, k),
3 polynom), q, tdeg, ascending);

Funktion zur Berechnung der Potenzen p;; in der Darstellung der Vierpunktfunktion (vgl.

(40)):
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mu := proc (hO, hl, h2, h3)
RETURN( matrix
[[—(5/3)+h0+
—(2/3)*h0—
—(2/3)+h0+
—(2/3)*xh0+
[—(2/3)%h0—
1/3)*h0—
1/3)%h0—
1/3)%h0—
2/3)*h0+

)

)

)

)

)

)

)

_

TS T T T T T T T T T

3
3
3
3
3
3

«hl+(1/3)xh2+(1/3)*h3,
xhl+(1/3)xh2+(1/3)*h3,
xhl—(2/3)+xh2+(1/3)*h3,
xh1+(1/3)xh2—(2/3)xh3],
«h1+(1/3)xh2+4(1/3)%h3,
#h1 4 (1/3)%h2 ¢ (1/3)*h3,
xhl—(2/3)+xh2+(1/3)*h3,

(1/3) (1/3)
2 (1/3) (1/3)
(2/3) (1/3)
(1/3) (2/3)
(1/3) (1/3)
(1/3) (1/3)
(2/3) (1/3)
xhl1+(1/3)xh2—(2/3)%h3],
(2/3) (1/3)
(2/3) (1/3)
(5/3) (1/3)
(2/3) (2/3)
(1/3) (2/3)
(1/3) (2/3)
(2/3) (2/3)
(1/3) (5/3)

N Ot N =
w

\)
w

— Y O ' ' ' ' ' ' N

3
3
1/3
1/3
1/3
2/3
1/3
1/3

[— xhl—(2/3)+xh2+(1/3)*h3,
xhl—(2/3)+xh2+(1/3)*h3,
«hl—(5/3)*h2+4(1/3)*h3,
xhl—(2/3)*h2—
*h1+4(1/3)*h2—
«h1+(1/3)h2—
+h1—(2/3)%h2 —

«h1+4(1/3)%h2—

\)

1/3)xh0+
1/3)xh0+
2/3)%h0+
1/3)%h0—
1/3)*xh0+
(1/3)*h0-+

end proc;

2/3)*h3],
2/3)#h3,
2/3)*h3,
2/3)#h3,
5/3)xh3]1));

(
(
(
(
(
(1/3)xh0—
(
(
[—(
(
(

e N N e N e N T T T T N N N e N T
—_

Parameter der hypergeometrischen Differentialgleichung (vegl. — ([A3)):
r := proc (hO, hl, h2, h3)
RETURN( vector (|1 —8«h0+16«h0~2+48«h1xh0+24xhl,
1—8+h0+16+h0"2+48+«h2+xh0+24xh2,
1—8%h0+16+h0"2+48+h3+h0+24+h3]) ) ;

end proc;

param := (hO, hl, h2, h3) —

[a = 1/2—(1/6)*sqrt(r(h0, hl, h2, h3)[1])
—(1/6)xsqrt(r(h0, hl, h2, h3)[2])
—(1/6)*sqrt(r(h0, hl, h2, h3)[3]),

b = 1/2—(1/6)xsqrt(r(h0, hl, h2, h3)[1])
—(1/6)xsqrt(r(h0, hl, h2, h3)[2])
+(1/6)*sqrt(r(h0, hl, h2, h3)[3]),

¢ = 1—(1/3)xsqrt(r(h0, hl, h2, h3)[1]),

p = 1/6 (2/3)%h0-mu(h0, h1, h2, h3)[1, 2]
—(1/6)*sqrt(r(h0, hl, h2, h3)[1]),

q = 1/6—(2/3)*h0-mu(h0, hl, h2, h3)[L, 2]
—(1/6)*sqrt(r(h0, hl, h2, h3)[2])];
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10

11

12

13

14

1

Numerische Berechnungen

Hier wird am Beispiel des ersten konformen Blocks der Korrelationsfunktion

(D(1,2)(00) 1,2 (1) (1,2)(0) 1,2y (7))

aus dem Ising-Modell beschrieben, wie die definierten MAPLE-Funktionen fiir die numerischen

Berechnungen verwendet wurden.

mu(1/16,1/16,1/16,1/16)[1,2];
—1/24
mu(1/16,1/16,1/16,1/16)[1,3];
~1/24,
param(1/16,1/16,1/16,1/16)|1];
—1/4,
param(1/16,1/16,1/16,1/16)|2];
1/4

param (1/16,1/16,1/16,1/16)][3];
1/2
param(1/16,1/16,1/16,1/16)|4];
~1/12,
param(1/16,1/16,1/16,1/16)[5];
~1/12.

Zunichst wurde der klassische Ausdruck fiir den elliptischen Modulus verwendet (vgl. Unter-
kapitel 3. 1., GL. (55)).
al:=s(subs({q = s(xi(q), 1, 0, N_)},
S(hypergeom([—1/4, 1/4], [1/2]a CI), 1, 0) N_))/
(xi(q)*(1—-xi(q)))"(1/8), 1, 0, 40):
a2:=s (((sqrt(2)/2)x(eta(q~2))"5/(eta(q) 3xeta(q”4)"2))
«(chi(4,3,2,1,q)+chi(4,3,1,1,q)),1,0,40):
s(al—a2,1,0,40);
0
Dabei wurden die eta-Faktoren sukzessiv angepasst. Das Ergebnis wurde durch die Berechnung
der Differenz tiberpriift.

Es folgen die fiir die Berechnung des verallgemeinerten modularen Parameters relevanten
Grofen (vgl. Unterkapitel 3.4, GL. (8F)):

p:=(a,x) —> pochhammer(x, n):

2 Ri=(a,x) —
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3 (sum(p(a, n)*p(l—a, n)*x(2xPsi(n+1)

1 —Psi(atn)—Psi(l—atn))*x"n/(n!)"~2,

5 n=20 .. N_))/hypergeom ([a, 1-a], [1], x):

6 q:=(a,x) —> x"2xexp(—2+R(a, x)):
Hierbei ist ¢ = exp(27i7). Im Ising-Modell ist p = 4, p’ = 3 und somit a = p’/p = 3/4 (vgl.
(83)). Nun wird ¢ als Funktion von z entwickelt und die Reihe anschliefend invertiert:

1 al:=series (q(3/4,x),x,50):

2 Order:=45:

3 a2:=convert (solve (al=q,x),polynom ):

1+ a3:=subs({q = a2}, s(hypergeom(|—1/4, 1/4], [1/2], q), 1, 0, 50)):

5 ad:=sort(s((a2"(1/8)x(1—a2)"(1/8))*a3,1,0,40),q,tdeg ,ascending):

Auf diese Weise wurde der konforme Block in Abhéngigkeit vom verallgemeinerten Modulus

berechnet. Der Rest wurde in Analogie zum klassischen Fall durchgefiihrt.
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