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Konforme Feldtheorie (CFT) hat sich seit der legendéren Arbeit von Belavin, Polyakov
und Zamolodchikov [BPZ] im Jahre 1984 zu einem der leistungsfihigsten Werkzeuge der
mathematischen Physik entwickelt, und hat ferner zahllose erfolgreiche Anwendungen in
den verschiedensten Gebieten der Physik und Mathematik erfahren. Vermutlich wird CFT
in wenigen Jahren genauso “Standardstoff” sein, wie es heute bereits Lie-Algebren sind,
die seinerzeit ebenfalls das Denken in der Physik revolutionierten. Dennoch gibt es einen
entscheidenden Unterschied, ndmlich dafl Lie-Algebren seit langerem vollstandig klassifiziert
sind, CFTs dahingegen eigentlich kaum.

In diesem Bericht mochte ich daher zweierlei Ziel verfolgen: Zum einen werde ich meine
eigenen Beitriage zur Klassifikation von CF'Ts vorstellen und in den aktuellen Stand der allge-
meinen Forschung einreihen, zum anderen werde ich anhand einiger Anwendungen versuchen
deutlich zu machen, dafl Klassifikationen iiber die reine Befriedigung eines Enzyklopéadisten
hinaus von groflem Nutzen sein konnen. Ich beschranke mich dabei auf Anwendungen, die
von mir selbst, oder unter meiner Mitwirkung, innerhalb des von der DFG geférderten Zeit-
raumes gemacht worden sind.

Die Untersuchung von Modulrdumen von CFTs ist ein besonders leistungsfahiges Mit-
tel, um Klassifikationen fiir bestimmte wohldefinierte Klassen von CFTs zu erreichen. Die
A-D-E-Klassifikation sowohl der minimalen Modell [CIZ] als auch der CFTs mit zentraler
Ladung ¢ = 1 [Gin] mogen als Beispiele dienen. Das Verbliiffende an diesen Beispielen ist,
daf tiefe mathematische Ergebnisse iiber Modulformen es gestatten, das Problem auf ein be-
reits bekanntes — eben die Klassifikation von Lie-Algebren — abzubilden. Es ist daher kaum
verwunderlich, dal diese Teilklassifikationen die ersten Erfolge auf dem Gebiet der CFTs
waren. Ahnlich verhilt es sich mit der Klassifikation bestimmter CFTs mit ¢ = 24, die sich
als dquivalent zur Klassifikation aller selbstdualen Gitter in 24 Dimensionen erwies (allge-
meiner gibt es eine enge Beziehung zwischen sogenannten meromorphen CFTs mit ¢ = 0
mod 8, und selbstdualen Gittern und Codes).

Es heifit, daff Publikationen den AbschlufSbericht nicht ersetzen konnen, was fiir mich
impliziert, dafl der Abschlulbericht auch nicht einfach eine Inhaltsangabe meiner Publika-
tionen sein soll. Vielmehr soll dieser Bericht die Bedeutung der von mir erzielten Resultate
und ihren inneren Zusammenhang — sozusagen den roten Faden — zum Gegenstand haben.

* Abschlufibericht iiber mein von der DFG unter der Nummer FL 259/1-2 geférdertes Forschungsvorhaben
am Institute for Advanced Study, Princeton, USA. Verfafit September 1997.
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Wie schon angedeutet, ist die Klassifikation von CFTs wesentlich komplexer als die
der Lie-Algebren. Ein erster, wichtiger, Schritt ist eine préizise Fragestellung. Im Falle der
CFTs wird sie dadurch erreicht, dafl man sich auf sogenannte rationale konforme Feldtheo-
rien (RCFTs) konzentriert. RCFTs lassen sich dadurch charakterisieren, dafl sie nur endlich
viele irreduzible oder unzerlegbare Hochstgewichtsdarstellungen zulassen, oder dadurch, dafl
ihr Feldinhalt endlich erzeugt ist. Solche RCFT's sind damit — im Prinzip — vollstéandig 16sbar,
was meint, dal man — theoretisch — alle n-Punkt-Funktionen explizit und exakt berechnen
kann. Dies liegt darin begriindet, dal RCFTs eine Vielzahl von sehr restriktiven Strukturen
besitzen, wie z.B. die Verlinde-Algebra der Fusionsregeln. Der Grenzfall von RCFTs sind die
sogenannten quasirationalen CFTs, die anstatt endlich vieler abzédhlbar viele Darstellungen
zulassen, in deren Fusionsregeln aber immer nur endlich viele nicht verschwindende Terme
auftreten. Beispiele fiir quasirationale CFTs sind die ¢ = 1 Theorien mit einem Kompak-
tifizierungsradius R, so dafl 2R? ¢ Q. Im folgenden werden wir uns auf diese beiden Fille
konzentrieren, da die irrationalen CFTs nicht im eigentlichen Sinne des Wortes klassifizier-
bar sind. Daher sei im folgenden unter CF'T immer eine rationale oder quasirationale CFT
verstanden.

CFTs kann man prinzipiell fiir beliebige Dimensionen d definieren, und mit beliebigen
Anzahlen N von Grassmann-Variablen als supersymmetrischen Erweiterungen. Die dritte
entscheidende Grofle ist die Anzahl der effektiven Freiheitsgrade, ceg. Fiir unitdre CFTs
ist cof = ¢, also gleich der zentralen Ladung. Im Falle nicht-unitdrer Theorien, die in der
statistischen Physik eine zunehmend tragende Rolle spielen, hat man hingegen c.g = ¢ —
24h i, wobei hy, der kleinste Ly Eigenwert ist (Lg ist der Nullmode des Energie-Impuls-
Tensors, dem Generator infinitesimaler konformer Transformationen). Da man fiir d > 2
weder Felder sauber an Punkten lokalisieren kann, noch iiber eine mathematisch einwandfreie
Definition der Operator-Produkt-Entwicklung (OPE) verfiigt, sind fast alle Resulate fiir
d < 2 erzielt worden.

Teilt man den Modulraum M aller CFTs beziiglich d, N und c.g ein, kann man ermes-



sen, wie diirftig unser Wissen noch ist. Vollstdndig klassifiziert sind lediglich die Bereiche
M(d=1,N < 2,ce) sowie M(d=2,N < 2,ceg < 1+ 5 + [F]), siche dazu auch [Nah].
Mein eigener Beitrag zur Erweiterung dieses Wissens nimmt sich in dieser Notation gerade-
zu lacherlich aus, besteht er doch in der Ersetzung des letzten “<” durch “<”. Allerdings
brachte diese Ersetzung die Entdeckung mehrerer vollig neuer Serien von RCFTs mit sich,
sowie die Etablierung einer bis dahin nahezu unbekannten Klasse von CF'Ts, den sogenannten
logarithmischen konformen Feldtheorien (LCEFTs), die wie ihre bekannteren Briider (quasi-)
rational sind. Es ist leicht einzusehen, dafl 2c.¢ € Z, Haufungspunkte fiir Folgen von CFTs
in M sind**. Weitaus weniger trivial ist die Frage, ob die Limespunkte noch zu M gehoren.
Fiir die Folge der unitéren minimalen Modelle mit {c,,41 = 1 — 6/p(p + 1)},>1 (hier ist
g = A;) ist dies der Fall, der Limespunkt ¢ o011 = 1 ist das Gauss-Modell mit Kompaktifi-
zierungsradius R = 1, eine wohlbekannte CFT. Ich konnte nun zeigen, dafl in vielen Féllen die
Theorien an Limespunkten keine gewhnlichen, sondern logarithmische CFTs sein miissen.
In diesem Sinne bilden die LCFTs den Abschlu von M. Verwendet man als Abstandsfunk-
tion die Zamolodchikov-Metrik, kann man M als verallgemeinerten Hilbertraum ansehen
(zumindest lokal hat M diese Struktur). Die Rolle der LCFTs als Abschluf erscheint dann
besonders natiirlich.

Bei der obigen Betrachtung sind die CFT's entweder chiral, oder aus zwei dquivalenten
Theorien als rechts- und linkschiraler Hélfte symmetrisch tensoriert. In bestimmten Féllen,
wie der A-D-FE-Klassifikation der minimalen Modelle, gibt es auch nicht-triviale Kombina-
tionen der beiden Hélften, die zu nicht-diagonalen modulinvarianten Zustandssummen kor-
respondieren. Da OPE und Normalordnung nur fiir lokale Felder in mathematischer Strenge
definiert werden koénnen, sind CFTs nur dann wohldefiniert, wenn sie so aus rechts- und
linkschiralen Anteilen konstruiert werden, dafl alle Felder lokal sind. Dieser Ansatz impli-
ziert jedoch nicht notwendig, dal der Grad der Supersymmetry in beiden Hélften der glei-
che ist. Fiir Stringtheorien sind ndmlich auch CFTs interessant, die unterschiedliche Grade
an Supersymmetry aufweisen. Dann kann die linkschirale CFT aber nicht dquivalent zur
rechtschiralen sein. Uberraschenderweise gibt es aber unter speziellen Umsténden trotzdem
modulinvariante Kombinationen. Ein Dilemma der Stringtheorie ist, dal man mit (hoher)
Supersymmetrie viele rigorose Resultate erhalten kann (z.B. wegen der damit verbundenen
Invarianz vieler Groflen unter Renormierung), aber die Natur keine oder hochstens sehr
wenig Supersymmetrie aufzeigt. Ein moglicher Kompromif ist, statt der tiblichen (2,2) Su-
persymmetrie die einseitig vollstéandig reduzierte (0,2) Supersymmetrie zu betrachten — den
heterotischen String. In der Tat existieren solche Modelle, und weisen zum Teil sogar phéno-
menologisch interessante Spektren oder Eichgruppen auf.

Die Erforschung solcher moglicher String-Hintergrundsvakua, als die man diese Mo-
delle ansehen sollte, wird durch die Frage nach der Kompaktifizierung der “iiberzéhligen”
Dimensionen der Stringtheorie verkompliziert. Besonders geeignet fiir die Kompaktifizierung
sind die sogenannten Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten. Dies liegt vor allem in der Eigenschaft
der Mirror-Symmetrie begriindet, die eng mit der sogenannten 7-Dualitdt der zugrunde-
liegenden Stringtheorien verkniipft ist. Fiir die Stringtheoretiker ist es daher von groflem

“*Fiir halb- oder ganzzahlige zentrale Ladung existieren immer CFTs im Sinne von Freie-Feld-
Konstruktionen. Wahlt man die freien Felder aus einem maximalen abelschen Torus einer Lie-Algebra g, so
héufen sich die minimalen Modelle, die man mit Hilfe der Sugawara-Konstruktion von der affinisierten Lie-
Algebra g zu rationalem Level erhélt, bei ¢ = rank g. Entsprechendes gilt fiir CFTs, die aus freien Fermionen
konstruiert werden etc.



Interesse, jeweils Mirror-Symmetrie fiir neue Klassen von Modellen zu etablieren. Dabei stu-
diert man nicht mehr direkt die zweidimensionale Weltflachen-CF'T, sondern, zum Beispiel,
ein Landau-Ginzburg Model in d=6. Die Zustandssumme ersetzt sich durch den sogenann-
ten elliptischen Genus, fiir den aber ebenfalls Modulinvarianz gefordert wird. Im Falle der
(2,2) Modelle sowie deren Orbifolds kann Mirror-Symmetrie sogar strickt bewiesen werden
(wenn man von den Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten zu der etwas allgemeineren Klasse der
toroidalen Varietéten iibergeht). Fiir die (0,2) Modelle funktioniert dieser Beweis mangels
ausreichender Supersymmetrie leider nicht, obwohl eine bestimmte Klasse dieser Modelle
Mirror-Symmetrie aufweist. Auch waren Orbifolds von (0,2) Modellen bis vor Kurzem noch
gar nicht betrachtet worden. Meine Betrachtungen (zusammen mit Ralph Blumenhagen)
des Modulraumes von (0,2) Orbifold-Modellen zeigen nun, dafl (0,2) Modelle zunéchst um
GroBenordnungen mehr Orbifolds besitzen, als ihre (2,2) Briider, und daff die Menge all
dieser Orbifolds Mirror-Symmetrie aufweist. Zwar sind wir von einem mathematisch stren-
gen Beweis dieser Aussage noch ein gutes Stiick entfernt, konnen aber durch umfangreiche
explizite Rechnungen und auch allgemeine Betrachtungen zumindest fiir die (0,2) Modelle
Mirror-Symmetrie nachweisen, die als ein speziellen Zs Orbifold eines (2,2) Modelles aufge-
faBt werden konnen. Auflerdem haben wir Hinweise entdeckt, dafl Mirror-Symmetrie allge-
meiner auch fiir beliebige (0,2) Modelle gilt, selbst wenn es zu ihnen keinerlei (2,2) Briider
gibt. Dieses Resultat ist insofern bedeutsam, als dafl aus ihm folgen wiirde, dafl Mirror-
Symmetrie letztlich nicht in Supersymmetrie begriindet ist. Durch unsere Untersuchung des
(0,2) Orbifold Modulraumes haben wir im Meer der moglichen String-Vakua etwas Neuland
gewonnen, aber auch neue — noch ferne — Ufer gesichtet.

Nach diesem kurzen Uberblick méchte ich im folgenden Kapitel die wichtigsten Resul-
tate etwas mehr im Detail betrachten und kommentieren.

co- I -0
KLASSIFIKATIONEN & MODULRAUME
NEUE ERTRAGE

oA o0 0-0-0-0-0-¢0- LOGARITHMISCH KONFORME FELDTHEORIEN - ¢ -
Ausgangspunkt meiner Untersuchungen zu LCFTs war das Auffinden bestimmter erweiterter
chiraler Symmetrie-Algebren (sogenannter W-Algebren), die fiir ¢ = ¢, existieren, maximal
sind, und dennoch keine RCFT zu liefern scheinen [BFKNRV,EFH?V]. Eine Manifestation
des Problems ist, dafl der Charakter der Vakuumdarstellung zwar leich explizit bestimmt
werden kann, aber kein gutartiges Transformationsverhalten unter der Modulgruppe be-
sitzt. Es zeigte sich, daB der Vakuumcharakter eine Linearkombination aus Modulformen
mit unterschiedichen Gewichten ist (man erwartet allein Gewicht 0 Modulformen), so daf
die S-Transformation 7 — —1/7 nicht nur konstante Koeffizienten besitzt, sondern auch
solche linear in 7.

Unabhingig davon hat Viktor Gurarie [Gur| festgestellt, daf die CFT mit ¢ = ¢o1(a;) =
—2 unvermeidlich logarithmische Singularititen in ihren Korrelationsfunktionen aufweist.
Obwohl diese CFT weiterhin widerspruchsfrei definiert werden kann, lassen sich die loga-
rithmischen Terme nicht beseitigen, was letztlich darin begriindet liegt, daf§ Ly, der Nullm-
ode des Virasoro-Feldes, nicht diagonalisiert werden kann. Dies war das erste Beispiel einer
LCFT in der Literatur. Man betrachtete allerdings ¢ = —2 zunéchst als eine Art Kuriositét
im CFT-Zoo.



Ich darf nun fiir mich in Anspruch nehmen, LCFTs als echte Klasse von CFT's etabliert
zu haben, und sdmtliche Strukturen, die Rationalitdt von CFTs kennzeichnen, fiir den loga-
rithmischen Fall verallgemeinert zu haben [1,3]. Dies schlieBt insbesondere die Betrachtung
des Transformationsverhaltens der Charaktere unter der Modulgruppe sowie die Klassifika-
tion der modulinvarianten Zustandssummen ein. Damit war es mir méglich, den Modulraum
der cog = 1 LCFTs vollstandig zu beschreiben. Die Bedeutung dieser Resultate liegt vor
allem darin, dafl LCFTs nicht mehr als eine blole Kuriositdt angesehen werden, sondern ein
neuer und aktiver Gegenstand breiter Forschung und Anwendung geworden sind [log].

Die Moglichkeit, konforme Feldtheorien auch dann konsistent konstruieren zu kénnen,
wenn die Korrelationsfunktionen logarithmische Terme aufweisen, wurde erstmals 1993 von
V citor Gurarie [Gur| erkannt. Es zeigte sich, daf, logarithmische Terme unvermeidlich sind
und ferner der Energie-Operator Ly nicht mehr diagonalisiert werden kann, wenn die Ope-
ratorproduktentwicklung zweier Felder zwei Felder mit gleichen Skalendimensionen enthalt.

In [1] habe ich allgemein fiir LCFTs Darstellungstheorie und Charaktere definiert.
Ist fiir eine beliebige CFT die maximal erweiterte chirale Symmetrie-Algebra bekannt, kann
zumindest die Vakuumdarstellung Mg, explizit konstruiert werden. Damit hat man auch den
Vakuumcharakter Xjo) = Ty ¢~ 0~¢/?* Ich habe nun gezeigt, da die fiir gewohnliche CFTs
bekannten Eigenschaften der Charaktere und Zustandssumme im analytischen Sinne auch
fiir den Fall logarithmischer CF'Ts gelten. Ist ferner bekannt, daf§ nur fiir bestimmte, endlich
viele Hochstgewichtszustande™* |h;), 0 < i < n, Darstellungen existieren, kann mit Hilfe der
Hochstgewichte und des Vakuumcharakters die modulare Differentialgleichung gelost und
eine Basis von Funktionen gefunden werden, aus denen die restlichen Charaktere linear zu
kombinieren sind. Die LCFT Serie mit zentraler Ladung ¢ = ¢, 1(a;) = 13 — 6(p + p~') z.B.
erfiillt diese Voraussetzungen.

Im Falle von LCFTs ergeben sich zwei Besonderheiten: Zum einen erhélt man iiber
einen Potenzreihenansatz

f(hi)(q> = g/ Z a%hi)qn (1)
nely
keinen vollstdndigen Satz von Losungen mehr, fiir die restlichen mufl man stattdessen den
Ansatz
9" (q) =log(q)g" > 3 b{)g" (2)
nely
machen. Zum anderen existieren bei LCFTs immer Paare von Héchstgewichten h;, h; mit h; —
h; € Z. Die durch Lg auf einer Darstellung M), induzierte Graduierung erzwingt, daf die ¢-
Entwicklung des Charakters y,, , bis auf einen rationalen Vorfaktor nur ganzzahlige Potenzen
in ¢ aufweist. Bei gewohnlichen CFTs mit maximal erweiterter chiraler Symmetrie-Algebra
ist immer h; — h; € Z, so dafl die Charaktere direkt porportional zu den Losungen f (h) (q)
sind. Die Sachlage ist also fiir LCFTs komplizierter. Die Charaktere sind nicht eindeutig
festgelegt, sondern Linearkombinationen der Loésungen, fir die h; — h; € Z liegt. Ferner
erhebt sich die Frage nach der physikalischen Bedeutung der log(q) Terme, die zum Erhalt
der modularen Kovarianz erforderlich sind.

Die Definition von Charakteren als Spur iiber den jeweiligen Darstellungsmodul kann

zwar formal fiir nicht-diagonalisierbares Lg aufrecht erhalten werden, liefert aber ebenfalls

***Der Einfachheit halber beschrinke ich mich in dieser Priasentation auf Hochstgewichte nur beziiglich der
Virasoro-Algebra, bzw. beziiglich g = a;.



kein eindeutiges Ergebnis mehr. Dies liegt daran, dafi verschiedene Hochstgewichtszustéinde
eine Jordan-Zelle aufspannen, innerhalb derer eine beliebige Basis gewahlt werden kann.
Entsprechend erhélt man verschiedene Charaktere, deren Summe allerdings invariant unter
solchen Basiswechseln ist. Sie entspricht der Spur iiber den Modul zu allen die Jordan-Zelle
aufspannenden Hochstgewichtszusténden. Sei beispielsweise eine Jordan-Zelle vom Range
zwei aufgespannt durch |h; 1) und |h;2), dann ist

Xinen) (@) + Xini2y () = Xppnyoiny (0) = terh;l)UM\h;2)qLO_C/24 (3)

invariant unter einem Basiswechsel in |h; 1), |h;2). Betrachtet man nur letztere Summe als
Charakter (zu einer nicht vollstdndig reduziblen Darstellungen iiber die gesamte Jordan-
Zelle), so wird die spezielle Struktur der LCFT unsichtbar und Charaktere und Zustands-
summe werden dquivalent™ zu denen gewohnlicher CFTs (im Falle der ¢, 1(a;) Serie werden
die Zustandssummen identisch zu den bekannten Z(R) der ¢ = 1 Modelle mit Kompaktifi-
zierungsradius R = \/]%)

Dies ist unbefriedigend und deckt sich nicht mit expliziten Berechnungen (z.B. des Va-
kuumcharakters). Auflerdem kann dieser Ansatz nicht erkliaren, dafl bei LCFTs die Quanten-
gruppenstruktur, die jeder CFT unterliegt, direkt sichtbar wird. Ich habe daher die Lésun-
gen der modularen Differentialgleichung als Bausteine fiir die Charaktere akzeptiert und
alle weitern Schluffolgerungen aus den Transformationseigenschaften der Charaktere und
Zustandssummen unter der Modulgruppe PSL(2,Z) gewonnen.

Meine Arbeit [1] setzt mit der Konstruktion toroidaler Zustandssummen fort. Die For-
derung von Modulinvarianz ist so restriktiv, dafl sich damit die Charaktere fast eindeutig
bestimmen lassen. Die als Beispiel betrachtete ¢, 1 (a;) Serie erweist sich als die Teilmenge der
rationalen LCFTs mit cog = ¢ — 24hyi, = 1, wobei hyy, wieder das Minimum aller zuldssigen
Hochstgewichte bezeichnet. Der Modulraum dieser LCFTs entspricht dem der wohlbekann-
ten unitdren ¢ = 1 Theorien und erlaubt eine dquivalente A-D-FE-Klassifikation. Auch die
Zustandssummen stellen eine Verallgemeinerung von Zustandssummen gewohnlicher CFT's
im analytischen Sinne dar. Sie ergeben sich aus denen der ¢ = 1 Modelle als

S8R 0
el + sy 2. (@

wobei die Kompaktifizierungsradii Ry, und die ¢, € {£1, £5} durch die A-D-E-Klassifikation
der endlichen Untergruppen von SU(2) bestimmt sind.

Zum SchluB von [1] behandelte ich den speziellen Fall ¢o1(a;) = —2 ausfiihrlich. An-
hand dieses Beispiels zeigte ich explizit auf, dafl der von mir verfolgte Ansatz auch physika-
lisch sinnvoll ist. Die ¢ = —2 Theorie beschreibt ndmlich die dichte Phase zweidimensionaler
Polymere. Setzt man die Polymere auf einen Torus, hat man unterschiedliche Randbedin-
gungen fiir nicht-kontrahierbare Polymere (die also homotop zu den fundamentalen Zyklen
des Torus sind), die entsprechende Teile der Zustandssumme liefern. Die algebraische Struk-
tur (beschrieben durch eine Temperley-Lieb Algebra, die man als Schneide- und Verklebe-
Operationen auf den Polymeren interpretieren kann) erlaubt allerdings zwei Grundzustéande:

*°Eine genaue Betrachtung zeigt, dafl die Zustandssummen von LCFTs ganze Vielfache der Zustands-
summen der korrespondierenden freien CFTs sind. Diese nicht-triviale Multiplizitéit, die durch Abzéhlen der
Zusténde z.B. im Vakuumsektor explizit iiberpriift werden kann, geht leider ebenfalls bei obiger, vereinfa-
chender Betrachtung verloren. Im Falle der ¢, 1(01) LCFTs ist die Multiplizitdt genau 4.
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den leeren Torus und einen dicht mit genau einem kontrahierbaren Polymer bedeckten Torus.
Genau dies kann man auch durch eine Konstruktion mit einem b, ¢ System sehen. Die Felder
b, ¢ haben Fermi-Statistik und konforme Gewichte 1,0. Es gibt daher zwei Grundzustéinde,
|0) und ¢|0). Der zweite Grundzustand bringt aber nun als zusétzlichen Freiheitsgrad die
Konfigurationen eines kontrahierbaren Polymers ins Spiel. Dies liefert genau den logarith-
mischen Anteil der Zustandssumme, proportional zu log(qq).

Vielen Argumenten von [1] lag die Annahme zugrunde, dafl LCFTs, bestimmt durch
ihre Parameter wie zentrale Ladung ¢ und Hochstgewichte {h;};c;, im Raum aller CFTs
“singulére” Punkte darstellen, wobei das Verhalten der Feldtheorie in analytischer Weise von
den Parametern abhéngt. Diese Annahme habe ich in [3] fiir eine weite Klasse von LCFTs
beweisen konnen. Genauer stellte sich heraus, dal LCFTs im Abschlufl des Raumes M der
CFTs im Raum aller zweidimensionalen Feldtheorien liegen, also durch geeignete Folgen von
CFTs analytisch wohldefiniert als Limes approximiert werden. Die ¢,;(a;) Serie ergibt sich
beispielsweise als Limes von Folgen minimaler Modelle mit zentralen Ladungen c,, 4, (a1),
so daB der teilerfremde Bruch p, /g, gegen den kiirzbaren Bruch np/n konvergiert. Man
beachte, daf} es eine Vielzahl von Folgen minimaler Modelle gibt, die gegen dieselbe LCFT
konvergieren. Das hat sehr interessante Auswirkungen auf Zamolodchikov’s ¢-Theorem und
die Topologie des Raumes M. Ich arbeite zur Zeit zusammen mit Mohammad Reza, Rahimi
Tabar und Shahin Rouhani an einer genauen Darstellung dieser nicht-trivialen Topologie.
Die Zamolodchikov-Metrik auf M wird — wenn nicht korrekt normiert — an LCFT-Punkten
singuldr. Beachtet man jedoch, daf§ der Limespunkt eine LCFT ist, mufl man die Strome,
aus denen die Metrik gebildet wird, umdefinieren. Damit bleibt die Metrik regulér, erlaubt
aber nun geschlossene Wege des c-Flufles!

Im obigen Sinne konnte ich weiter zeigen, dal die Charaktere logarithmsicher CFT's
aus den Charakteren der minimalen Modelle im Limes gewonnen werden kénnen. Dabei
treten notwendigerweise auch die Ableitungen letzterer beziiglich der Parameter auf, die das
konforme Gewicht bestimmen, d.h.

0
71 3 nsy4n nysdn
X|(II;T’S)) X nlLHOlO (ax(igp;,ql)> + ba)\Xfigp;,q)n)>> (5)

mit A = p,s — q,r. Die Ableitung hat unter anderem zur Wirkung, dafl der Charakter einen
Term linear in 7 = log(q) erhélt.

Im Gegensatz zu gewohnlichen CFTs, wo die Charaktere Modulformen zum Gewicht
null sein miissen, treten bei LCFTs Modulformen mit verschiedenen ganzzahligen Gewichten
auf. Bei den bis jetzt explizit bekannten Beispielen sind die Modulformen vom Gewicht 0
und 1. Fiir cog < 1 ist damit eine Klassifikation aller LCFTs moglich, da die entsprechenden
Modulformen vollstindig bekannt sind. Ein generischer Charakter hat in diesem Fall die
Form

n(q)

wobei 17(q) = ¢"/** [T,en(1 — ¢") die Dedekind Funktion und 0y 4(q) = ez ¢/ die
Jacobi-Riemann Funktionen sind. Die (90),4(q) = 20 1(q) < Y,ez(2kn + X)g2hntV7/1k
heiflen auch affine ©-Funktionen und haben das modulare Gewicht % Dies und die Kenntnis
moglicher integrabler marginaler Operatoren erlaubte es mir, in [1] die genaue Form des
Modulraumes der cog = 1 LCFTs angeben zu konnen. Dieser Modulraum bildet teilweise

() = 1(aeA,k<q> e vlog(q))(a@mq)) , 6)



den Abschlufl des cog < 1 Modulraumes gewohnlicher CEF'Ts, ein anderer Teil wird durch den
Modulraum der ¢ = 1 CFTs [DV?,Gin,Kir] und dessen nicht-unitire Erweiterung gegeben.
Letztere habe ich bereits in [Flo2,Flo3] konstruiert. Allgemeiner darf man schreiben, dafl
M(LCFT) C OM(CFT).

Natiirlich kann man fragen, wozu Korrekturen hoherer Ordnung korrespondieren
wiirden. Bis jetzt waren die behandelten Klassen von LCFTs solche, bei denen Ly Jordan-
Zellen vom Range r < 2 formten. LCFTs lassen sich jedoch ohne weiteres fiir beliebigen Rang
der Jordan-Zellen konstruieren, wobei der maximale Rang zur maximalen Ordnung der Ab-
leitungsterme (bzw. der maximalen Ordnung in 7) in den Charakteren korrespondiert. Daf3
man dies zunéchst bei den ¢, ;(g) Modellen und fiir Rang r = 2 sieht, liegt einfach daran,
dafl das minimale Modell (d.h. das Modell ohne Korrekturen) bei ¢,;(g) leer ist (da das
konforme Grid leer ist).

Weiter habe ich in [3] die Verlinde-Formel zur Berechnung der Fusionsregeln auf den Fall
logarithmischer CFTs verallgemeinern kénnen. Wie schon erwéhnt, miissen zum Teil log(q)
Terme auftreten, damit die Charaktere unter der Aktion der Modulgruppe eine endlichdimen-
sionale Darstellung formen. Ublicherweise interpretiert man in x, 1 (¢) = ¢"~/* ¥z, a{q"
die Koeffizienten a( als Dimension des Moduls My auf Level n. Da die logarithmischen
Terme keine gute Entwicklung als Potenzreihe in ¢ haben, entfillt diese Interpretation und
dadurch die Mo6glichkeit, den logarithmischen Term eines Charakters eindeutig zu normie-
ren (man wihlt a[()h) als die kleinste positive ganze Zahl, so da a(® € Z, fiir alle n ist).
Man schreibt daher x;,(q) = ¢"~** ¥ ez, (af}) + " log(q)b{))¢™ fiir einen logarithmischen
Charakter und normiert die b® wie die a(®. Es bleibt ein beliebiger Vorfaktor a/".

Die S Matrix, die das Transformationsverhalten der Charaktere x;j, (q) unter S : 7 —
—1/7 angibt (wobei 7 der modulare Parameter und ¢ = exp(2mi7) ist), héingt somit von den
ah) ab. Ich habe in [3] gezeigt, dafl die Zustandssumme unabhingig von den o") modulin-
variant ist und es auch im Grenzfall, da alle a") gegen Null gehen, bleibt. Die S Matrix
wird allerdings in diesem Limes singuldr (denn dann formen die Charaktere keine geschlosse-
ne Darstellung der Modulgruppe mehr). Man erhélt also die tiberraschende Tatsache, dafi die
volle Theorie (mit links- und rechtschiralem Anteil) modulinvariant ist, obwohl die chiralen
Anteile allein nicht einmal eine Darstellung der Modulgruppe formen. Die Verlinde-Formel,
formal auf die von den o) abhéngende Matrix S(a) angewandt, ergibt Fusionskoeffizienten

Sr() St (a)(S7Ha))k
Ny - 5 TS S ) .

T

ebenfalls als (komplizierte) Funktionen in den «("). Ahnlich wie im Falle der Struktur-
konstanten logarithmischer CFTs, die ich in [1] ausgerechnet habe, heben sich in den ent-
scheidenden Ausdriicken alle Singularititen im Limes o) — 0 weg und man erhélt gute,
ganzzahlige Fusionskoeffizienten N};(0). Die Fusionsalgebra, die man als Limes

NE = lim NE (o) (5)

erhélt stimmt vollstdndig mit den Erwartungen iiberein, die man aus einem direktem Stu-
dium der Darstellungsstruktur erhélt.

Eine (rein formale) Zerlegung der nicht vollsténdig reduziblen Darstellungen auf Cha-
rakterebene ergibt modifizierte Fusionsregeln, die mit den bekannten Belavin-Polyakov-
Zamolodchikov Fusionsregeln fiir minimale Modelle iibereinstimmen [BPZ], wenn man (for-
mal) das Modell zu 3p, 3 betrachtet. Dies last sich verallgemeinern und fithrt zu einer grofien
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Klasse logarithmsicher CF'Ts, den sogenannten augmentierten minimalen Modellen, bei de-
nen formal nicht teilerfremde p = np’, ¢ = nq’ auftreten. In diesem Sinne erweisen sich mini-
male Modelle als in der Tat minimal, ndmlich mit der kleinst moglichen in sich schliefenden
Operatoralgebra, wiahrend ihre augmentierten Partner gréflere Operatoralgebren einschlief3-
lich logarithmischer Operatoren aufweisen. Hohere Werte n > 3, n ungerade®, gehoren zu
LCFTs mit hoherer Entartung bzw. hoherem maximalen Rang der Jordan-Zellen zu L. Die
LCFTs zu ¢,1(g) = c3p,3(g) sind ein Spezialfall, weil das zugehorige minimale Modell leer
ist. Auch diese Resultate finden sich in [3], spielen aber auch in [7] eine Rolle.

Diese rein formale Zerlegung auf Charakterebene ist moglich, da bei LCFT's die Charak-
tere nicht mehr eindeutig proportional zu den Lésungen der modularen Differentialgleichung
sind. Wie ich in [3] gezeigt habe, gibt es jedoch nur vier Linearkombinationen (d.h. vier Werte
fiir die o)), fiir die man ganzzahlige Fusionsregeln bekommt, némlich o € {0, 1, /=3, 3}.
Ob es ein Zufall ist, oder einen tieferen Grund hat, da8 diese Zahlen genau v/3 mal diejenigen
Dilaton-Kopplungen sind, fiir die exakte Losungen vierdimensionaler extremaler schwarzer
Locher existieren, muf ich jedoch hier leider (noch) offenlassen.

Logarithmische CFT ist nunmehr als wohldefinierte Verallgemeinerung gewo6hnlicher
CFTs etabliert und hat gerade in letzter Zeit ein zunehmendes Interesse von verschiedenen
Gruppen erfahren [log]. Anwendungen reichen von Festkorperphysik bis hin zu Stringtheo-
rien. Letztere gibt auch den logarithmischen Termen in den Charakteren eine physikali-
sche Bedeutung, da der Riickstoleffekt der Streuung geschlossener String-Zustdnde an D-
Membranen genau durch diese Terme berechnet werden kann. LCFT stellt bei Leibe kein
Kuriosum mehr dar, sondern eine neue, sehr grofie Klasse von zweidimensionalen, exakt
losbaren Feldtheorien. Ich selbst habe in [2,4,5] drei aktuelle Anwendungen von LCFT an-
gegeben.

Die Tatsache, dal Ly nicht diagonalisierbar ist, hat noch weitere tiefgreifende Konse-
quenzen. Betrachtet man anstatt der Felder ihre Moden, bzw. den Hilbertraum der Zustande
(versehen mit der Shapovalov-Form als norminduzierendes Skalarprodukt), so kann man je-
des nicht-verschwindende Skalarprodukt iiber die Lie-Algebra der Moden auf einen polyno-
mialen Ausdruck in Ly und ¢ reduzieren. (Im Falle erweiterter Symmetrie-Algebren kénnen
natiirlich auch die Nullmoden der anderen Generatoren auftreten.) Es ist klar, dafl Fragen wie
die nach Nullvektoren durch nicht-diagonalisierbare Nullmoden andere Antworten erhalten.
Es zeigt sich, dafl die Existenz von Nullmoden in diesem Fall so sehr “erschwert” wird, dafl
man mit ihrer Hilfe gar LCEFTs klassifizieren kann [7]. Damit meine ich das Folgende: Jede
unzerlegbare Darstellung einer LCF'T formt beziiglich der Nullmoden einen Jordan-Block.
Jede unzerlegbare Darstellung enthilt genau eine irreduzible Darstellung als Unterdarstel-
lung, die sich beziiglich der Symmetrie-Algebra wie gewohnt verhilt. Zustédnde aus diesem
irreduziblen Untermodul weisen daher keine Besonderheiten auf, und kénnen ganz normal
auch Nullvektoren sein. Die zusétzlichen nicht-trivialen Einschréinkungen betreffen Zusténde
aus dem unzerlegbaren Modul, die nicht nur im irreduziblen Untermodul enthalten sind. In-
teressanterweise existieren solche nicht-trivialen Jordan-Nullvektoren dann und nur dann,
wenn die CFT auch tatsdchlich logarithmisch ist.

®Gerade Werte fiir n fiithren zu supersymmetrischen Erweiterungen der CFTs, statt zu logarithmischen.
Man kann dies im Lichte meiner weiter unten beschriebenen Arbeit [7] verstehen, da sich die Jordan-Zellen
Struktur sehr elegant mit symmetrisierten Grassmann-Variablen beschreiben l&8t. In diesem Sinne liegen
LCFTs vom Range r genau zwischen N=r — 1 und N=r supersymmetrischen CFTs. In der Tat hat bereits
Hubert Saleur fiir ¢ = —2 eine versteckte Supersymmetrie nachgewiesen.



Aus meinen generellen Betrachtungen zu LCFTs folgt nun, dafl im Prinzip jedes mi-
nimale Model zu einer affinen Lie-Algebra g zu einer LCFT erweiterbar sein sollte. Leider
ist dies explizit nicht sehr einfach zu iiberpriifen, da man sehr schnell so hohe Level fiir die
Nullvektoren betrachten muf}, dal die Computerkapazititen dafiir nicht mehr ausreichen.
Fir g = a; und das “kleinste” minimale Modell ¢5 3(g) = 0 jedoch konnte ich explizit die
Existenz von Jordan-Nullvektoren nachweisen und damit meine generellen Resultate stiitzen.

Um effektiv mit LCFTs rechnen zu kénnen, habe ich zunéchst in [7] einen sehr knap-
pen und eleganten Formalismus entwickelt, bei dem ein Vektor in einer Jordan-Zelle vom
Range r als formale Reihe in einer nilpotenten Variable 6, 8" = 0, geschrieben wird. Solche
Variablen und ihre Potenzen lassen sich leicht als der Unterring der vollsténdig symmetri-
schen Polynome im von N — 1 Grassman-Variablen aufgespannten Polynomring darstellen.
Explizite Rechnungen reduzieren sich damit auf einfache algebraische oder analytische Ope-
rationen auf Reihen in 6. Insbesondere lassen sich die Moden L, des Virasoro-Feldes auch
im Falle nicht-trivialer Jordan-Zellen als linearer Differentialoperator schreiben, die jetzt
zusédtzlich auch auf 6 wirken. Ein beliebiger Zustand in einer Rang r Jordan-Zelle ist eine
Linearkombination

Zan|h n) = Zan 9)

so daf3 z.B. die Aktion von Ly durch

Lolh:a(9)) = (h+ 8) hs a0)) (10)

gegeben ist. Da nach Voraussetzung alle eine Jordan-Zelle aufspannende Zusténde durch
die Moden L,, n < 0, annihiliert werden, so dafl die Jordan-Zelle die naheliegende Ver-
allgemeinerung einer irreduziblen Hochstgewichtsdarstellung auf den Fall nicht vollstéandig
reduzibler Hochstgewichtsdarstellungen ist, geniigt es fiir das Weitere vollig, die Aktion von
Lo zu kennen. Das liegt an der oben erwdhnten Tatsache, dafi jede Shapovalov-Form mit
Hilfe des “Durchkommutierens” von Virasoro-Moden in eine Form gebracht werden kann, in
der nur noch Ly und die zentrale Ladung ¢ auftreten. Man braucht dann nur am Ende L
durch (h + 0y) zu ersetzen. Eine beliebige Funktion in Ly und ¢ wirkt dann wie folgt auf
einen Jordan-Zellen Héchstgewichtszustand:

B >

Man beachte, daB sich die formale Ableitung nach 6 durch eine Ableitung der resultierenden
Funktion f(h,c), wie sie bei irreduziblen Hochstgewichtsdarstellungen auftritt, nach dem
Hochstgewicht h ersetzt.

Damit kann ein Formalismus eingefithrt werden, mit dem auf natiirliche und ein-
fache Weise Berechnungen von Shapovalov-Formen durchzufithren sind. Der Formalis-
mus 148t sich leicht algorithmisieren und daher gut in den modernen algebraisch-
symbolischen Programmiersprachen auf dem Computer implementieren. Bezeichnet man
die Funktion f(Lg,c), die man erhilt, wenn man die Shapovalov-Form fiir ein Monom
(h; a'(0')| Lt Ly Ly, - - - Ly Ly, |15 a(0)) in den Virasoro-Moden berechnet, mit fu n(Lo,c),

67’1

an+k8
ZZ G c)n!>. (11)

LOa
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so ist die entscheidende Bedingung fiir die Existenz eines logarithmischen Nullvektores
[1(0)) = Xjnj=n L-nb™(0)|h) auf Level n, daf

ar—k—l . .
Z bg(h, C)an’,n(l% C) =0 Vn': |n | =nNn. (12)

In|=n

Hier bezeichnen die b die Koeffizienten der Entwicklung in 6 von b™(6), und es ist bereits
angedeutet, daf diese Koeffizienten als Funktionen in A und ¢ durch die obigen Bedingungen
bestimmt werden. Die bf sind natiirlich mit den Koeffizienten gewohnlicher Nullvektoren
identisch. Man hat also im Falle einer LCFT vom Range r genau r mal so viele Bedingungen
an einen generischen® Nullvektor, wie bei gewdhnlichen CFTs.

Nachdem ich in [7] einen leistungsfihigen Formalisus fiir allgemeine LCFTs von belie-
bigem Range®* r bereitgestellt habe, habe ich systematisch Nullvektoren konstruiert und auf
diese Weise eine vollstandige Klassifikation aller LCFTs mit ¢ < 1 erzielt. Weiterhin konn-
te ich auch alle LCFTs mit ¢ > 25 angeben, die sich aus der Liouville-Theorie mit einem
Feld-Freiheitsgrad konstruieren lassen. Weiter konnte ich das von mir eingefiihrte Konzept
der “augmentierten” CFTs vertiefen und erstmals durch explizite Konstruktion untermau-
ern. Ich habe meine Arbeit [7] mit einer Betrachtung der (h,c)-Ebene beschlofien, in der
fiir jedes minimale a;-Model ¢, , gegen alle h, 4(c,,) des konformen Grids aufgetragen wird.
Gerade in dieser Darstellung von (einem Teil von) M(d=2, N=0,c¢ < 1) kann man beson-
ders schon sehen, dafl die LCFTs den Abschlufl bilden, da ihre Spektren genau die “weiflen”
Flecken fiillen. Man erkennt auch, dafl die LCFT Spektren aus denen der minimalen Modelle
durch das Zusammenlaufen verschiedener h-Werte hervorgehen.

Mit dieser Arbeit habe ich somit viele der abstrakten Ergebnisse iiber LCFTs konkret
machen konnen. Ich hoffe, nachdem ich erfolgreich LCFTs als wichtige und anwendungs-
trachtige Klasse von CF'Ts etabliert habe, damit auch einen Beitrag zu ihrer expliziten
Handhabung geleistet zu haben, der ihre tieferes Verstdndnis und ihre Nutzung sehr erleich-
tern sollte.

o-B o000 0-0-0-0-0- (0,2) SUPERSYMMETRISCHE MODELLE - ¢ -
Eine der starksten Motivationen fiir eine genaue Klassifikation von CF'T's ist die Stringtheorie.
Schon friith erkannte man, dafl supersymmetrische Stringtheorien eher geeignet sind, eines
Tages die “Grofle Vereinheitlichte Theorie” zu formulieren. Wie schon angedeutet, bringt
dies jedoch das Problem mit sich, dafl man im allgemeinen mehr Supersymmetrie einbaut,
als phanomenologisch vertretbar ist.

Es war daher ein grofier Fortschritt, als phdnomenologisch interessante “nur noch” (0,2)
supersymmetrische Weltflachen-CFT's konstruiert werden konnten, so dafl die heterotischen
Stringtheorien konsistente und realistische Kompaktifizierungen haben [02mod]. Obwohl spe-
zielle, elliptisch gefaserte (0,2) Modelle in vier und sechs Dimensionen in heterotischen String-
Dualitaten und in F-Theorie®*** auftreten, und daher von stark zunehmendem Interesse sind,

**Mit generisch ist hier ein Nullvektor gemeint, fiir den dp|1)(0)) # 0 gilt, der also als Reihe in 6 betrachtet

nicht nur aus dem konstanten Glied besteht und damit nur ein gewohnlicher Nullvektor wére.

***Wie sich leicht in meinem Formalismus zeigen 148t, ist der Rang einer LCFT durch den Rang der
Jordan-Zelle der Vakuumdarstellung bereits eindeutig festgelegt.
****Fine 12-dimensionale neue Theorie, in der alle bekannten Stringtheorien als Grenzfille so enthalten sind,
daf3 sémtliche in jiingster Zeit entdeckten und/oder bewiesenen String-Dualitéiten aus dieser 12-dimensionalen
Theorie in einfacher und natiirlicher Weise abzuleiten sind [F'&Dual].
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ist unser Wissen um diese Modelle sehr gering, vor allem verglichen zu unserem Wissen iiber
die Untermenge der (2,2) Modelle. Insbesondere ist fast nichts iiber die Struktur der Mo-
dulrdume von (0,2) Modellen bekannt. Im (2,2) Fall ist es aufgrund der beidseitigen Super-
symmetrie moglich, mit Hilfe von Mirror-Symmetrie und Nicht-Renormierungs-Theoremen
fiir Kopplungen im Superpotential exakte Beschreibungen der Rdume sowohl der komplexen
wie der Kdhler Moduli zu gewinnen.

Im (0,2) Fall hat man weder die linkslaufende Weltflachen N=2 Supersymmetrie, um
die Exaktheit bestimmter Yukawa-Kopplungen sicherstellen zu kénnen (bei groem Kompak-
tifizierungsradius), noch hat man eine algebraische Moglichkeit zwischen komplexen, Kéhler
und Biindel Moduli zu unterscheiden (bei kleinem Radius). Ich habe mich daher zusammen
mit Ralph Blumenhagen, einem Experten fiir (0,2) Modelle, in [6] der Erforschung der (0,2)
Modulraume zugewandt. Dabei konzentrierten wir uns vor allem auf die noch kaum betrach-
teten (0,2) Orbifold Konstruktionen, die man am besten in ihrer Landau-Ginzburg Phase
untersuchen kann.

Ein (0,2) Modell — wir beschrénken uns auf solche, die lineare o-Modelle darstellen —
besitzt sowohl /N chirale Superfelder ®; als auch M = N, + N; Fermi-Superfelder A®. Die
entscheidende Grofle ist das Superpotential

W = AF,(®;) + ANHIW;(9,), (13)

wobei die W; und F, quasihomogene Polynome sind. Fiir grolen Radius beschreiben die W;
Hyperflichen in einem gewichtet Projektiven Raum Py, o, . wy[d1, do, ... dy;], wihrend die
F, ein Vektorbiindel V' (ny,ng,...,ny,;m) auf diesem Raum definieren. Aus der Quasiho-
mogenitét folgt die Existenz einer rechtslaufenden R-Symmetrie und einer linkslaufenden
U(1), Symmetrie mit zugehorigen Stromen, beziiglich derer Ladungen fiir die Felder defi-
niert werden konnen. Man weist weiter den Feldern Ladungen beziiglich der diskreten Z,
Symmetrien, i = 1,..., P —1, zu. Man beachte, daf} die iibliche GSO-Projektion bereits eine
Orbifold Konstruktion mit Z, = Z,, als diskreter Symmetrie ist, und dafl die Randbedin-
gungen beziiglich jeder dieser P diskreten Ladungen getwistet sein konnen. Der elliptische
Genus ist dann im Wesentlichen eine Summe von Orbifold-Zustandssummen iiber alle getwi-
steten Sektoren @. Uns interessiert nur der masselose Anteil des Spektrums, den man auch
xy-Genus nennt. Mit der Abkiirzung {z} = x — [z] ist fiir einen gegebenen Twistsektor Xg
bestimmt durch die Funktion

fo_f(g) — (—1)“7&62”7"2@07 Es Ha<_1)[&§a]<1 _ e?ﬂ"if@zq{&@a})(l _ e—QTK"iELfaql—{d’q’a})
q Hi(_l)[drﬁ]u — 627ri2(7iq{&d2})(1 _ e—zniz@q1_{&@}) )

(14)

wenn in deren ¢-Entwicklung nur Terme der Form ¢%e27#(?+7) heriicksichtigt werden, wo-
bei 77 € Z” und o durch die Anomaliebedingungen bestimmt ist (die zusétzlichen Variablen
21,...,2p—1 werden am Schlufl auf Null gesetzt). Weiter sind die fraktionalen Anteile der
Ladungen und der Energie in Cj& und Fz zusammengefaflt, die ich hier nicht weiter angeben
mochte. Mit dieser Verallgemeinerung des elliptischen Genus (der widerum eine Verallgemei-
nerung der Zustandssumme fiir den Fall von N > 2 Supersymmetrie darstellt) haben wir
explizit in verschiedenen Modellen nach Mirror-Paaren von Orbifolds gesucht. Zunéchst wie-
sen wir nach, dafl — im Gegensatz zu (2,2) Modellen — zu jedem (0,2) Modell unendlich viele
Orbifold Konstruktionen moglich sind, da das (0,2) Superpotential unendlich viele diskrete
Symmetrien (modulo der Anomaliebedingungen) besitzt.
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Unsere Resultate haben eine Vielzahl von Konsequenzen fiir unser Verstandnis der Geo-
metrie der (0,2) Modelle. Schon allein am detaillierten Studium eines klassischen Beispiels,
des (0,2) Bruders der (2,2) Quintic, 1a8t sich ablesen, daf8 bei (0,2) Modellen das Herausteilen
nur einer einzigen Symmetrie bereits den ganzen Raum der méglichen Orbifolds aufzuspan-
nen vermag. Dies liegt an der unendlichen Vielzahl moglicher diskreter Symmetrien, so dafl
sich das Herausteilen mehrerer diskreter Symmetrien, z.B. Zj;, X Zj, X ... X Zj, durch eine
geeignet gewiihlte einzelne Symmetrie der Gestalt Zy p,. 1, ersetzen 1iaBt*2. Weiter konnten
wir zeigen, dafl die Menge aller moglichen Orbifolds (nahezu) mirror-symmetrisch ist, d.h.
daB der Plot der Spektren (Generationen) Nig + Ny gegen Nig — Nig spiegelsymmetrisch
ist. Das bleibt auch dann wahr, wenn das (0,2) Modell keinen (2,2) Bruder hat — eine wirk-
lich iiberraschende Tatsache, die darauf hinweist, dafl Mirror-Symmetrie viel grundlegender
ist als bisher angenommen, und unabhéngig von (voller) Supersymmetrie existiert. Mirror-
Symmetrie existiert dabei separat sowohl fiir die (iibliche) Eichgruppe SO(10), als auch
fiir Eichgruppe Fjg, die als Erweiterung von ersterer bei der Existenz von Extra-Gauginos
hervorgeht® Ferner konnten wir fiir diejenigen (0,2) Modelle, die einen (2,2) Bruder ihr Ei-
gen nennen koénnen, die sogenannte “Simple Current” Konstruktion als nichts anderes als
eine einfache Z,; Orbifold Konstruktion realisieren. Sei ein (2,2) Modell als Hyperflache in
einem gewichtet projektiven Raum P, ,, .. [d] gegeben, und sei ferner z.B. d/wy; =20 +1
ungerade. Der Simple Current ist einfach eine Symmetrie, die direkt auf der CFT Zustands-
summe operiert, und die als chirales lokales Feld in der CFT zu deren Symmetrie-Algebra
hinzugenommen werden kann. Die CFTs von (2,2) Modellen sind gegeben als Tensorproduk-
te von Gepner-Modellen, und in der iiblichen Notation der Quantenzahlen ist der Simple
Current das Feld (0 2/+1 1)(0 0 0)*(1)(0). Um diesen als (0,2) Orbifold zu realisieren, trans-
formiert man das (2,2) Modell in ein triviales (0,2) Modell V(wy, ... ,wn;d) — Py, wyld]
und verwendet die Zs Symmetrie

2l + 1 2l — 3
J=<;L,o,...,o;o,...70, 5 ) (15)

um zum bei Leibe nicht mehr trivialen (0,2) Modell
Vi(wt, ..o ywn; d) — Powy iy wsrwn [+ 2)wr, 20w ] (16)

zu gelangen. Das ergibt eine sehr einfache und elegante Methode, unzihlige konsistente (0,2)
Modelle als Orbifold-Descendants von (2,2) Modellen zu konstruieren.

Schlielich diskutierten wir die Konsequenzen von (0,2) Mirror-Symmetrie, mit deren
Hilfe sich gewisse Yukawa-Kopplungen der Form (10, 16,16) berechnen lassen (fiir SO(10)
als Eichgruppe). Da die entsprechenden Kopplungen im ungetwisteten Sektor die Struktur
eines chiralen Ringes besitzen, hat man sehr strenge Auswahlregeln dafiir, dafi sie nicht
identisch verschwinden. Mirror-Symmetrie erlaubt es nun, auch fiir die getwisteten Sektoren
einen chiralen Ring zu definieren. Hat man ferner fiir das originale Model eine explizite
CFT Beschreibung, kann man die ungetwisteten Kopplungen exakt ausrechnen und somit
die getwisteten Kopplungen fiir das Mirror-Modell. Da man schon seit Léngerem weif3, dafl

*A0ft reicht sogar eine wesentlich kleinere Symmetrie Zg, H ein echter Teiler von hihsy ... hp, aus.

A Andere Erweiterungen, wie zum Beispiel auf SO(12) treten nur sehr sporadisch auf, so daf8 Aussagen
iiber den Grad an Mirror-Symmetrie mangels Daten nicht sinnvoll zu machen sind. Fiir Fy sind die korrekten
Spektren Na7 und Ny, fiir SO(12) entsprechend N3, und N3g etc.
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sich im Raum-Zeit Superpotential von (0,2) Modellen unerwarteter Weise bestimmte Terme
wegheben, und daher in linearen o-Modellen alle Parameter gute Moduli darstellen, hoffen
wir in weiteren Arbeiten stirkere Aussagen zu Yukawa-Kopplungen machen zu kénnen.

co- IIT -0 -
ANWENDUNGEN
ODER
DER NUTZEN VON KLASSIFIKATIONEN

Man mag sich vielleicht fragen, worin denn der Nutzen von Klassifikationen, wie ich sie in
[1,3,6,7] und auch schon frither in [Flo1-Flo3] vorgenommen habe, liegen kann. Als Physiker
ist die rein mathematische Frage nach der Charakterisierung aller Losungen eines (mathe-
matischen) Problemes nicht hinreichend. Fiir mich personlich hat dies zur Folge, daf§ ich
mich immer auch versucht sehe, direkt Anwendugen fiir klassifikationsartige Ergebnisse zu
finden. Die Untersuchung des Modulraumes der (0,2)-Orbifold Modelle in [6] rechtfertigt sich
direkt aus der grundlegenderen Fragestellung nach den méoglichen String-Vakua, von deren
Kenntniss man sich — eines Tage — erhofft, eine abschliefende, phénomenologisch korrekte,
Stringtheorie konstruieren zu kénnen. Diese grundliegende Frage hat auch frither sehr viel
Forschung auf dem Gebiet der CFTs motiviert, doch auch gleichzeitig oft verhindert, dafl
man ernsthaft solche CFTs untersucht hat, die mit Sicherheit (wie man dachte) keine Re-
levanz fiir die Stringtheorie besitzen. Das trifft insbesondere fiir nicht-unitiare CFTs zu. Ich
mochte daher in diesem Kapitel beschreiben, wie konkrete physikalische Fragestellungen ge-
rade deshalb beantwortet werden kénnen, weil fiir bestimmte Klassen von CFT's vollstdndige
Klassifikationen bekannt sind.

o A 00000000+ DER FRAKTIONALE QUANTEN-HALL-EFFEKT - ¢ -
Meine Arbeit [2] befafit sich mit den méglichen Ubergingen zwischen zwei Plateaux im frak-
tionalen Quanten Hall Effekt (FQHE) [KLZ,Lut,Sto]. Ich habe Tensorprodukte bestimm-
ter RCFTs konstruiert, die allen dabei auftretenden Effekten Rechnung tragen: zum einen
konnen (im Bild von J.K. Jain [Jai]) FluBquanten an die Elektronen (oder zusammenge-
setzten Fermionen) angeheftet werden, zum anderen kommt es zu Wechselwirkungen mit
den in der Probe vorhandenen Unordnungsstellen, zum dritten zu einer Vermischung zweier
unterschiedlicher Quantenfluide. Letzteres Phdnomen entsteht, weil nicht alle Fermionen zur
gleichen Zeit ihre zusétzlichen FluBquanten angeheftet bekommen kénnen und eine Koexi-
stenz zweier Quantenfluide ohne Vermischung so lange moglich ist, wie die Konzentration des
Minoritatsfluides klein genug ist, um durch Lokalisierung ohne Effekt auf den Quanten-Hall
Zustand zu bleiben.

Schon 1990 hat man Laughlin’s so erfolgreiche Wellenfunktionen fiir die Filling-
Faktoren v = 1/(2p + 1) als Korrelationsfunktionen von ¢ = 1 Gauss-Modellen geschrieben.
Auch die Anregungen dieser FQH-Zustédnde durch Quasilocher 148t sich auf elegante Weise
im Rahmen dieser ¢ = 1 CFTs angeben und sofort die anyonische Statistik der Quasilocher
ableiten. Die Anregungen, derer 2p+ 1 Stiick zusammengenommen sich wie ein Elektron ver-
halten, implementieren Laughlin’s Eichprinzip, was durch die Fusionsalgebra des “rationalen
Torus” dieser ¢ = 1 CFTs mit Kompaktifizierungsradius R = /2p + 1 genau reproduziert
wird.

Weiter kann man erfolgreich Laughlin’s Quantenfluid in seiner Eigenschaft der Inkom-
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pressibilitidt durch die Symmetrie-Algebra der flichenerhaltenden Diffeomorphismen, der
Wi, beschreiben, was eine indirekte Bestédtigung von Jain’s Bild der zusammengesetz-
ten Fermionen liefert — wie ich zusammen mit Raimund Varnhagen in [F1Va] gezeigt habe.
Trotzdem 148t sich jedoch genau dies, das Anheften von FluBquanten an ein Elektron, bis
jetzt nicht im Rahmen des ansonsten so eleganten CFT-Bildes durchfiihren.

Das Anheften von Fluiquanten kann aber doch mit speziellen RCFTs beschrieben
werden, die zwei vertwistete Sektoren unterschiedlicher anyonischer Statistik besitzen. Solche
RCFTs existieren nur unter ganz bestimmten Umstédnden, die sehr eng mit den Eigenschaften
der Modulgruppe zusammenhéngen. Ich habe sie in [Flo2] konstruiert und klassifiziert und
ihre mogliche Anwendung auf zweidimensionale Systeme mit anyonischer Statistik in [Flo4]
beschrieben. Diese Theorien haben c.g = 1 und koénnen mit vier ganzen Zahlen parametrie-
siert werden, notiert € B,pql}. Sie beschreiben einen Ubergang zwischen zwei verschiedenen,
chiralen ¢ = 1 Modellen, bestimmt durch die Fusionsalgebra. Diese kommt ins Spiel, weil das
Anheften der FluBquanten durch das Fusionsprodukt geeigneter primérer Felder fiir Elektro-
nen und Fluquanten gegeben ist. Genau zweimaliges Anwenden des Fusionsproduktes eines
FluBquants ®; /9,1 auf ein mit 2p FluBquanten versehenes Elektron ®,,; liefert einen Zu-
stand mit anyonischer Statistik 1/2p+3, was einer Anregung eines Zustandes aus mit 2(p+1)
FluBquanten versehenen Elektronen entspricht, also [®g,41] X [P1/9p1+1]) X [P1/2p41] = [Pry2pt3)-

Es ist hier wichtig zu bemerken, dafl die Standardkonstruktion von Laughlin’s Wellen-
funktionen aus CFTs einfach von unitdren CFTs ausgeht. Laft man diese Voraussetzung
fallen, so legt die Monodromie der Felder, die Elektronen und FluBquanten reprasentiern,
im unendlich fernen Punkt die (nun nicht mehr notwendig verschwindende) Hintergrunds-
ladung auf oy = ny/(2p +1)/2, n € Z,, fest. Damit befindet man sich aber in einer Klasse
von CFTs, die vollstindig klassifiziert ist, denn ¢ = 1 — 24a2.

Die spezielle Struktur des Modulraumes dieser RCFTs [Flo2] hat zur Folge, da die
moglichen Ubergiinge algebraisch durch die Operation von I'y € PSL(2, Z) auf dem Modul-
raum gegeben sind. Es wurde schon frither vermutet, dafl die grobe Struktur des Phasen-
diagramms vollstédndig durch die Aktion der Untergruppe I'y C PSL(2,Z) der Modulgruppe
bestimmt ist [KLZ,Lut|, was aber im Prinzip zu viele FQHE Zusténde ermdoglicht. Dies ist
ein notorisches Problem theoretischer Arbeiten iiber den FQHE: Entweder erkléiren sie nur
eine kleine Teilmenge der beobachteten Filling-Faktoren, oder sie sagen viel zu viele nicht
beobachtete voraus.

Die anderen oben genannten Effekte jedoch konnen nicht allein mit diesen Theori-
en beschrieben werden. Unordnungseffekte werden {iiblicherweise mit nicht-unitdren ¢ = 0
Theorien beschrieben [Ber,Zir]. Erfiillt die statistische Verteilung der Unordnung bestimmte
Voraussetzungen, faktorisieren die Korrelationsfunktionen eines Systems mit Unordnung in
einen ungestorten Anteil und einen freien Anteil fiir die Unordnung. Letzterer verursacht
eine Verschiebung des Spektrums des ungestorten Systems proportional zur Kopplungstéirke
o der Unordnung, h{sorder = B¢ — o f(\) mit eindeutig bestimmter Funktion f()\) [Ber].

Das Vermischen zweier Quantenfluide jedoch ist ein (magneto-) hydrodynamischer Vor-
gang und, aufgrund der experimentell beobachteten scharfen Natur des Phaseniibergangs
zwischen zwei FQHE Plateaux, vermutlich turbulent. Um einen Phaseniibergang zu bekom-
men, der durch die in der Probe vorhandene Unordnung und durch daran moglicher Lo-
kalisierung betrieben wird, miissen die Spektren der Feldtheorien, die die einzelnen FQHE
Zustiande beschreiben, zur Ubereinstimmung kommen. Solche zweidimensionalen Feldtheo-
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rien habe ich nun in [2] konstruiert, wobei als entscheidender Anteil LCFTs mit ¢ = —24
und ¢ = 0 auftreten. Wie ich spéter in [4] gezeigt habe, beschreibt die rationale LCFT mit
¢ = cg1(a1) = —24 zweidimensionale (chirale) Turbulenz.

Die vollsténdige Theorie zur Beschreibung von FQHE Ubergéngen umfafit einen Anteil,
der die anyonische Statistik der zusammengesetzten Fermionen im tiefsten Landau Level
angibt, einen Anteil fiir Unordnungseffekte, der im wesentlichen einen Shift im Spektrum
verursacht und einen Anteil zur Modellierung der Hydrodynamik der Quantenfliissigkeit.
Solange man sich auf einem Plateau befindet, spielt nur der erste Anteil eine Rolle und
liefert die Wellenfunktion projiziert auf den tiefsten Landau Level. Die anderen Anteile
treten erst am Phaseniibergang in Erscheinung und modifizieren das Spektrum der Theorie
derart, dafl es mit dem Spektrum der Theorie fiir das “néchste” Plateau zur Deckung kommt.
Der hinzutretende LCFT-Teil liefert auch das Feld mit Skalendimension %, dem experimentell
beobachteten, universellen, kritischen Exponenten der Phaseniibergénge. Beispielsweise wird
das Anheften zweier Fluquanten pro Elektron fiir Laughlin-Zustinde mit Filling-Faktor
v=1/2p+1)— v =1/(2p+3) durch folgende “Gleichung” zwischen Tensorprodukten von
RCFTs beschrieben:

11 11
1
¢ [Qp—l—l 2p—|—3] @ e = € l2p+3 2p—|—5] ® ez (17)

wobei die Spektren von linker und rechter Seite gleich werden, wenn die Stédrke der Un-
ordnung einen kritischen Wert oy iibersteigt. Uberginge zwischen Zusténden in héheren
Landau-Leveln werden durch mehrfache Tensorprodukte beschrieben, wobei auftretende (1)
Faktoren ausprojiziert werden (was effektiv einer Projektion der FQHE Zustandes auf den
tiefsten Landau-Level gleichkommt).

Man sollte zundchst annehmen, dafl der Term “néchstes” Plateau nicht genau definiert
ist. Ein Resultat meiner Arbeit [2] ist jedoch, dafl nur bestimmte Ubergiinge moglich sind,
und die Uberginge in Abhingigkeit von den experimentellen Voraussetzungen von Tempe-
ratur und dulerem Magnetfeld eindeutig sind. Es ist gerade das Zusammenspiel der ver-
schiedenen miteinander tensorierten CFTs, das zusétzliche Bedingungen liefert und dadurch
die Zahl der moglichen Ubergiinge drastisch einschrinkt. Sind beispielsweise zwei FQHE
Zustinde mit v = n./(2py +1), ' = n,/(2p; + 1) koexistente Quantenfluide, so gibt es einen
Ubergang zu v* = (n, +n.)/(2p; + 2p’s +1) nur dann, wenn pyn;, = pn.. Die entsprechende
“Gleichung” zwischen Tensorprodukten von RCFTs lautet hier

T: FPeq,  n. @FPme@ S premtdinee ., e, )EREe L
2pp+1 v =2p}+1 2py+1 v =2p,f_'_1 V*_pr+2p}e+1
(18)
wobei hier @ das Tensorprodukt mit anschlieBendem ausdividieren der 1(1)-Anteile meint
und die angehefteten FluBquanten (und deren Wechselwirkung) direkt in Form der F-
Abbildung geschrieben wurden. Die beiden Abbildungen F' und T implementieren genau
die I'7(2) Aktion auf dem Filling-Faktor v, der durch die RCFTs wie oben beschrieben
bestimmt ist. Weiter gibt es nur noch einige exzeptionelle Fille fiir T', die auf Teilbarkeits-
eigenschaften kleiner Zahlen beruhen. Ich habe sie in [2] behandelt und ihre Vollstandigkeit
bewiesen. Dabei war die genaue und vollstéindige Kenntniss der hier auftretenden Klassen
von (L)CFTs eine wesentliche Voraussetzung.
Die Logik ist in diesem Fall die Folgende: Prinzipielle Uberlegungen gestatten es, die

CFT Kandidaten auf bestimmte Klassen von CFTs zu beschrinken (hier: die CFT mufl
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im Spektrum Elektronen und Quasilocher alias Fluquanten enthalten, die im Unendlichen
triviale Monodromie besitzen miissen). Nachdem die unitéren Losungen ausscheiden, da sie
nur Quasilochanregungen, aber nicht Jain’s Bild der zusammengesetzten Fermionen umfas-
sen, verbleibt nur eine weitere mogliche Serie von CFTs. Da ihr Modulraum vollstindig
klassifiziert ist, ist man in der Lage, die Vollstdndigkeit der durch diese CF'Ts darstellbaren
FQH-Zusténde zu beweisen.

Alle beobachteten FQHE Zustéinde werden durch mein Modell erklért, und es werden
insbesondere keine weiteren, nicht beobachteten Zustéinde erhalten. Die Konstruktion in [2]
ist zwar recht abstrakt, aber mir ist keine andere Arbeit bekannt, die nicht entweder nur
eine Teilmenge der beobachteten FQHE Zusténde erklart, oder mehr Zustédnde vorhersagt
als experimentell nachgewiesen sind. Da die Experimente inzwischen einen sehr beachtlichen
Grad von Prizision und Reproduzierbarkeit erreicht haben und trotz gezielter Praparation
der Proben seit einiger Zeit keine weiteren FQHE Zustdnde mehr entdeckt werden, liegt die
Last hier bei der Theorie. Ich denke, dafl meine Arbeit [2] dem Rechnung trégt.

Einschrankend muf allerdings bemerkt werden, dafl die obige Arbeit [2] von vorneherein
nur Filling-Faktoren mit ungeradem Nenner zum Ziel hatte. Den (wenigen) gemessen Filling-
Faktoren mit geradem Nenner liegt ein ganz anderes physikalisches Prinzip zu Grunde, als
das Konzept der fermionischen Quantenfliissigkeit a la Laughlin. Besonder prominent ist der
sogenannte Haldane-Rezayi Zustand mit v = 5/2, der bis dato einer guten Erklarung harrt.

o B o-0-0-0-0-0- DER HALDANE-REZAYI QUANTEN-HALL-ZUSTAND - ¢ -
Wie zu befiirchten, habe ich mich (zusammen mit Vikor Gurarie und Chetan Nayak) auch
dieses réatselhaften FQH-Zustandes angenommen. Im Jahre 1987 haben R.L. Willet et ali-
ter diesen FQH-Zustand mit Filling-Faktor v = g beobachtet, und kurz darauf haben
F.D.M. Haldane und E.H. Rezayi eine Wellenfunktion als Variationsansatz vorgeschlagen,
die — dhnlich zu Laughlin’s Ansatz fiir Filling-Faktoren ¥ = -~ — einen ebenfalls inkom-

2p+1
pressiblen Zustand von Elektronen beschreibt [HaRe]:

Uiy — A(uwz—vﬂm U3Vq — V3Uy ) H(zi_zj)Q ei@Zlal . (19)

(21 — 22)? (23 — 24)? i>j

Hier bezeichnet A Antisymmetrisierung iiber alle moglichen Arten Elektronen auszutau-
schen, wu;,v; Up- bzw. Down-Spin Zustdnde des i-ten Elektrons, und ¢, die magnetische
Linge”*. Obwohl dieser Vorschlag nun schon 10 Jahre alt ist, konnte er bis jetzt durch
Experiment weder bestéitigt noch widerlegt werden. Wir haben daher versucht, effektive
Feldtheorien sowohl fiir den Bulk wie fiir den Rand eines Systems vorzuschlagen, das die
obige Wellenfunktion als Grundzustand besitzt.

Unser “Glaube” an Laughlin’s Wellenfunktionen stammt nicht allein von ihrem hohen
Uberlapp mit den (numerisch berechneten) Wellenfunktionen des exakten Grundzustandes
(bei kleinen Teilchenzahlen). Ihr enormer Erfolg liegt vor allem an ihrer speziellen Eigen-
schaft der topologischen Ordnung [top], die aus sehr plausiblen Griinden viel robuster ist als
alles spezifischen Details anderer Wellenfunktionsansétze. Die topologische Ordnung, die mit
der fraktionalen Statistik der Quasiteilchen und mit off-diagonalen Long-Range Beitragen

A*Genaugenommen ist dies eine Wellenfunktion fiir einen v = % Zustand. Man nimmt aber einfach an,
daf fir v = % die untersten beiden Landau-Level fiir beide Spinrichtungen vollig gefiillt sind, und somit das
1

Analogon dieser Wellenfunktion im zweiten Landau-Level den v = 3 Ubertrag beschreibt.
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bestimmter Ordnungsparameter in Beziehung steht, kann fiir Laughlin’s Wellenfunktionen
mit Hilfe der Plasma-Analogie gezeigt werden, die Rechnungen mit dieses Funktionen sehr
vereinfacht. Sie ist in kompakter Form in der effektiven (abelschen) Chern-Simons Theorie
des QHE enthalten, und es bleibt zu hoffen, dafl die tiberraschendste und weitreichendste
Vorhersage — die der fraktionalen Statistik — bald im Experiment ihre Bestétigung finden
wird.

Die effektive Chern-Simons Theorie fithrt direkt zu einer CF'T Beschreibung der Ran-
danregungen, deren detaillierte Vorhersagen inzwischen experimentell alle bestétigt worden
sind. Das Problem ist nun, daf§ es fiir den Haldane-Rezayi Zustand, wie auch fiir einige andere
Wellenfunktionen zu Filling-Faktoren mit geradem Nenner (wie dem Pfaff-schen Zustand),
keine Plasma-Analogie gibt. Daher ist weder die Chern-Simons Theorie fiir die Quasiteilchen
Statistik, noch die CF'T fiir die Randanregungen in diesen Fillen bekannt.

Der Zusammenhang zwischen Chern-Simons Theorie in 2 + 1 Dimensionen und CF'T
ist allerdings zweifach: Zum einen liefert die Einschréinkung auf den Rand automatisch eine
1 4+ 1 dimensionale CF'T, die der Randanregungen. Zum anderen kann man aber zahlreiche
QHE-Wellenfunktionen im Bulk direkt als konforme Blocke interpretieren. Dahinter steht
die Tatsache, dafl der Hilbertraum einer Chern-Simons Theorie mit Wilson-Linien iden-
tisch ist mit dem Raum der konformen Blécke einer spezifisch assoziierten CFT. Eine Bulk-
Wellenfunktion korrespondiert dann direkt zu einem Zustand in der Chern-Simons Theorie
mit Wilson-Linien. Letztere werden gerade durch die priméren Felder der CFT représentiert.
Diese beiden CFT-Zugénge sind nicht unabhéngig voneinander: L&t man ein geschlossenes
Stiick des Randes zu einem Punkt zusammenschrumpfen, erhélt man genau eine Wilson-
Schleife. Fiir Details siche [cs-cft]. Dreht man diese Argumentationskette um, kann man aus
der Kenntniss einer CFT-Beschreibung die effektive Chern-Simons Theorie ableiten®**.

Ausgehend von der Beobachtung, dafl der Haldane-Rezayi Zustand als ein konformer
Block der ¢ = —2 CFT gegeben ist, haben wir nun unser Wissen um LCFTs im allgemei-
nen und ¢ = —2 im speziellen darauf zur Anwendung gebracht. So konnten wir erstmal
schliissig zeigen, dafl die Entartung des Grundzustandes bei Torusgeometrie in der Tat 10
ist. Diese Entartung ist auch physikalisch eine wichtige Grofle, gibt sie doch die Anzahl
der topologisch verschiedenen Quasilochanregungen an, d.h. die Anzahl der Anregungen mit
indquivalenten Zopfgruppeneigenschaften. Diese iiberraschend hohe Entartung kommt genau
deshalb Zustande, weil die ¢ = —2 CFT logarithmisch mit entartetem Vakuumzustand ist.
Wir haben im Detail die Wellenfunktionen der Quasiteilchenanregungen konstruiert und die
nicht-abelsche SU(2) Statistik der Quasilécher demonstriert.

Damit haben wir eine Bulk-CFT-Formulierung gefunden, die allen bekannten Phéno-
menen bei v = g Rechnung trigt. Eine andere Frage ist, welche CFT die Randanregungen
beschreibt. Dazu konstruiert man iiblicherweise alle Nullenergie Wellenfunktionen im nied-
rigsten Landau-Level, die ezakte Eigenzustéinde gewisser Modell-Hamiltonians sind. Diese
Losungen enumerieren genau die Zustdnde der Rand-CFT. Macht man einige milde An-
nahmen fiir ein einschliessendes Potential am Rand, bekommen diese Zustdnde eine nicht-
verschwindende Energie, so dal man das Spektrum der Rand-CF'T bestimmen kann. Diese

A+ Fs ist a priori natiirlich nicht klar, ob die Argumentation umkehrbar ist. Fiir abelsche Statistik ist dies

jedoch bewiessen worden, und fiir nicht-abelsche Statistik existieren Beispiele, fiir die die Umkehrung gilt,
wie z.B. die SO(2n) Statistik der Quasilocher des Pfaff-schen Zustandes. Wenn dies auch allgemein wahr
ist, impliziert dies, dal die konformen Blocke eine bevorzugte Basis der QHE-Zusténde darstellen, da sie die
Quasiteilchen Statistik unmittelbar transparent machen.
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Konstruktion funktioniert auch fiir den Pfaff-schen und den sogenannten (3,3,1) Zustand, wo
man direkt die korrekte Rand-CF'T erhélt. Da die Rand-CFT unitér sein muf}, kann es nicht
die ¢ = —2 Theorie sein. Abschétzen der zentralen Ladung weist auf eine ¢ = 1 Theorie hin,
was aber das Problem der SU(2)-Symmetrie aufwirft, die in den méglichen ¢ = 1 CFTs (wie
dem Dirac-Fermion) nicht manifest ist. Wir schlagen daher eine truncierte Version einer ¢ = 2
Theorie aus zwei Dirac-Fermionen vor, die eine nicht-lokale SU(2)-Symmetrie enthdlt. Damit
stellen wir zwei Fakten sicher: zum einen ist die Symmetrie nicht lokal, was sich mit der Tat-
sache deckt, dafl die lokalen Spin-Dichten keine lokalen Kommutatoren miteinander haben,
zum anderen besitzt diese CF'T ein dem einfachen Dirac-Fermion vergleichbares Spektrum
(bis auf gewisse totale Multiplizitidten), was wiinschenswert ist, da Bulk- und Rand-CFT
gleiche (oder zumindest proportionale) Zustandssummen haben sollten. Letzteres liegt am
intrinsischen Zusammenhang der Bulk-Deformationen (durch Quasilécher) einer inkompres-
siblen Fliissigkeit und den Randanregungen. Wir haben daher auch zum erstenmal in der
Literatur den genauen Zusammenhang von Zustandssummen von LCFTs zu denen ihrer
unitdren Partner hergestellt und die dabei notwendig auftretenden Multiplizitdten erklart.
Das hat einige Konfusion in der Literatur beseitigt.

Die ¢ = —2 Theorie kann elegant durch ein sogenanntes 6, # System von zwei skalaren
antikommutierenden Teilchen realisiert werden. Aus der Invarianz der CFT unter SL(2,C)
Transformationen von 6, folgt iibrigens auch die SU(2) Symmetrie. Zusammen mit dem
immer auftretenden chiralen Boson ¢ mit Radius /2 fir v = % kann das Elektron im
Haldane-Rezayi Zustand in der Form ¥¢ = 90¢'V2%y + 00eiV2%y geschrieben werden, was
unmittelbar

(TN U = (96...00) (V.. V) = Pt (“”J‘“‘J) [Tz -2)?  (20)
(2i — 25)? i>j

ergibt. Die 10-fache Entartung des Grundzustandes resultiert aus einer (allerdings nicht
trivialen) Kombination der 5 moglichen Darstellungen der ¢ = —2 CFT mit den zwei Dar-
stellungen der R = v/2,¢ = 1 CFT. Da in der Literatur bis jetzt nie die logarithmische Natur
der ¢ = —2 CFT in Betracht gezogen wurde, wurde auch immer die fiinfte Darstellung iiber-
sehen, die nur aufgrund der Existenz des logarithmischen Operators mit h = 0 auftritt. Wir
konnten damit zum ersten Mal explizit alle 10 topologisch verschiedenen Bulk-Anregungen
angeben. Ein kleines Zusatzresultat ist ein sehr einfaches Argument zum Abzéhlen der mogli-
chen Quasiloch Zustdnde mit 2n Flulquanten. Die Fusionsregeln der ¢ = —2 CF'T liefern
sofort, daf 2n-Punkt Funktionen dieser Art genau 22"~3 konforme Blocke ergeben.

Wir haben damit erfolgreich CFT-Methoden auf einen bisher &uflerst ratselhaften
FQH-Zustand anwenden konnen und genau diejenigen Phénomene erklért, die bisherigen
Bemiihungen immer widerstanden haben (insbesondere die 10-fache Entartung und die Aqui-
valenz der Bulk- und Randzustandssummen). Sollte sich denn in hoffentlich nicht allzu fer-
ner Zukunft die anyonische Statistik der Quasilocher im FQHE und auch das Auftreten
nicht-abelscher Statistik in FQH-Zustédnden wie dem Haldane-Rezayi Zustand experimen-
tell nachweisen lassen, wird wohl CFT endlich den Platz in der Festkorperphysik erhalten,
der ihr gebiihrt. Es ist bedauerlich, dafi viele gute Arbeiten, die CFT auf Festkorperphy-
sik (erfolgreich) anwenden, von der Merheit der Festkorperphysiker vollig ignoriert werden.
Die moderneren Methoden der mathematischen Physik sind vielen Festkorperphysikern (vor
allem in den USA) bis jetzt zu abstrakt und zu mathematisch. Daher wire eine experimen-
telle Bestétigung von Vorhersagen, die ausschlielich iiber CFT-Methoden gemacht werden
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konnen, ein unschéitzbarer Gewinn. Wir haben deshalb am Ende unserer Arbeit die expe-
rimentell zu erwartenden Konsequenzen unseres Modells genau angegeben, wie z.B. diverse
Tunnelleitfihigkeiten eines Haldane-Rezayi FQH-Zustandes in Abhéngigkeit von der Tempe-
ratur. Damit sind Experimente gemeint, bei denen ein solcher Zustand iiber einen Punktkon-
takt mit entweder einer Fermi-Fliissigkeit oder einem anderen Haldane-Rezayi Quantentrop-
fen in Verbindung gebracht wird, oder wo der Tunnelstrom von Quasiteilchen von einem
Rand zum anderen durch den Bulk eines solchen Zustandes gemessen wird. Natiirlich sehen
wir sehr zuversichtlich diesen und den anderen oben genannten Experimenten entgegen.

o C 000009090+ ZWEI-DIMENSIONALE KONFORME TURBULENZ - ¢ -
Ein anderes ungelostes Problem, dem ich mich in [4] zuwandte, ist Turbulenz in zwei Dimen-
sionen. Polyakov schlug 1992 vor [Pol], die Hopf-Gleichungen mit Methoden der konformen
Feldtheorie exakt zu losen. Dafiir benotigt man eine RCEFT, mit deren Feldern die fun-
damentalen GroBen zweidimensionaler Turbulenz, Vortizitdt w(x) und Stromungsfunktion
¥ (x), modelliert werden konnen. Der entscheidende Punkt ist, daff in den Hopf-Gleichungen
(ohne Viskositét)

n

> {w(zr) .. w(ag) .. w(ze)) =0 (21)

k=1
die zeitliche Ableitung durch die Navier-Stokes Gleichungen ausgedriickt,

w(z) = —eap0a¥(x)03AY(x) , (22)
und der nicht-lineare Ausdruck auf der rechten Seite durch eine OPE ersetzt wird,
V(2)Y(y) = o — y|PHO=2ED (4(y) + descendants) . (23)

Im Falle nicht-unitérer Theorien ist der fithrende Term ¢(y) nicht die Identitét, sondern ein
Feld negativer konformer Dimension. Dies ist auch zu erwarten, da Turbulenz sicher nicht
durch Gibbs Zustédnde gegeben ist. Polyakov und zahlreiche Nachstreiter versuchten, mit
Hilfe minimaler Modelle zu einer Losung zu kommen. Zwei Tatsachen lassen dies jedoch
als wenig iiberzeugend erscheinen: Zum ersten konnen minimale Modelle zweidimensionale
Turbulenz nur im Ansatz richtig beschreiben, reproduzieren aber weder das phdnomenolo-
gisch erwartete Energiespektrum [Kra|, noch die unendliche Anzahl von Erhaltungsgrofien
H, = [ w"(x)dz. Zum zweiten erhélt man unendlich viele solcher “Losungen” ohne ein
weiteres Prinzip, das eine davon auszeichnete.

Ausgehend von den phédnomenologischen Erwartungen und numerischen Resultaten
kommt das Energiespektrum E(k) oc k=2 von Kraichnan [Kra] am ehesten in Frage, mogli-
cherweise mit logarithmische Korrekturen, die Lokalitdt im Ak-Raum sicherstellen. Allein
daraus kann man ableiten, dafl minimale Modelle prinzipiell keine Kandidaten fiir eine CFT
Losung zweidimensionaler Turbulenz sein konnen. Vielmehr lassen sich die Bedingungen an
den Feldinhalt der CFT Losung leicht erfiillen, wenn man logarithmische CFTs betrachtet.

Ich kann fiir mich in Anspruch nehmen, in meiner Arbeit [4] eine eindeutige Losung
zweidimensionaler Turbulenz mit Hilfe logarithmischer CFTs explizit konstruiert zu haben.
Ferner erfiillt meine Losung alle phdnomenologischen Erwartungen und stimmt mit nume-
rischen Resultaten {iberein. Meine Losung hat ¢ = —48 und das Feld ¢ (x) besitzt eine
Skalendimension von h(y) = —1. Der fithrende Term in der OPE hat h(¢) = —2, so daf§
w(z) formal verschwindende Skalendimension erhilt. Die Eindeutigkeit der Losung folgt auch
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hier wieder aus der Tatsache, daf§ die in Frage kommenden LCFTs vollsténdig klassifiziert
sind .

Insbesondere sind die Hopf-Gleichungen exakt erfiillt (und nicht nur im Ultraviolet-
Limes). Dies liegt an einer zusétzlichen Symmetrie, die bei LCFTs auftritt: Dort bilden
die priméren Felder Paare v,¢ mit h(1)) = h(t), von denen das Feld ¢ logarithmische
Terme in Korrelationsfunktionen produziert. Man hat z.B. (¢)(z)(y)) o (z — y)~2"¥) und
(WD(x)h(y)) o (z —y)" ") (log(x — y) + C) mit C als beliebiger Konstante. Ist nun weiter
h(v) € Z, dann hat man (¢(x)¥(y)) = 0 und 1 liefert einen erhaltenen Strom. Dies ist
genau die Symmetrie, durch die die Hopf-Gleichungen exakt erfiillt sind.

Mein Modell ist dariiberhinaus in der Lage, fiir alle Flulintegrale konstante Dissipation
im Limes verschwindender Viskositét sicherzustellen, was ein Novum darstellt. Ebenfalls zum
ersten Mal wurde damit ein Modell angegeben, in dem das Problem von Infrarot-Divergenzen
[Pol] behandelt werden kann. Dies liegt an der Existenz unendlich vieler chiraler lokaler Fel-
der, mit deren Hilfe ein Bose-dhnliches Kondensat im k-Raum (fiir £ — 0) konstruiert werden
kann, das den durch duflere Riithrkrifte vermittelten Randbedingungen geniigen kann. Solch
ein Bose-Kondensat fithrt im Koordinatenraum zu Korrelationsfunktionen, die rein holomor-
phe oder antiholomorphe Anteile besitzen. Dies kann nur durch chirale Felder reproduziert
werden, die allerdings nur existieren konnen, wenn ihre Skalendimension (halb-) zahlig ist, so
daf Lokalitdt nicht verletzt wird. Genau dies ist in der von mir vorgeschlagenen CFT-Losung
automatisch der Fall. Ich bin somit in [4] in der Lage, eine gute CFT Losung zweidimen-
sionaler Turbulenz anzugeben und auch ihre Eindeutigkeit zu beweisen. Letztere folgt aus
einer sorgfiltigen Betrachtung der diophantischen Gleichungen, die durch die Parameter
einer CFT erfiillt werden miissen, damit diese die Turbulenz korrekt beschreiben kann.

Ich hoffe, dafl diese Auswahl von Anwendungen auf konkrete physikalische Fragestellungen
deutlich macht, dafl Klassifikationen einen echten Nutzen haben konnen. Das Erzielen einer
(Teil-) Klassifikation impliziert meist das Aufdecken eines “Musters”, einer Struktur. Und
wie es bis jetzt eigentlich noch immer der Fall war, scheint es keine abstrakte Struktur zu
geben, die man in der Welt der Mathematik (er)finden kann, die sich nicht auch im uns
umgebenden “realen” Universum in irgendeiner Form manifestiert. Ich denke, daf es diese
Erfahrung ist, die mathematische Physiker antreibt.

2o IV -0

AUSBLICK
Ich habe in diesem Bericht diejenigen Resultate geschildert, die im Zeitraum der Forderung
durch die DFG von mir erzielt und publiziert worden sind. In diesem Abschnitt mochte
ich kurz solche Ergebnisse auffithren, fiir die wihrend des Forderungszeitraumes keine Zeit
mehr bestand, sie zu veroffentlichen. Zum einen sind dies Resultate iiber nicht-unitire N=2
supersymmetrische CFTs und die Frage nach ihrer Rationalitiit, zum anderen sind dies Uber-
legungen zu den Modulrdumen vierdimensionaler supersymmetrischer Yang-Mills Theorien,
insbesondere zu den Modulrdumen der exakten Losungen von Seiberg und Witten:

oA -0-0-0-0-¢0- NICHT-UNITARE N=2 SUSY KONFORME FELDTHEORIEN - ¢ -
Aus meiner Arbeit [7] und dem dort eingefithrten Formalismus ist ein sehr enger, aber bis

A+ Genauer genommen geht dem zuniichst ein Schritt voran, bei dem man erkennt, daff Kraichnan’s Spek-
trum eine OPE ohne dimensionalen Defekt verlangt, was ausschliefilich durch ein Tensorprodukt (mindestens)
zweier einfacher CFTs erreicht werden kann.

21



dato vollig unvermuteter Zusammenhang, von nicht-unitéren, rationalen N=2 supersymme-
trischen konformen Feldtheorien (SCEFTs) zu logarithmischen CFTs ersichtlich. In der Tat
lassen sich letztere aus ersteren konstruieren, wie z.B. die schon erwédhnte ¢ = —2 Theorie
aus einem b, ¢ System. Bei N=2 SCFT's mit maximal erweiterter chiraler Symmetrie-Algebra
bnotigt man zwei Quantenzahlen zur Beschreibung von Hochstgewichtszustédnden, das kon-
forme Gewicht h und die Ladung @ beziiglich Jy, dem Nullmode des in der superkonformen
Algebra auftretenden Stroms. Es existieren nicht-unitdre SCFTs mit endlich vielen diskre-
ten Hochstgewichtszustédnden |h;, Q;), ¢ € I, |I| < oo, und einer endlichen Anzahl von
kontinuierlichen Spektren |h;(Q),Q), j € J, |J| < oo mit beliebiger Ladung ) € R. Dieser
kontinuierliche Anteil im Spektrum scheint die Existenz rationaler nicht-unitéarer SCFTs zu
vereiteln.

Der geschilderte Zusammenhang von N=2 SCFTs und LCFTs gilt aber auch fiir diese
Félle. Mehr noch, die entsprechenden LCFT's sind rational in dem von mir begriindeten Sche-
ma. Man kann daher auch fiir solche nicht-unitdren N=2 SCFTs ebenfalls modulinvariante
Zustandssummen finden, die als Bilinearformen

Z = x;(@Nijx;(a) (24)
ijeK

in endlich viele Modulformen (verallgemeinerte Charaktere) x;(q) € Z[log(q)][[g]] mit
|K| < |I| +|J]| zerlegt werden konnen. Damit kénnen im Sinne logarithmischer CFTs nicht-
unitdre N=2 SCFTs rational sein. Interessanterweise wird Modulinvarianz bereits mit einem
Teil des kontinuierlichen Spektrums erreicht, der Rest entkoppelt von dieser reduzierten
Theorie. Weiter treten logarithmische Operatoren auch direkt in den N=2 SCFTs auf —
sie erzeugen gerade die kontinuierliche Entartung des Spektrums, stellen aber gleichzeitig
die notwendige zusétzliche Symmetrie dar, unter der die Zustandssumme zu endlich vielen
Termen zusammengefafit werden kann.

LCFTs haben wohl grundsétzliche c.q € Z, . Es ist daher nicht iiberraschend, daf es
im Gegensatz zu N = 0,1 CFTs mit ihren diskreten Serien (auch nicht-unitédrer) minimaler
Modelle bei N=2 SCFTs nur die Serie ¢y = 3k/(k+2) gibt, die keine Verallgemeinerung fiir
k € Q hat. Die einzigen bekannten nicht-unitdren N=2 SCFTs, die logarithmisch rational
sein konnen, haben c.g = 3. Allerdings gibt es davon wesentlich mehr Serien, als im N =0, 1
Fall. Man hat also fiir N=2 ein qualitativ anderes Bild fiir den Modulraum, wie fiir N=0
und N=1 (die in ihrer Struktur fast identisch sind): Alle nicht-unitdren SCFTs liegen bei
Ceff = 3,6,9, ..., und sind logarithmsich. Es gibt somit keine nicht-unitdaren SCFTs, die gegen
logarithmische SCFTs konvergieren. In diesem Sinne besteht M(d=2, N=2,c¢ < 3) nur aus
seinen eigenen Haufungspunkten (und der unitéiren minimalen Serie natiirlich).

Noch wesentlich direkter ist der Zusammenhang zwischen LCFTs und SCFTs, wenn
die zugrundeliegende Kac-Moody Algebra nicht von einer gewthnlichen Lie-Gruppe, son-
dern von einer Lie-Supergruppe abgeleitet wird, da die Darstellungstheorie letzterer sowieso
nicht vollstdndig reduzible Tensorproduktdarstellungen enthélt. Die allerersten Hinweise auf
LCFTs wurden ja auch bei Betrachtungen der Supergruppe GL(1,1) gefunden. Das ist inso-
fern bedeutsam, als dafl es in der Superstringtheorie immer wieder Fille gibt, bei denen das
CFT-Bild zusammenzubrechen scheint: Der selbstduale sechsdimensionale String, tensionlo-
se Strings, sogenannte kleine Instantonen und solitonische String-Hintergriinde.

Vermutlich lassen sich all diese Félle als logarithmsiche Grenzfille von CFTs auffas-
sen, wobei anders als bei den bis jetzt behandelten LCF'Ts die Limestheorie nicht wirklich
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nicht-unitér ist (nicht-unitdre Theorien sind in der Stringtheorie im allgemeinen nicht gern
gesehen). Vielmehr hat man es mit LCFTs zu tun, deren Shapovalov-Form nur noch positiv
semidefinit ist. In jedem Fall aber haben auch diese LCFTs nicht-triviale Felder mit ver-
schwindender Skalendimension. Siehe auch [log] fiir einige erste Ansétze in diese Richtung.

c0o-B-o-0-0-0-0- N=2 SUSY YANG-MILLS & SEIBERG-WITTEN THEORIEN - ¢ -
Eine weitere — in meinen Augen hochinteressante — Arbeit habe ich in diesem Zeitraum
begonnen, aber noch nicht endgiiltig abschliessen kénnen:

Eine Methode, etwas iiber Feld- oder Stringtheorien in hoheren Dimensionen zu ler-
nen, ist es, teilweise Dimensionen zu kompaktifizieren und effektive Feldtheorien in niedri-
geren Dimensionen zu erhalten. Eine andere Methode ist das Ausnutzen von Dualitéten,
um den Modulraum einer Theorie in ansonsten nicht zugénglichen Bereichen zu erfor-
schen. Die groflen Durchbriiche der letzten zwei Jahre auf dem Gebiet der Stringtheorie
beruhen im wesentlichen auf einer geschickten Kombination dieser beiden Methoden [In-
Se,Sei,SeWi,VaWi, Wit, Wit1].

Nathan Seiberg und Edward Witten waren damit in der Lage, erakte Losungen von
4-dimensionalen N=2 supersymmetrischen Yang-Mills Theorien zu konstruieren, was einen
groflen Durchbruch fiir unsere Bemiihungen um das Verstdndnis von nicht-abelschen Eich-
theorien bedeutet. Auflerdem zeigt dieses Resultat, dal die schon seit langem vermutete
S-Dualitét realistisch ist und es ermoglicht, Losungen zu finden, die phénomenologisch in-
teressante Eigenschaften wie asymptotische Freiheit und Confinement aufweisen.

Obwohl der Modulraum der exakten nicht stérungstheoretischen Niederenergie Losun-
gen vollstiandig bekannt ist, stellt das explizite Berechnen der Perioden und des Préapo-
tentials nach wie vor ein grofles Problem dar. Die Modulrdume zu g Super-Yang-Mills
Theorien sind hyperelliptische Kurven von Geschlecht rang(g). Da die Perioden auf die-
sen Riemannschen Flachen kovariant unter konformen Koordinatenwechseln transformieren
miissen, verhalten sie sich im Grunde genau wie konforme Blocke einer 2(rang(g)+1)-Punkt-
Funktion einer CFT. Das kann man explizit machen, indem man die hyperelliptische Kur-
ve durch die Riemann-Sphére ersetzt, wo anstelle der singuldren Punkte Vertexoperatoren
plaziert werden. Angenommen, es gidbe eine CFT mit einem geeigneten selbstkonjugier-
tem Feld ®, so dafl der sogenannte Verlinde-Move mit diesem Feld genau die gewiinschte
Monodromie-Information liefert, die in den Perioden enthalten ist®*°. Eine solche CFT muf
ein nicht-triviales Feld ¥ der Skalendimension Null besitzen, so dafl das Fusionsprodukt
[®] x [®] = [1] 4 [V]. Bereits diese Forderung schrinkt die moglichen CFTs stark ein. Macht
man sich ferner die jeder CFT zugrunde liegende Quantengruppen Struktur zunutze, kann
man zeigen, dal ® degeneriert auf Level 2 sein mufl. Zuletzt mufl man nur noch sicherstel-
len, dafl die CF'T grundsétzlich die gleiche Symmetrie wie die Yang-Mills Theorie aufweist.
Damit ist die CF'T eindeutig festgelegt: Es ist die rationale logarithmische CFT des minima-
len Models ¢y ;(g) zur Kac-Moody Algebra g. Dies stellt eine wunderschéne Manifestation

A*0Tm Grunde ist die komplette Information iiber die Zopfgruppenstruktur in den konformen Blécken enthal-
ten. Gesucht ist eine CFT, die genau die Zopfgruppenstruktur mit Vertexoperatoren auf der Riemann-Sphére
simuliert, wie sie die gegebene hyperelliptische Kurve tragt. Mit etwas Nachdenken kann man einsehen, daf3
dies dann der Fall ist, wenn die paarweisen Singularitéten eii, die die Verzweigungsschnitte erzeugen, re-
prasentiert durch @(zf) beim Zusammenfliessen des Verzweigungsschnittes auf einen Punkt dort durch ein

Feld U(z;) repréisentiert werden, dafl sich (aufier an diesem Punkt!) wie die Identitét verhilt.
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der Tatsache dar, da8 Seiberg-Witten Modelle zu 2-dimensionalen integrablen Systemen in
Beziehung stehen, da die entsprechenden integrablen Systeme in engem Zusammenhang zu
CF'Ts, speziell LCFTs, stehen.

Korrelationsfunktionen von CFTs, besonders wenn alle Felder lediglich degeneriert auf
Level 2 sind, lassen sich sehr leicht explizit ausrechnen. Auflerdem geniigen sie wesentlich
einfacheren Differentialgleichungen, wie die sonst fiir die Perioden verwendeten Picard-Fuchs
Gleichungen. Besonders elegant kann man mit Hilfe der Korrelationsfunktionen die asym-
ptotischen Regionen des Modulraumes erforschen, da man die ganze Struktur von CFTs
wie OPE bzw. Fusionsalgebra und Kreuzungssymmetrie zur Verfiigung hat, mit deren Hilfe
die Korrelationsfunktionen entweder faktorisiert oder durch Einsetzen der OPE kontrahiert
werden kénnen.

Die iiblichen Wege zur Berechnung der Perioden liefen entweder auf das Evaluieren
der Integrale iiber die Seiberg-Witten Differentialform, integriert entlang einer Basis von
Zykeln, hinaus, oder das Aufstellen und Losen der Picard-Fuchs Gleichungen, wobei bei
letzterem Zugang die Integrale immer noch in fithrender Ordnung bestimmt werden mufiten,
um die korrekte Asymptotik sicherstellen zu konnen. Mein neuartiger Weg iiber eine auf dem
Modulraum operierende CFT liefert die Perioden ohne Umwege und automatisch mit der
richtigen Asymptotik, da ihre konforme Kovarianz voll ausgenutzt wird.

Die von mir hier eingefithrte Methode ist {ibrigens wesentlich allgemeiner giiltig, als
nur fiir die speziellen hyperelliptischen Kurven, die als Modulrdume von Seiberg-Witten Mo-
dellen auftreten: sie 1483t sich auf beliebige hyperellitpische Kurven anwenden. Die speziellen
Kurven von Seiberg und Witten haben lediglich die zusétzliche Eigenschaft, dal die Summe
aller singuldren Punkte Null ergeben mufl. Eleganterweise liefert meine Methode direkt die oft
nicht ganz triviale Abhéngigkeit der generalisierten hypergeometrischen Funktionen (durch
die die Perioden gegeben sind) von den Moduli (als die man {iblicherweise Vakuumerwar-
tungswerte der skalaren Felder der Yang-Mills Theorie verwendet) durch einfaches Einsetzen
dieser zusitzlichen algebraischen Bedingung an die Moduli (da die singuldren Punkte von
den Moduli abhéngen).

Es ist hier noch anzumerken, dafl die CFTs, die auf dem Modulraum leben, als minimale
Modelle betrachtet, trivial sind. Diese Tatsache geht Hand in Hand damit, da} die Korre-
lationsfunktionen lediglich Monodromie- und Periodeninformationen liefern. CFTs treten
aber noch in einem anderem Zusammenhang auf, der mit den Modulrdumen von Yang-Mills
Theorien zu tun hat: Letztere sind ja die effektiven Niederenergie Losungen von Super-
stringtheorien. In einer entscheidenden Arbeit haben Cumrum Vafa und Edward Witten
[VaWi| exakte Resultate zur sogenannten S-Dualitét und Stringtheorie mit starker Kopp-
lung erhalten konnen. Rétselhaft blieb allerdings, wieso die von ihnen abgeleiteten Zustands-
summen mit den chiralen Anteilen der Zustandssummen bestimmter RCFTs identisch sind.
Dafiir bieten die sogenannten tensionlosen Strings [Wit] eine mogliche Erklarung. In sechs
Dimensionen sollten diese eine nicht-triviale Feldtheorie bilden — allerdings ist bis jetzt keine
sechsdimensionale nicht-triviale Feldtheorie bekannt. Kompaktifiziert auf vier Dimensionen
sollten tensionlose Strings durch eine konforme Feldtheorie beschrieben werden. CF'Ts in vier
Dimensionen und sechsdimensionale Feldtheorien werden zur Zeit sehr intensiv erforscht.

In zwei Dimensionen bewegt man sich gliicklicherweise wieder auf bekanntem Boden,
und kann — unter Ausnutzen von Dualitét, die tensionlose Strings mit Super-Yang-Mills
Theorie in Beziehung setzt — die Zustandssummen exakt hinschreiben, wenn die tensionlose
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Stringtheorie in sechs Dimensionen mit CP? oder K3 auf zwei Dimensionen kompaktifiziert
wird. Zeigt man weiter, dafl Kompaktifizieren und Dualisieren miteinander vertauschen,
kann man dieses Ergebnis wieder in vier und sechs Dimensionen zuriickiibersetzen. Es ist
zu vermuten, dafl das auftreten von chiralen CF'T Zustandssummen letztlich in der konfor-
men Kovarianz der Perioden begiindet liegt, da diese das Prapotential eindeutig bestimmen,
welches widerum der entscheidende Input fiir die Theorie ist. In zukiinftigen Arbeiten soll
daher auch untersucht werden, in wie fern die Modulrdume der Superstringtheorien selbst
mit CFT-Methoden behandelt werden kénnen. Ein vielversprechendes Konzept dafiir sind
die sogenannten BPS-Algebren, das vielleicht alle hier angerissenen Bereiche dieses weiten
Feldes unter einen Hut bringen kann.

In jedem Fall sind das Auftreten chiraler Zustandssummen von CFTs in den Stringtheorie-
Zustandssummen, sowie das Auftreten von LCFTs zur Beschreibung der Geometrie der
Quantengrundzustinde von String-Kompaktifizierungen mehr als deutliche Hinweise, dafl
CFTs noch lange nicht in der Stringtheorie ausgedient haben, trotz, oder gerade wegen, der
neuen Erkenntnisse zu String-Dualitéten.

o-V -o-
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